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Introduccion

Diremos que un nimero 7 € C es trascendente sobre Q si para todo polinomio p(x) no cero con
coeficientes en Q tenemos que p(7) # 0. Y diremos que es algebraico si no es trascendente!. Debido
a que tenemos un numero numerable de polinomios con coeficientes en Q, sélo hay un nimero
numerable de niimeros algebraicos, por lo cual tenemos un nimero no numerable de niimeros
trascendentes.

El hecho de que existan muchos no implica que sea facil demostrar que un nimero en particular
es trascendente. De hecho, no fue sino hasta 1844 que Liouville [20] es capaz de dar ejemplos
explicitos de nimeros trascendentes, como por ejemeplo ¥,¢,,10~("), La prueba de que e y 7 son
trascendetes no se dio sino hasta 1873 y 1885 respectivamente. Siendo dichos hechos demostrados
por Hermite [11] y Lindenmann [19]. Con ello inicia la Teoria de Numeros Trascendentales [24].

Lindenmann prueba poco después el primer teorema que relaciona la funciéon exponencial con
la trascendencia.

Teorema 0.0.1. Sea z € C\{0} entonces al menos uno entre z y exp(z) es trascendente.

Con ayuda de este teorema se vuelve relativamente facil probar que ciertos nimeros son tras-
cendentes. Algunos ejemplos serfan que exp(1/13) es trascendente dado que v/13 es algebraico o que
log(\/7) es trascendente dado que exp(log(v/7)) = +/7 es algebraico.

Definicion 0.0.1. Dado Z C C definimos la trascendencia de Z como:

tr(Z) =maz{l3Y € Zy Y ={y1, ...y} t-q. Vp(z1, .. ) € Qlay, .., 2 \{O}, p(yn, ..., i) # 0}
Diremos que Z C¢;,, C es algebraicamente independiente si tr(Z) = |Z|.

En vista de esta definicién, el teorema 0.0.1 nos dice que tr(z,exp(z)) > 1. Lo que nos gus-
tarfa poder hacer es ampliar dicha nocién a mas de un ntmero, es decir, que para cualesquiera
n nimeros (bajo ciertas hipdtesis adicionales como independencia lineal sobre Q) tengamos que
tr(21,y vy Zn, €2p(21), .oy €2p(2)) > n. Justamente en dicho espiritu Lindenmann enuncia y poste-
riormente Weierstrass demuestra el siguiente teorema [29].

Teorema 0.0.2. Siz1, ..., z, son algebraicos y Q—linealmente independientes entonces tr(exp(z1), ..
n.

Con este nuevo teorema ya podemos demostrar cosas como que exp(v/13) y exp(v/17) son
algebraicamente independientes pero ain nos quedan sin probar algunas cosas béasicas como seria
el hecho de si 7 y e son o no son algebraicamente independientes.

LA partir de ahora y en lo que resta del texto trascendente para nosotros es trascendente sobre Q

A%

wexp(zn))



VI INTRODUCCION

No es hasta 1966 que Lang enuncia la Conjetura de Schanuel [24] la cual es justamente la
generalizacion del teorema 0.0.1. y que entre otras cosas nos permitird demostrar que m y e son
algebraicamente independientes.

Conjetura de Schanuel. Sizy, ..., z, son Q—linealmente independientes entonces tr(exp(z1), ..., exp(zn )y 21, -y 2n) |
n

Primero notemos que en efecto implica que 7 y e son algebraicamente independientes.

Corolario 0.0.1. Si la Conjetura de Schanuel es cierta entonces {m,e} es algebraicamente inde-
pendiente.

Demostracion. Considere z; = 1y 2z = mi. Claramente z; y 2o son Q—linealmente independientes
entonces por la Conjetura de Schanuel tenemos que al menos dos de {1, —1, i, e} son algebraica-
mente independientes pero dado que 1 y —1 son algebraicos tenemos que 77 y e son algebraicamente
independientes. Ademés note que 7 y (i) son algebraicamente dependientes. Por lo tanto nos queda
que 7 y e son algebraicamente independientes. O

Lamentablemente la Conjetura de Schanuel atin se encuentra abierta por mas esfuerzos que se
han hecho en los ultimos 50 afios de forma niimero tedrica. Por ello, en esta tesis presentaremos un
acercamiento a la Conjetura de Schanuel desde un punto de vista nuevo como seria la Teoria de
Modelos. Dicho acercamiento se debe a Zilber.?

La idea de este trabajo es estudiar la estructura C.,p = (C,0,1,+, %, exp) desde la légica. Lo
ideal serfa que T'eo(C,,,)® fuera k— categdrica, es decir, que cualesquiera dos modelos de cardinalidad
k de Teo(Ceyp) fueran isomorfos; para que lo dnico que nos quedara por hacer fuera construir un
modelo de cardinalidad 2% que cumpliera con la Conjetura de Schanuel.

Lamentablemente al comenzar el estudio C.,, rdpidamente nos damos cuenta de que ello
serd muy complicado de poder demostrar (en caso de que sea cierto) ya que (Z,+,*) es recur-
sivamente definible en C.,, dado que:

Z = {z € C|Va((exp(x) = 1) — (exp(zz) = 1))}

Lo cual implica que T'eo(C.y,) es muy complicada [3].

La siguiente esperanza es encontrar una teoria en alguna logica, probablemente tendra que ser
mas fuerte que la logica de primer orden, tal que dicha teoria fuera no numerable categdrica, que
supiéramos que C.,), la satisface y que le pudiéramos construir un modelo de cardinalidad 2% que
cumpliera con la Conjetura de Schanuel.

Dicha teorfa no ha podido ser encontrada y desde mi punto de vista seria la forma més elegante
de probar la Conjetura Schanuel. Ademés de que le darfa mucha fuerza a la Teorfa de Modelos. *

Dado que esta segunda esperanza esta lejos de ser alcanzada, debemos de quitar alguna de las
hipétesis y la que sacrificaremos es que C.,,, satisfaga, con los resultados que se tienen hoy en dia,
la teoria; esperando recuperar dicha hipdtesis mas adelante.

En especifico, lo que se realizard en esta tesis es la construccién de una teoria que llamaremos
la teoria de los campos pseudo-exponenciales tal que dicha teoria tenga un modelo de cardinalidad
2% que cumpla con la Conjetura de Schanuel y que sea no numerable categérica. Dicha teorfa fue
construida originalmente por Zilber en [31].

2Casi todo lo que haremos ya ha sido realizado por Zilber [31], Kirby [16] y Bays [8].
3Donde Teo(Ceqyp) es el conjunto de enunciados que satisface Cegp.
4En mis estudios de posgrado me gustaria investigar mas esta idea.
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Utilizaremos el lenguaje

L=A{0,1} U{+,— -} U{E(z,y)} U{l/m}mezfoy U{Va}new

donde 0,1,+, —, - se interpretaran de forma candnica, E es una relacion binaria que querremos que
se comporte como la funcién exponencial compleja, 1/m- son funciones 1—arias que se interpretan
como multiplicar por 1/m y las V,, son las variedades irreducibles sobre Q.

Nuestros primeros axiomas seran los de campo algebraicamente cerrado de caracteristica cero y
axiomas que hagan que E se parezca a la exponencial. Especificamente le pediremos a E que sea un
homomorfismo suprayectivo del grupo aditivo al grupo multiplicativo y que tenga nicleo estandar,
es decir, que su ntcleo sea isomorfo a Z.

El primer axioma fuerte que tendremos sera la propiedad de Schanuel (ver Seccién 2.1). La cual
nos dice que dados x1, ..., z, tenemos que:

tr(zy, ..oy T, E(x1), ..., E(xy)) — dim({(x1, ..., zn)g) > 0.

Este axioma, en caso de que nuestro modelo sea C.;, vy 1, ..., 2, sean linealmente independien-
tes, es precisamente la Conjetura de Schanuel. Por lo tanto, si logramos construir un modelo de
cardinalidad 2% habremos cumplido el primero de nuestros objetivos.

El siguiente axioma es en el dnico en el cual es necesario utilizar un cuantificador nuevo @) que
estd mas alla de la l6gica de primer orden. El axioma afirma que la cerradura exponencial-algebraica
Ecl (ver Seccién 2.3 para la definicién) no aumenta mucho cardinalidades. Especificamente, sea F
es un campo que cumple con los axiomas anteriores, si C' C;, F' 0 C numerable entonces Ecl(C)
es a lo mds numerable (ver seccién 2.3).

El dltimo axioma es atin mas técnico. Lo que asegura es que dado X conjunto finito y V una
variedad grande entonces existe (a, E(a)) tal que dicho punto es genérico en V sobre el campo
generado por X (ver Seccién 2.4). Por una variedad grande nos referimos a una variedad rotunda,
irreducible y libre (ver Seccién 2.4 para la definicién). A dicho axioma le llamaremos cerradura
exponencial-algebraica fuerte. La razén por la cual pedimos que V sea grande es porque la propiedad
de Schanuel nos dice que ciertas variedades pequenas no pueden tener dicho tipo de puntos [22].

Después de que construyamos dicha axiomatizacién, probaremos que la teoria es consistente, es
decir, le construiremos un modelo a la teorfa iniciando desde cero de forma algebraica (ver capitulo
3). Con ayuda de dicha construccién construiremos un modelo de dimensién infinita (ver apéndice
C).

Para cumplir con nuestros objetivos sera necesario estudiar a las clases cuasiminimal excelentes
(ver Seccidén 4.2 para la definicién). La razén por la cual esta clase de estructuras nos serdn suma-
mente utiles es por un teorema que afirma que si una clase es cuasiminimal excelente (y cumple
algunas condiciones técnicas) entonces la clase es no numerable categérica (ver Capitulo 4).

Ya que hayamos estudiado en detalle las clases cuasiminimal excelentes, lo que haremos sera de-
mostrar que la clase de los campos pseudo-exponenciales es cuasiminimal excelente y que satisface
las hipdtesis adicionales del teorema anterior (ver Capitulo 5). Al realizar ello, tendremos que nuestra
teoria es no numerable categorica y por ende que tenemos un modelo de cardinalidad del continuo.
Ademds dado que uno de nuestros axiomas es la Conjetura de Schanuel habremos cumplido el
segundo objetivo.

Al final, la manera en como recuperaremos la hipétesis que quitamos al principio (que Cegyp
satisfaga la teorfa) es con la siguiente conjetura:

Conjetura de Zilber. El campo pseudo-exponencial de cardinalidad 2%° es isomorfo a Ceap-
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Note que como consecuencia directa de ello, C., cumple con la Conjetura de Schanuel y es un
campo pseudo-exponencial.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Logicas infinitarias con el cuantificador Q

Dado que la axiomatizacién que utilizaremos esté en la légica Ly, .,(Q), daremos un pequena
introduccién a la 16gica en L, ,(Q) suponiendo una cierta familiaridad del lector con la légica de
primer orden como la que se puede obtener con [10].

La diferencia entre la légica de primer orden (Ly, ) ¥ Luw, (@) es que en la primera unicamente
aceptamos un nuimero finito de conjunciones y disyunciones mientras que en la segunda aceptamos
un numero numerable de éstas y que en la primera sélo contamos con los cuantificadores universal
y existencial mientras que en la segunda contamos ademas con el cuantificador @; el cual afirma
que hay un nimero no numerable de elementos que cumplen una determinada férmula.

Los simblos que tenemos en L, .,(Q) son los simbolos del lenguaje particular L:

FURUC

donde F es el conjunto de letras funcionales, R es el conjunto de letras relacionales y C es el conjunto
de constantes. Junto con los simbolos ldgicos:

va37Qa:7/\7/\7\/\/7_‘
y un conjunto numerable de variables Var = {z; }icy-

Definicién 1.1.1. Dado un lenguaje L, los términos en Ly, ., denotados por Termpr,, ., es el
menor conjunto tal que:

» Sic € C entonces c € Termy,, -

= Six; € Var entonces x; € Termy,

w1 ,w

= Si {71,...,7n} C Termy, , y f € F tal que f es de aridad n, entonces f(7i,...,7,) €

Termyg,,, -

,w

Con ello en mente estamos en posicién de definir lo que es una fémula pero antes definamos lo
que entendemos por una férmula atémica.

Definicién 1.1.2. Dado L un lenguaje, ¢ es una férmula atémica si:
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" ¢ = (71 = 7o) para 71 y T2 términos.
» ¢ = (R(71,...; 7)) para {71,.... 7} C Termr, (@) vy R € R tal que R es de aridad n.

Definicién 1.1.3. Dado L un lenguaje, las férmulas en Ly, ., (Q), denotadas por Formp,, . (q)
son el menor conjunto tal que:

» Si ¢ es formula atémica entonces ¢ € Formp,, ,(q)-
» Si¢ € Formyp, (@) entonces —(¢) € Formp, .-

» Si¢,¢ € Formy,, (@) entonces (pAW) € Formr,, @V (pV ) € Formp,, ()

» Si U = {Yntnew C Forme17w(Q) y en ¥ ocurren un ndmero finito de variables libres, una
variable es libre si no est4 al alcance de un cuantificador, entonces (A\,—; ¥n) € Form Luy.0(Q)

y (Vs ¥n) € Formy,, (@)
= Sigc Formp,, (@) entonces Va(p), Jx(¢), Qr(p) € Formp,, .-

Note que estamos diferenciando entre conjunciones/disyunciones finitas e infinitas, la razén por
la cual hacemos ello es porque mas tarde introduciremos conjuntos que sélo son cerrados bajo las
conjunciones y disyunciones finitas. Antes de pasar a la parte seméntica es preciso introducir dos
dltimas nociones sintacticas.

Definicién 1.1.4. Diremos que una férmula ¢ es libre de cuantificadores si en ella no ocurre
ningun cuantificador, es decir, no ocurre V ni 3 ni Q.

Definicién 1.1.5. Diremos que una férmula ¢ es un enunciado si todas sus variables estdn
acotadas. Donde una variable estd acotada si se encuentra al alcance de un cuantificador.

Es momento de pasar a algunas definiciones seméanticas.

Definicién 1.1.6. Un L—modelo o L—estructura es una pareja, 2 = (A, I) donde A es el universo
de interpretacién (A # @) e I es la funcién de interpretacién, la cual cumple:

» SicéeC entonces I(c) =c® € A.

» Si f € F es una letra funcional de aridad n entonces I(f) = f* : A" — A es una funcién de
aridad n.

» Si R € R es una letra relacional de ariadad n entonces I(R) = R* C A™ es un subconjunto
de A™.

De la manera usual, una asignacién es una funcién de las variables al universo de 2 (s : Var —
A).

Definicién 1.1.7. Dados L un lenguaje, 2l una L—estructura y s una asignacién, definimos la
interpretacién de un término, denotada por 7%[s], de la siguiente manera:

1. Si ¢ € C entonces c*[s] = I(c).

2. Si x € Var entonces x%[s] = s(z).
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3. Si{r1,...,;mn} C Termr, vy f € Fdearidad nentonces (f(71,...,7n))*[s] = f2(2[s], ..., T2 [s]).

w1,w

Ahora si, con todo ello podemos definir la nocién de satisfacibilidad para nuestra nueva légica.

Definicién 1.1.8. Dados un modelo 2 y s una asignacién de 2 decimos que 2l satisface ¢ en s
(denotado por A F ¢[s]) si:

= Si ¢ es atémica:

e Si ¢ = (11 = 72) entonces AF (11 = m)[s] si 72[s] = T
e Si ¢ = R(ry,...,7,) entonces A E R(7y, ..., 7,)[s] si (71[s], ..., T2[s]) € R

= Si ¢ es —0 entonces A F ¢[s] si A K d]s].

= Si ¢ es (a ) entonces 2 E (A )[s] si A E als] y AE Ps].

v Si¢es (aV) entonces AFE (aV)[s] si AFE afs] o AE P[s].

» Si¢es /2, ¢ entonces A F P[s] si para alguna i € w AF 1;[s].

» Si¢es ;o ¢ entonces A F @[s] si para toda i € w AF 1;s].

= Si ¢ es Jwd(x) entonces A F p[s] si hay un b € A tal que A F §[s(x/b)]*.
= Si ¢ es Vad(x) entonces 2 E ¢[s] si para toda b € A A = 8[s(x/b)].

» Si ¢ es Qrd(z) entonces A E ¢[s] si | {b € AIAE §[s(z/b)]} |[> Ny

De la manera usual decimos que 2 es modelo de ¢ si para toda asignacion de 2 se tiene que
A E ¢[s] (lo denotaremos por 2 F ¢) y decimos que un conjunto de férmulas 3 es satisfacible si
existen 2 y s una asignacién tales que 2 E o[s] para todo o € X.

En algunos casos en vez de utilizar s daremos de manera explicita la parte de la asignacién que
nos interesa, es decir, la parte de las variables libres de la férmula. También es pertinente notar que
la asigancién es irrelevante en el caso que ¢ sea un enunciado pues no tiene variables libres.

Las definiciones parecen ser similares a las clasicas pero como veremos a continuacion nuestras
logicas tienen algunas diferencias. Mientras que la logica de primer orden satisface el teorema de
compacidad, el cual afirma que un conjunto de enunciados X es finitamente satisfacible si y sélo
si es satisfacible, nuestra nueva légica no lo satisfacera. Ademads de ello, nuestra nueva logica no
satsifacera el teorema de Lowenheim-Skolem, el cual afirma que para todo ¥ conjunto de enunciados,
si ¥ tiene un modelo infinito entonces tiene un modelo para todo cardinal mayor o igual a |L| + Rg,
mientras que la légica de primer orden si lo satisface.

Lema 1.1.1. La ldgica Ly, . (Q) no satisface el Teorema de Compacidad.

Demostracion. Considere L = {¢;|i € w} U{d} ysea L ={¢; #d|i € w}U{Vz\/ 2z = ¢;}.

Sea A Cy;n Xy sea ¢, la constante con indice més alto que ocurre en A (en caso de que
ocurra Vz \/;2, & = ¢; sin contar las que ocurren en ésta). Considere 2 = (N, I) donde I(¢;) = 1,
I(d) = m+1y s la constante cero. Claramente 2 = A[s]. Por lo tanto, ¥ es finitamente satisfacible.

Ahora bien, para ver que no es satisfacible procedamos por contradiccién. Supongamos que si lo
es, sea B un modelo y sea s una asigancién tal que B F X[s]. Dado que B F {¢; # d | i € w}]s]
entonces d¥ # ¢ para toda i € w. Pero como Vr \/fi1 T = ¢; € ¥ entonces d® = ¢P para alguna

1 € w, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, ¥ no es satisfacible. O]

1s(z/b) es la asignacién que se obtiene de s al sustiuir el valor asignado a z por b.
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Lema 1.1.2. La ldgica Ly, ,(Q) no satisface Lowenheim-Skolem.

Demostracion. Considere L = {¢;|i € w} y ¥ = {Vz\/;2,2 = ¢}. Notemos que 2 = (N, I)
donde I(c¢;) = i es modelo de X y es infinito. Ahora bien, claramente cualquier otro modelo de ¥
serd numerable, dado que cualquier elemento del modelo tendrda que ser igual a C;B para alguna
1€ w.

O

Era necesario introducir el cuantificador ¢ dado que aparece en nuestra axiomatizacién pero
afortunadamente tnicamente aparecerd en el axioma cuatro (ver seccién 2.3). De hecho, en toda
la parte de clases cuasiminimal excelentes (ver capitulo 4), que es la parte tedrica de la tesis, los
resultados no van a ser en axiomatizaciones en L, (@) en general sino que se dan en axiomatiza-
ciones en L, ., més cerradura numerable, que es justo el axioma de nuestra teoria particular que
se escribe con el cuantificador Q.2 Por lo tanto, la légica que realmente debemos de entender es
L., « v a partir de ahora todo lo que hagamos serd en ésta salvo que se especifique lo contrario.

1.2. Teoria de Modelos en L,

En esta seccidon daremos una lista de definiciones que nos seran ttiles a lo largo de todo el texto
y con las cuales el lector debe estar familiarizado. Terminaremos con el teorema de Scott, el cual
es un resultado angular en la teoria de modelos en légicas infinitarias. Lo primero que debemos de
saber es cémo se relacionan un par de modelos y es justo ello lo primero que definiremos. Todo lo
presentado en esta seccién se encuentra con mds detalle en [23] y [21].

1.2.1. General

Definicién 1.2.1. Dadas 2 y B L-estructuras. Diremos que f es un homormorfismo de 2 a B
si f: A — B es una funcion tal que:

1. Si ¢ es una constante entonces f(c%) = c®.
2. Si h es una fincién n—aria y ay, ..., a, € A entonces f(h*(a)) = h®(f(a)).

3. Si r es una relacién n—aria y ay, ...,a, € A entonces (a) € r* sii (f(a)) € r®.

Diremos que f es monomorfismo si f es homomorfismo y es inyectiva como funcién. Si ademas
es suprayectiva diremos que es isomorfismo y lo denotaremos por 2 = 8.

Lema 1.2.1. Si f es un homomorfismo de 2 a B entonces tenemos que:

1. Si f es monomorfismo entonces preserva todas las formulas libres de cuantificadores en Ly, .,
es decir, dada {a;}icn, en A y dada ¢ libre de cuantificadores:

A ¢l{aitien] sii B = o[{f(a:)}ien]

2. Si f es isomorfismo entonces preserva todas las formulas en Ly, ., es decir, dada {a;}icn en
A y dada ¢ formula:

2Cabe mencionar que resultados generales para clases cuasiminimal excelentes axiomatizadas en Lu, ,w(Q) atn se
encuentran abiertos.



1.2. TEORIA DE MODELOS EN Ly, w )

AFE ¢[{aitien] sii B = o[{f(ai)}ien]

Demostracion. La prueba se hace por induccién sobre la formacion de féormulas y es analoga a la
que se hace en primer orden, para el caso de primer orden consulte [10]. O

Tenemos un cierto regreso al lema anterior y justamente ello nos enuncia el siguiente lema.

Lema 1.2.2. Sean 2 y B L—estructuras y h una funcion de A a B tal que preserva todas las
formulas libres de cuantificadores (es suficiente con que preserve las atémicas) entonces h es un
monomorfismo.

Demostracion. Para ver que la funcion es inyectiva utilizamos la formula x = y, para ver que preser-
va constantes utilizamos la férmula ¢ = y, para ver que preserva funciones utilizamos (f(x1, ..., Z,) =
y) y para ver que preserva las relaciones utilizamos R(z1, ..., Zp)- O

En el espiritu de dicho teorema se tiene la definicién de monomorfismo parcial.

Definicién 1.2.2. Diremos que f es monomorfismo parcial si f: Ag C A — B y para toda ¢
férmula libre de cuantificadores y {aq,...,a,} C Ag se satisface que

AE dlay,...,an] sit BEP[f(ar),..., f(an)]

Como sabemos, el que dos estructuras sean isomorfas nos dice que ambas estructuras son in-
distinguibles entre si pero al estar estudiandolas desde la ldgica nos sera suficiente que sean indis-
tinguibles una de la otra a los ojos de la légica; justamente ello es lo que encapsula la siguiente
definicién.

Definicién 1.2.3. Decimos que 2 y B son L, ,,—elementalmente equivalentes si para todo ¢
enunciado en L, ., tenemos que:

AF ¢ sii B F ¢.
Lo denotaremos por A =, ., B
La siguiente proposicion relaciona ambas nociones.
Proposicién 1.2.1. Sean A y B estructuras. St A =B entonces A =, ., B.

Demostracion. Por el lema 1.2.1 si dos estructuras son isomorfas preservan todas las féormulas y
por ende en particular los enunciados. O

Otra nocién que nos permite comparar modelos es la siguiente.

Definicién 1.2.4. Sean 2 y B L—estructuras. Un sistema de monomorfismos parciales entre
2 y 9B es un subconjunto no vacio K de monomorfismos parciales tales que:

1. Si f € Ky a € A entonces existe un g € K tal que g O f, por ello nos referimos a una funcién
tal que g [gom(r)= f, y @ € dom(g) (forth).

2. Sige K ybe B entonces existe un f € K tal que f D gy b€ im(f) (back).

En caso de que exista tal K diremos que 2 y 8 son back-and-forth equivalentes y lo denotaremos
por A ~g B.
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El siguiente lema nos relaciona las tiltimas dos nociones.

Lema 1.2.3. Dadas A y B L—estructuras. Entonces tenemos que:
1. Si A~k B entonces A =, o, B.
2. Si A y B son numerables y A =, ., B entonces A ~g B.

Demostracion. 1. Primero demostraremos que para todo f € K y {a1,...,an} C dom(f) y
¢ € Formp,, ., con n—variables libres tenemos que:

AE Play, ..., an] sii BE ¢[f(a1),..., flan)]

La prueba la haremos por induccién sobre la formacién de férmulas.

Si ¢ es atémica. Como f € K es monomorfismo parcial y las formulas atémicas son libres de
cuantificadores por definicién se tiene el resultado.

Los casos ¢ = A, Vi, ¢ = Ve, ¥i ¥y ¢ = —1 son triviales por induccién.

Ahora bien, supongamos que ¢ = Iz(Y(z,y1,...,Yn)). Sea f € K, {a1,...,an} C dom(f) y su-
pongamos que 2 F 3z(¢(z, a1, ..., a,)). Por definicién de satisfacibilidad hay un a € A tal que
A E pla,aq,...,a,]. Dado que f € K por el punto 1 de la defincién hay un g € K tal que f C g
y a € dom(g). Por ende por hipétesis de induccién B F ¢[g(a), g(a1), ..., g(an)]. Como f C gy
por la definicién de satisfacibiliad del existencial tenemos que B E 3z (¢ (z, f(a1), ..., f(an))).
De manera anéloga pero ahora utilizando la parte 2 de la definicién 1.2.4 tenemos la vuelta.
De donde tenemos que:

AE Jx((z,a1,...,a,)) sii B E Jx(¢(z, f(ar), ..., flan))

Por lo tanto, como se preservan todas la férmulas en particular se preservan todos lo enun-
ciados, es decir, % =, ., B.

2. Definamos

K = {f|f es una funcién con dominio finito tal que preserva todas las férmulas en L, ,, con
a lo més |dom(f)| variables libres }.

Note que K # () dado que () € K ya que por hipétesis se preservan los enunciados.

Lo que tenemos que demostrar es que dado f € K podemos extenderlo. La prueba de dicho
hecho lo haremos en dos casos:

a) Caso 1: Sea f = (). Para el caso forth, sea a € A, note que es suficiente encontrar una
b € B tal que para toda ¢ € L, , con 1 variable libre tengamos que:

A E plal sii B E ¢[b]
Procedamos por contradiccion. Supongamos que no existe dicha b, entonces para toda
b € B existe una ¢y, tal que A F ¢y[a] y A ¥ ¢ [b]. Considere ¢ = Iz A\, 5 ¢p(7), como B
es numerable y toda ¢ tiene una variable libre, ¢ es un enunciado en L, ,,. Ahora bien
como a € A tenemos que 2AF 3z A\, 5 ¢p(x) y por construccién B ¥ Iz A\, ¢p(7). Por
otro lado, como A =, ., B tenemos que B F Iz /\bEB ©p, lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto, existe un b € B que preserva las férmulas con una variable libre de donde
g ={(a,b)} € K. El caso back es andlogo.
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b) Caso 2: Sea f € K tal que f # (). La prueba es andloga a la anterior sélo que ahora en
vez de usar el hecho de que 2 =, ., B utilizamos el hecho de que por construccién f
preserva las férmulas con |dom(f)| variables libres.

Por lo tanto, A ~x B.

Lema 1.2.4. Sean A y B L—estructuras numerables. Si A ~g B entonces A = B.

Demostracion. La construccion del isomorfismo se hace por el método de back-and-forth, método
que sera utilizado regularmente en el texto. Sea {an}tnew ¥ {bn}new dos enumeraciones de A y
B respectivamente. Sea f un elemento arbitario de K, el cual existe pues K # ). Construyamos
monomorfismos parciales f,, fn, : A — A, tales que

1. freK

2. fn C fat1

3. fCfn

4. Sin =2k+ 1 entonces {antn<i C dom(fyn) y si n=2(k+ 1) entonces {by }n<i C im(fn).
La construccion la haremos por recursién.

= Sin=0,sea fy = f.

= Si n es impar. Sea
a =min{c € Alc ¢ dom(fn-1)}

donde el minimo es respecto a la enumeracién {a, }new. Como a € A y por construccién
fn-1 € K hayun g € K tal que f C gy a € dom(g). Sea f, := g y claramente f,, cuample lo
deseado.

= Sin es par. Sea
b= min{c € Blec & im(fn_1)}

donde el minimo es respecto a la enumeracién {b,}ne,. Como b € B y por construccién
fn1 € K hay un g € K tal que f C gy b € im(g). Sea f, := g y claramente cumple lo
deseado.

Definamos a h = {J,,, fn. Como f, C f,41 y para cada n € w, f, es monomorfismo parcial,
tenemos que h es monomorfismo parcial. Pero por lo pasos impares tenemos que h cubre A, por
lo que es monomorfismo, y dado que por los pasos pares cubre B, h es isomorfismo. Por lo tanto,
A =B O

Un corolario de estos uiltimos dos lemas es que como la légica de primer orden caracteriza las
estructuras finitas, L, ., caracteriza a las estructuras numerables.

Corolario 1.2.1. Sean A y B L—estructuras numerables. A =B siu A=y, B

Demostracion. La ida es la proposicién 1.2.1 y la vuelta se sigue directo del lema 1.2.3 y 1.2.4. [
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Antes de enfocarnos en el teorma de Scott definiremos algunas otras nociones que nos seran
importantes en el capitulo 4. Dada 2 una L—estructura y C' C A definimos Lo como el lenguaje
que se obtiene al agregrar una constante distinta para cada elemente de C. Es claro que podemos
hacer a 2 una Lo—estructura al interpretar las constates de forma candnica.

Definicién 1.2.5. Dada 20 una L—estructura, a € A" y C C A definimos el tipo libre de
cuantificadores de a sobre C' como:

tpqum (a/C) ={¢ € Formyg,, , .|¢libre de cuantificadores con n variables libres y 2l F ¢|a]}.

Andlogamente, definimos el tipo de a sobre C' como:
tp&(a/C) = {¢ € FormL,, w c|¢ tiene n variables libres y 2 F ¢[al}.
En caso de que no haya ambigiiedad respecto al lenguaje L, no se escribira el supraindece.
Un hecho trivial que se sigue de ello es lo siguiente.

Lema 1.2.5. Sea 2 una L-estructura, C C A y a,b € A tales que tpyry (a/C) = tpgs, (b/C)
entonces f: {a}UC — {b} UC tal que f(a) =b y f [c= Ic es un monomorfismo parcial.

Demostracion. Se sigue de las definiciones. O

En vistas a poder comparar tipos de elementos en distintas estructuras tenemos el siguiente
concepto. Dado g : C € A — A’ monomorfismo parcial entre 2 y A’ y a € A", definimos

g tpa(a/C) = {¢(v; g(¢)) € Formy,, ., . |0(v;¢) € tpa(a/C)}.

Definicién 1.2.6. Dados 2,8 modelos, a € A™, b€ B", X C Ay sea K un conjunto no vacio de
monomorfismos parciales tales que:

= Para todo f € K se tiene que f(a) = b.

= Para todo f,g € K se tiene que f [x=g¢ [x

s Paratodo f € K ya€ Aexisteun g O f tal que g € K y a € dom(g).
» Paratodo g€ K ybe Bexisteun f 2 g tal que f € Ky be Im(f).

En caso de que exista tal K diremos que (2,a) y (8,b) son back-and-forth equivalentes sobre
X.

Proposicién 1.2.2. Dados 2,8 modelos, a € A" y b€ B". Si (,a) y (B,b) son back-and-forth
equivalentes sobre X entonces

[rtpa(a/X) = tps(f(a)/ f(X)),
donde f es un elemento arbitrario de K.

Demostracion. La prueba es andloga a lema 1.2.3. O
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Definicién 1.2.7. Decimos que 2 es subestructura de B (denotado por A C B) si la inclusién
es monomorfismo y decimos que es subestructura elemental (denotado por 20 < 9B) si para todo
{a;}ien C Ay ¢ férmula tenemos que:

A FE d[{ai}ien] sit B F ¢[{ai}icn]

Definicién 1.2.8. Sea (I, <) un orden lineal. Supongamos que para cada i € I, 2; es una
L—estructura. Decimos que {2(;}ic; es una cadena si para todo i < j tenemos que 2; C 2.
{Ui}ier es cadena elemental si para todo ¢ < j tenemos que 2(; < ;.

Proposicién 1.2.3. Sea {U;};cr una cadena elemental entonces dada A; tenemos que A = UieI A;
es tal que A; < 2.

Demostracion. Primero definimos a 2( en la forma usual, es decir, el dominio de A = J,.; 4; v la

interpretacién es la siguiente:

iel

Ql:

1. Si ¢ € C entonces ¢ c%i para alguna i € I.

2. Si f es una funcién n—aria y ay, ..., a, € A. Definamos a f%(a) = f?(a) donde j es el minimo
1 € I tal que a € A;.

3. Si R es una funcién n—aria y ay, ..., a, € A. Diremos @ € R¥ sii a € R% donde j es el minimo
i €1 tal que a € A;.

Por el hecho de que son subestructuras todo se encuentra bien definido. La prueba de que 2; < 2
la haremos por induccién sobre la formacién de férmulas.

La prueba para ¢ atomica es sencilla haciendo primero induccién sobre formacién de términos
para ver que 73[@] = 7% [a] donde j es el minimo i € I tal que @ € A;. El caso ¢ = =) y
® = \/;c,, i se siguen de la hipdtesis de induccién.

Por lo que tnicamente haremos el caso de ¢ = Jax)(x,w). Sea a € A;. Si A; E Jxyp(x,a) por la
definicién de satisfacibilidad hay b € A; tal que 2; E v[b, a] y por hipétesis de induccién 2 E (b, a].
De donde concluimos que 2 F Jz1)(z, a).

Ahora bien, si 20 F Jxt)(z,a) entonces hay un b € A tal que 2 F ¢[b,a]. Como b € A hay un
j € I tal que b € A; y supongamos sin pérdidade generalidad que j > i por lo que por hipétesis
de induccién 2A; E ¢[b,a). De donde A; E Jzp(z,a) y como por hipétesis 2; < 2, llegamos a que
A; E Jz(x, a).

Por lo tanto para todo 7 € I tenemos que A; < 2. O

1.2.2. Teorema de Scott

La idea de esta seccién como su nombre lo dice es probar el teorema de Scott, el cual afirma lo
siguiente:

Teorema de Scott. Sea L un lenguaje numerable. Dada 2 L-estructura numerable existe un @
enunciado en L, ., tal que para cualquier B L-estructura numerable tenemos que B F o> sii

B =2

Dado que el teorema de Scott supone que L es numerable en toda esta seccion trabajaremos
con dicha hipdtesis. Lo primero que haremos sera definir la siguiente relacién de equivalencia.
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Definicién 1.2.9. Dadas 2,8 L—estructuras. Dadaa € A™ y b € B™ y n corriendo en los naturales
definimos la siguiente relacién sobre los ordinales:

1. Sia=0. (2A,a) ~g (°B,b) si para toda ¢ férmula atémica A F ¢la] sii B F ¢[b].

2. Sia=p+1 (Aa) ~s41 (B, b) si para cualquier ¢ € A hay un d € B tal que (A, a,c) ~p
(%8,b,d). Y si para cualquier d € B hay un ¢ € A tal que (%, a,c) ~5 (B,0,d).

3. Si « es limite. (2A,a) ~, (B, b) si para todo B < a se cumple que (A, @) ~5 (B, b)

Lo primero que nos gustaria mencionar es que dicha relacién es una relaciéon de equivalencia, la
prueba de dicho hecho se hace por induccién sobre ordinales y se encuentra en [21].

Definicién 1.2.10. Dada una 2l L—estructura numerable definimos el siguiente conjunto de férmu-
las de L, ., recursivamente sobre los ordinales menores a wy.

= Dadaa € A" y a = 0, definimos:

9%,0(5?) = /\¢EA ¢(f)

Donde A = {¢|2 E ¢[a] y ¢ es atémica o negacién de atémica}.

s Dada a € A" y « limite, definimos:

» Dadaa € A" y a =+ 1, definimos:

0(%[,(1 (f) = (/\ceA Ewaamc,ﬂ ('f’ w)) A (Vw VCeA 0%0,04 (ja w))

Lo primero que hay que notar es que las férmulas definidas anteriormente estan en L, ., pero
ello se sigue de la hipotesis de que 2 y L son numerables. Lo segundo que nos gustaria destacar es
la relacién que hay entre ellas y la relacién de equivalencia definida anteriormente, justamente ello
nos dice el siguiente lema.

Lema 1.2.6. Dada 2 yB L—estructuras numerables tenemos que para cualquier o < wy y cualquier

ae€ A" (A,a) ~q (B,b) sii B =7, [b].
Demostracion. La prueba la haremos por induccién sobre « ordinal menor a wi.
Si a = 0 se sigue de la definicién y si « es limite se sigue trivialmente por induccién.
Sia=p+1. Supongamos que (2A,a) ~z41 (B,b). Sea ¢ € A entonces por definicién hay
un d € B tal que (2,a,c) ~5 (B,b,d). De donde por hipétesis de induccién B F 92‘675[5, d] y por
definicién de satisfacibilidad B F Elwﬁglc’ﬁ(l;, w). Como c fue arbitraria B F A ., HwG%Cﬁ(B,w).
De manera andloga pero utilizando la otra parte de la definicién de ~g1; se llega a que B F
VYV ca 9§‘cﬁ(5, w). Por lo tanto,

B E 62, [b].

Supongamos que B F 62 ;. [b]. Sea ¢ € A por la hipétesis hay un d € B tal que B = 02, 5(b,d).
Por hipétesis de induccién (24, a,c) ~5 (B, b, d). El otro sentido es andlogo. Por lo tanto, (2, a) ~g+1
(B, ). 0
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Antes de pasar a demostrar el teorema queda un ultimo lema.

Lema 1.2.7. Dada 2 una L—estructura numerable entonces existe un oo < |A[* tal que si a,be A"
y (A, @) ~q (A, b) entonces para todo S se cumple que (A, a) ~p (A, b).

Demostracion. La prueba es técnica y se hace por induccién sobre ordinales, la prueba estd en
[21]. O

De aqui obtenemos la siguiente definicién.

Definicién 1.2.11. Al minimo « tal que se cumple el lema anterior lo llamamos el rango de
Scott de 2.

Ahora si tenemos las herramientas para probar el teorema de Scott.

Teorema de Scott. Sea L numerable. Dada 24 L-estructura numerable existe un ¢ enunciado
en Ly, o tal que para cualquier B L-estructura numerable tenemos que B F % sii B = .

Demostracion. Sea « el rango de Scott de 2A. Definamos a ¢® de la siguiente manera:

% =050 N (Ancw Nacan V(03,4 (7) = 03041 ()))

Por el lema 1.2.7 a < wy y dado que las suceciones finitas de un conjunto numerable forman un
conjunto numerable tenemos que ¢® € Form Loy o

Como ~,, es relacién de equivalencia 21 F H%Q. Fijemos n € wy a € A", y sea b € A" tal
que A F G%Q[E}. Por el lema 1.2.6 tenemos que (24, @) ~, (A,b) y dado que « es el rango de Scott
(A,@) ~aq1 (A,0). Por lo que por lema 1.2.6 2 E 62, [b]. Por lo que A E ¢?.

Como por hipétesis A = B, por la proposicién 1.2.1 A =, ., B de donde concluimos que
B E 2

Para la vuelta lo que haremos serd demostrar que 2 ~x B y por lema 1.2.4 habremos
acabado. Sea

K = {f|f es monomorfismo parcial con dominio @ y contradominio b t.q. B F 9?1206[6]}.

Por hipétesis B E Hgfa por lo que ) € K.
Sea f € K tal que su dominio es @, su contradominio b y sea ¢ € A. Por construccién B = H?LEQ[E]
y por hipdtesis B E Vz(03 (%) — 03, ,(Z))). Por ende B E 62, [b].

a,

Pero por lema 1.2.6 se tiene que (2,a@) ~q41 (9B,b). Por lo que por defincién hay un d € B
tal que (A,a,c) ~o (B,b,d). De donde, de nuevo por lema 1.2.6 B F 0%C7a[l_),d]. Por lo tanto,
extendamos f a g = fU{(c,d)}. Note que g construido de esta manera es monomorfismo ya que se
preservan las férmulas atémicas y por ende las libres de cuantificadores.

El caso de extender la imagen se hace de manera andloga.

Por lo tanto, por el lema 1.2.4 se tiene que A = ‘B. O

1.2.3. Definibilidad

En esta seccién, introduciremos una definicién con la cual es posible que el lector esté familia-
rizado pero lo haremos en vistas de introducir dos conceptos que dificilmente son cubiertos en una
clase introductoria a la teoria de modelos y que serdn de suma importancia en el préximo capitulo.
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Definicién 1.2.12. Dada 2 una L—estructuray D C A" y E C A diremos que D es definible
sobre FE si existe € € E™ y ¢(Z;7) € Formpg,, . con n+m variables libres tal que:

de D sii AF ¢ld;e).
Diremos simplemente que es definible, si es definible sobre A.

Con ello en mente estamos en posicién de introducir la defincién mas importante de esta seccién.

Definicién 1.2.13. Dada 2l una L—estructura. Una propiedad P para conjuntos definibles
es definible en 2 si para toda ¢(7;7) en Ly, ., existe otra formula 74(y) en Ly, ., tal que para
todo todo b € A™ se satisface que:

2AF my[b] sii {a€ A"|AF ¢[a;b]} tiene la propiedad P.
Antes de pasar a la siguiente definicién daremos algunos ejemplos.

Ejemplos. L. Sean M = (N, +,-,0,1), P la propiedad “no tener niimeros primos en ninguna
coordenada”, ¢(Z;y) y b € A™, definamos a

n
7T¢(g) = /\ V.TZ(HJH3$1_13$1+13$n¢(i‘,g) — 321322323((/\ Zi ;'é Zj)/\( /\ Elwl(zlw, = l‘z))))
i=1 i#£] 1€4{1,2,3}

Claramente 74(y) cumple lo deseado porque la férmula nos dice que todo elemento es dividido
por tres nimeros.

2. Sean M = (N, +,-,0,1), P la propiedad “la primera entrada es de tamano 13", ¢(Z,9) y
b e A™, definamos a

n n

7T¢(g) = 3.231...3.1313(/\(35(1)(331‘, Z; ?j)) A (/\ x; 7é Ql‘j) A (Vw(d)(’w, 37) — \/ w, = Jfl))

i=1 i£] i=1

Definicién 1.2.14. Dada 2 una L—estructura. Una propiedad P para conjuntos definibles
es fuertemente definible en 2 si para toda n € w al agrandar L por una relacién n—aria U,
existe un enunciado ¢,, en el nuevo lenguaje tal que para todo X C A™:

Ax F ¢, sii X tiene la propiedad P.

Donde 2 x es el modelo que se obtiene de 2 al interpretar U,, como X.
En caso de que sdélo se valga lo anterior para una determinada n diremos que la propiedad P es
fuertemente definible para n.

Antes de pasar a demostrar que fuertemente definible implica definible, demos un ejemplo de
ser fuertemente definible.

Ejemplo. Sean 9 = (N, +,-,0,1) y P la propiedad “tener un dos en alguna de las entradas”. Para
cada n € w sea U, una relacién n—aria que no se encuentra en nuestro lenguaje. Con ello definamos

Op = Fxq.. T2, (Up (21, ooy 20) A (\/ x;=1+1))
i=1

para cada n € w.
Claramente ¢,, cumple lo deseado.
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Proposicion 1.2.4. Sea A una L—estructura. Si la propiedad P para conjuntos definibles es fuer-
temente definible en A entonces la propiedad P es definible en 2.

Demostracion. Sea P una propiedad para conjuntos definibles que es fuertemente definible y sea
#(z;y) una férmula con n + m variables libres. Note que dado b € A™ se tiene que {a € A™|2 F
#la,b]} € A™, por ende consideremos ¢,,.

Sea § una m—ada de variables que no ocurren en ¢,. Definamos m,() como la férmula que se
obtiene de ¢,, al sustituir cada ocurrencia de U, (Z) por ¢(Z; 7).

Por construccién 7, (7) es tal que dada b € A™ y X := {a € A"|AF ¢[a,b]} se tiene que:

Ay F ¢ sii A F my[d]

ya que se cambi6 U, por la definicién del conjunto X.
Por lo tanto, concluimos que dada b € A™ se tiene que:

A F mylb] sii {a € A"|AF ¢[a;b]} tiene la propiedad P.
O

Nos gustaria destacar que aunque las propiedades definidas en esta seccién son hasta cierto punto
triviales, en el siguiente capitulo veremos que dos propiedades nada triviales como la dimenisén y
la irreducibilidad son definibles en campos algebraicamente cerrados (ver seccién 2.4).

Con ello terminamos nuestra introduccién a teoria de modelos en légicas infinitarias. En caso
de querer seguir su estudio recomendamos [23].

1.3. Geometria Algebraica

En esta seccién se enunciardn las definiciones basicas de Geometria Algebraica clédsica asi como
algunos teoremas bdsicos para que el lector se familiarice con las definiciones. Dichos conceptos
seran sumamente importantes para comprender nuestro iltimo grupo de axiomas de los campos
pseudo-exponenciales. Todas las definciones son respecto a F' un campo algebraicamente cerrado.
Un campo algebraicamente cerrado es un campo tal que todo polinomio con coeficientes en F'
distinto de cero tiene una solucién en el campo. Todo lo presentado en esta seccién se encuentra
con més detalle en [27] y [12].

1.3.1. General

Antes de dar la defincién de variedad afin ® es necesario dar dos definiciones.

Definicién 1.3.1. Dados Y C F" y K un subcampo de F' o K una extensiéon de campo de F
definimos:

Y la relacién reciproca:
Dado S C F[x1, ..., 2] definimos:

3En este texto escribiremos indistintamente variedad afin, variedad y variedad algebraica pero el lector debe ser
consciente que existen otro tipo de variedades que no son afines.
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Vi(S) = {k € K"[vf € S, f(k)=0}

La razén por la cual introdujimos una notacién tan cargada como lo es I (Y') y Vi (S) es porque
para la introduccién de nuestro tltimo axioma (ver seccién 2.4) serd necesario difereneciar el lugar
donde se estan tomando los polinomios y los puntos.

Afortunadamente en esta seccién podremos simplificar la notacién por I(Y) y V(S) dado que
siempre tomaremos los polinomios sobre el campo F' y las soluciones en F™.

Ahora si, estamos listos para dar la defincién més elemental e importante de geometria alge-
braica.

Definicién 1.3.2. V C F™ es variedad afin si existe un S C Flz1,...,x,] tal que V(S) =V.

Observe que nuestra definicién de variedad afin es la definicién de conjunto algebraico afin en
la literatura.*
Las siguientes tres proposiciones nos serviran para familiarizarnos con las definiciones anteriores.

Lema 1.3.1. Sean X, Y C F™, V wvariedad y S, P C F[z1,...,x,] entonces:
1. I(X) es un ideal.
2. Si X CY entonces I(Y) CI(X).
3. Si S C P entonces V(P) C V(S5).
4. V=VY(I(V)).
5. 8§ CI(V(9)).
6. X CVI(X)).

Demostracion. Las pruebas son relativamente sencillas por lo tanto tinicamente haremos la prueba
de 4. para ejemplificar las pruebas al lector.

Sea a € V, por definicién de I(V') para todo f € I(V) tenemos que f(a) = 0. Luego por
definicién de V(I(V)) ello implica que a € V(I(V)).

Como V es una variedad hay un S C F[z, ..., x,] tal que V(S) = V. Claramente S C I(V),
de donde por 2, V(I(V)) C V(S). Por lo tanto, V(I(V)) C V. O

Lema 1.3.2. Si V,W son variedades entonces VW y VUW lo son.

Demostracion. Afirmamos que VNW = V(I(V) +L(W)), donde I(V) +I(W) ={f +g|f € I(V) ¥y
g € IW)}, y que VUW = V(I(V)I(W)), donde I(V)L(W) = {fglf € (V) y g € (W)},
Realicemos la prueba de la primera igualdad, es decir, demostremos que:

VAW =VI(V) + I(W)).

La contencién de derecha a izquierda es trivial por lo que realicemos la otra contencién. Proce-
damos por contradiccidn, es decir, supongamos que existe a € V(I(V) + I(W)) tal que a ¢ V NW;
supongamos sin pérdida de generalidad que a ¢ V. Como a ¢ V y V = V(I(V)), al ser V una

4Ver [12] por ejemplo.
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variedad, se tiene que existe un f € I(V') tal que f(a) # 0. De donde concluimos que f + 0(a) # 0,
lo cual es una contradicciéon dado que f+ 0 € I(V) + I(W). Por lo tanto, se tiene que

Vnw =V(I(V)+ I(W)).
La prueba de la otra igualdad es anéloga. O
Lema 1.3.3. Sean V,W C F™ variedades, entonces:
1. SiV C W entonces (W) C I(V).
2. SiI(W) =1(V) entonces V=W.

Demostracion. 1. Como son variedades tenemos que V. = V(I(V)) y W = V(I(W)). Como
la contencién es propia, hay un w € V(I(W))\V(I(V)), lo cual por defincién implica que
Ve I(W) f(w) =0y que existe un g € I(V) tal que g(w) # 0. Como g(w) # 0 por definicién
g ¢ I(W) y por ende g € I(V)\I(W) Por lo tanto, dado que por 1.3.1 (2) se tiene la contencién
concluimos que I(W) C I(V).

2. Se sigue del lema 1.3.1(4) al aplicar V a ambos lados de la igualdad.
O

Lema 1.3.4. Sea Z C F" y sea X = V(I(Z)) entonces I(X) =1(Z) y V(I(Z)) es la variedad mds
pequena que contiene a Z.

Demostracion. Por lema 1.3.1(6) se tiene que Z C V(I(Z)) = X, por lo que por el lema 1.3.1(2)
concluimos que I(X) C I(Z). La otra contencién se sigue del hecho de que si x € X y f € I(Z)
entonces f(x) = 0. Por ende, I(X) =1(2).

Para la segunda parte, supongamos que hay un W variedad tal que Z C W C X, por 1.3.1 (2)
tenemos que I(X) C I(W) C I(Z). Dado que I(X) = I(Z), nos queda que I(X) = I(W). De donde
por lema anterior (2) tenemos que X = W. Por lo tanto, X es minima. O

Las siguientes dos definiciones son mas especificas pero seran importantes en este trabajo.

Definicién 1.3.3. Una variedad V es reducible si existen W,Y variedades tales que V=W UY
y W, Y C V. Decimos que es irreducible si no es el caso que sea reducible.

Definicién 1.3.4. I C F[zy,...,x,] es un ideal primo si es un ideal y para todo f,gsi f ¢ [y
g ¢ I entonces fg ¢ I.

El siguiente lema nos permitira ver lo ligado que estan estas dos definiciones.
Lema 1.3.5. Dada V una variedad tenemos que son equivalentes.

1. I(V') es primo.

2. V es irreducible

Demostracion. Haremos la prueba por contrapuesta. Supongamos que I(V') no es primo, en-
tonces hay f,g ¢ I(V) tal que fg € I(V). Note que V C V(f) UV(g) dado que para toda v € V
f)g(v) = 0, lo cual implica que f(v) = 0 o g(v) = 0. Por ende, V = (VNV(f)) U (VNV(g)),
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por lema 1.3.2 son variedades y claramente estan contenidas propiamente en V. Por lo tanto, V es
reducible.

Haremos la prueba por contrapuesta. Supongamos que V' es reducible, entonces hay W, Y C
V tales que V = W UY. Al ser ambas variedades W = V(I(W)) y Y = V(I(Y)), para simplificar
notacién definamos I(W) = I y I(Y) = J. Como W, Y C V y la unidn es el total tenemos que
W ¢ Y lo cual implica que J ¢ I, es decir, hay un p € J\I. Andlogamente hay un ¢ € I\J. Por un
lado, note que como p ¢ I por lema 1.3.1 (2) tenemos que p ¢ I(X) y andlogamente ¢ ¢ I(X). Por
el otro lado, pg € JI CI(V(I)UV(J)) =1(X). Por lo tanto, I(X) no es primo. O

Antes de continuar es preciso dar una definicién.

Definicién 1.3.5. Sea K un campo y f1, ..., f € K[X] entonces el ideal generado por fi,..., f,
es el conjunto de combinaciones lineales con coeficientes en K[X], a dicho conjunto lo denotaremos

por < f17 reny fn >K-
Decimos que un ideal I es generado por fi,..., f si

I=<fi,....fn>K.

Es sencillo ver que V(I) = V({f1, ..., fn}). Mds atin se tiene el siguiente teorema debido a Hilbert
cuya prueba se encuentra en [27].

Teorema de bases de Hilbert. Si I C Flxy,...,x,] es un ideal y F es un campo entonces I es
finitamente generado.

Los siguientes dos lemas seran muy ttiles al momento de escribir ciertos axiomas en nuestro
lenguaje.

Lema 1.3.6. SiV es una variedad entonces V.= V(S) para algin S finito.

Demostracion. Por el lema 1.3.1(4) V' = V(I(V)) y por el teorema de las bases de Hilbert hay
fis-ey fn que generan I(V). Trivialmente V(I(V)) = V({f1,..., fu}). Por lo que tomando S =
{f1, ., fn} hemos terminado. O

Lema 1.3.7. SiV es una variedad entonces V.=V, U...UV,, para V; CV wvariedades irreducibles.

Demostracion. Si'V es irreducible hemos acabado. Entonces supongamos que V' es reducible enton-
ces por definicién hay W, Y C V variedades tales que V=W UY. Si W,Y son irreducibles hemos
acabado, si no repetimos el proceso hasta que terminemos. Afirmamos que dicho proceso termina
en un nuimero finito de pasos.

Si no fuera finito entonces tendriamos {X,, }nc. y una cadena infinita de la siguiente forma:

X2X02X12..
Ahora bien, por el lema 1.3.3 nos queda que:
I(X) € I(X0) CI(X1) € ..

Considere I = (J;., [(X;), claramente I es un ideal ya que tenemos un cadena. Al ser I ideal por el
Teorema de bases de Hilbert hay fi, ..., f; generadores de I. Dado que tenemos una cadena, hay un
minimo m tal que f1,..., fi € I(X,,) y dado que generan a I, tenemos que I(X,,) = I. Por lo tanto,
en particular I(X,,) = I(X,,4+1), lo cual contradice el hecho de que tengamos una cadena infinita
de contenciones propias.

Por lo tanto, nuestro proceso es finito y por ende para toda V hay V; C V variedades irreducibles
tales que V=V, U...UV,. O



1.3. GEOMETRIA ALGEBRAICA 17

1.3.2. Topologia de Zariski

En esta pequena secciéon supondremos que el lector estd familiarizado con los conceptos bésicos
de topologia como lo son el concepto de espacio topoldgico, base y topologia generada por una base.
En caso de no estarlo se sugiere consultar [25].

Definicién 1.3.6. La topologia de Zariski en F™ es la topologia generada por B,. Donde
Bz = {Uf}fEF[rl,...,:vn] y Uf = {a’ € Fn|f(d) 7é 0}

Lo primero que debemos demostrar es que B, es base y precisamente ello es nuestra primer
proposicién.

Proposicion 1.3.1. B, es base.

Demostracion. La primera parte de la definicién se cumple porque todo a € F™ es tal que a € Uy,
donde 1 es el polinomio constante 1. Para la segunda parte, sean a € Uy y a € Uy, note que
acUps CUrNUy. Por lo tanto, B, es base. O

El siguiente hecho nos permitird caracterizar a los conjuntos cerrados.

Proposicion 1.3.2. Sea Z C F™ entonces Z es cerrado sii Z es una variedad.

Demostracion. Z es cerrado sii Z¢ € 7 sii Z¢ = J,;.; Uy, ®. Por lo tanto Z = V({f;|i € I}), es
decir, Z es una variedad.

Sea Z una variedad, es decir, Z = V(I(Z)). Dado que x ¢ Z si hay un f € I(Z) tal que
f(z) # 0, definamos f, al testigo para cada una de las z ¢ Z. Note que Z¢ = |J,¢, Uy, , lo cual
implica que Z¢ es abierto y por ende Z es cerrado. O

Por lo que tenemos que los conjuntos cerrados en la topologia de Zariski son exactamente las
variedades. Con ello es facil demostrar el siguiente corolario.

Corolario 1.3.1. Dado Z C F™ tenemos que Z = V(I(Z)).

1.3.3. Dimensién

Como su nombre lo dice en esta seccién se estudiara el concepto de dimensién de una variedad
algebraica. La razén por la cual tiene su propia seccién es por su importancia y por el hecho de que
se utilizaran conceptos desarrollados en las dos secciones anteriores.®

Definicién 1.3.7. Dada una variedad irreducible V' definimos su dimensién como el largo méaximo
de una cadena descendente de variedades irreducibles contenidas en V.

Note que la definicién anterior tiene sentido por el lema 1.3.7. Ahora bien, para la siguiente
definicién sera necesario definir primero un concepto.

Definicién 1.3.8. Dados X C F' y K subcampo de F' definimos el grado de trascendencia de
X sobre K como:

5Se sigue trivialmente de la defincién de la topologia generada por una base.
6En esta seccién a diferencia de las secciones anteriores Ginicamente se enunciaran las proposiciones sin prueba,
ya que desarrollar la maquinaria para hacer las pruebas se encuentra fuera de los objetivos de este trabajo.
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trdg(X)=maz{l3Y CX y Y ={y1,...,y1} t.q Vp(x1,..,7) €

Kz, oo, 2 \{0}, p(y1, -y 1) # 0}

Notemos que dado X C F tenemos que tr.dg(X) = tr.dg (K (X)), donde K(X) es el minimo
campo que extiende a K y contiene a X.

Definicién 1.3.9. Dada una variedad irreducible V' C F™ definimos su dimensidn como tr.dg(F(V)),
donde F(V) es igual al campo de fracciones de F[V] = F[zy, ..., x,]/Ir (V).

Lema 1.3.8. Las definiciones 1.3.10 y 1.3.12 son equivalentes.

Demostracion. Consulte [27] para una demostracién.
O

Con ello en mente, estamos en condiciones de enunciar las dos proposiciones que utilizaremos
en nuestro trabajo.

Proposicién 1.3.3. Sean V,W C F™ variedades algebraicas tal que V.C W, W es irreducible y
dim(V) = dim(W) entonces V =W.

Demostracion. Consulte [27] para una demostracién. O
Proposicién 1.3.4. Sean a € F™ y K C F entonces dim(Vp(Ix(a))) = tr.dx(a).

Demostracion. Es claro que Ix(Vrp(Ix(a))) = Ix(a) pues @ € Vp(Ix(a)). Por lo que K(a) =
K(Vp(Ix(@))), por la definicién 1.3.12 concluimos que

dim(Vp(Ix(a))) = tr.dx(a).



Capitulo 2

Axiomatizacién de los Campos
Pseudo-exponenciales

Dada la cantidad de definiciones que deben ser introducidas para que sean entendibles nuestros
axiomas, lo que haremos serd ir dando definiciones, lemas para familiarizarnos con las definiciones
y posteriormente presentaremos el axioma (en negritas y con nimero romano), para por tltimo, en
caso de que podamos !, demostrar que C.,, lo satisface.

Antes de dar los axiomas es necesario fijar el lenguaje con el cual trabajaremos, lo denotare-
mos por L. Nuestro lenguaje consta de dos constantantes ¢y y c¢1, tres funciones binarias +, —, -,
una operacién 1—aria 1/m- para cada m € Z\{0}, una relacién binaria F y una relacién n—aria
V(x1,...,x,) para cada variedad algebraica definible e irreducible sobre Q. Es decir, L seré:

L= {CO7 cl} U {_’ +, } U {1/m'}mEZ\{O} U {E(xay)} U {Vi}iel

Con ello podremos escribir nuestro primer conjunto de axiomas que son los de campo algebrai-
camente cerrrado de caracteristica cero.

I Campo algbraicamente cerrrado de caracteristica cero.
Con la suma tenemos un grupo abeliano:

VaVyVz((x +y) + 2 =« + (y + 2)) (Asociatividad)
Va(z 4+ co = © = ¢p + ) (Neutro)

VaIy(xz +y = co =y + x) (Inversos)

VaVy(x +y = y + x) (Conmutatividad)

Con el producto (sin el cero) tenemos un grupo abeliano:
VavyVz((z - y) -z =2 - (y - z)) (Asociatividad)

Va(x - ¢; = z) (Neutro)
Vady(x # co — -y = 1) (Inversos)

1Por ello nos referimos a que no es un problema abierto.

19



20 CAPITULO 2. AXIOMATIZACION DE LOS CAMPOS PSEUDO-EXPONENCIALES

VaVy(z -y = y - ) (Conmutatividad)
Algebraicamente cerrado:

Para cada n € N\{0} definamos
b = VaoVr1.. Ve, 13y(y" + Tn_ 1y 4 o A 21y F 20 = co)

De caracteristica 0:

Para cada n € N\{0} definamos
Yn = Va((z # co) = nx # co)

Hasta ahora tinicamente hemos necesitado la légica de primer orden, desafortunadamente en el
siguiente axioma sera necesario utilizar la l6gica infinitaria. Para simplificar la lectura del documento
a partir de este momento y en lo que resta del trabajo convendremos escribir 0 por ¢g y 1 por c;.
Ademas si 2 es un campo algebraicamente cerrado, A* serd A\{0}, como usualmente se utiliza.

Como mencionamos en la introduccién, la idea es que C.,, sea modelo de nuestra axiomatiza-
cién, por ende querremos que E se comporte como la gréafica de la funcién exponencial.? Para ello
le pediremos que sea un homomorfismo de A a A* y que sea suprayectivo. Ademads pediremos que
el nucleo de E sea estandar, es decir, que Kerp = 7Z para algin 7 trascendente sobre Q.

IT Caracterizacion de E.

Funcién:

Vaedy(E(x,y) AVz(E(z,2) = 2z =y))

Suprayectivo en el grupo multiplicativo:

Vedy(x #0 — E(y,x))

Homomorfismo de A a A*:

VavyVaYuvVm((E(z, z) A E(y, w) A E(z +y,m)) = z.w =m)
Nucleo estandar:

Sea {V,,(7)}new® una enumeracién de las variedades irreducibles en Q.

oo o0

(N ~Va) AVa(E(,1) - (\/ z=iy) Vv (_\/ r = —iy)))

=1 i=1

2La razén por la cual es una relacién binaria en vez de una funcién es por cuestiones técnicas que se versn en el
ultimo capitulo.

3Es pertinente notar que al ser variedades irreducibles sobre Q en 1 variable, son conjuntos finitos de puntos
algebraicos.
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Note que este ultimo enunciado afirma que y es trascendente sobre los racionales, ya que dado
p(z) € Q[z] podemos considerar V(p) y por el lema 1.3.6:

V(p) =WV U...UV,,

donde cada una de las variedades V; es irreducible para i € {1,...,n}. Por lo tanto, las tenemos en
nuestro lenguaje y dado que y ¢ V; para toda i, y ¢ V(p). Por ende p(y) # 0 y como p(z) era un
polinomio arbitrario concluimos que y es trascendente.

Recordemos que por C,.;, entendemos la siguiente escructura

<C7 07 17 +7 *, €T, {‘/ic}i61>-
Lema 2.0.9. C.,, satisface los aziomas I y I1.

Demostracion. Que Cc,p F I se sigue de como se definen las operaciones en los complejos y el
teorema fundamental del dlgebra. En cuanto a la segunda parte recordemos que e(®t%) = ¢®(cosb+
isenb), de donde la suprayectividad y el ser homomorfismo se siguen trivialmente. Mientras que
notemos que Kerc,, = 2miZ. Por lo tanto, C.,), satisface los axiomas I y I1. O

A la clase de estructuras que satisfacen los axiomas I y I las denotaremos por Eq;.
Dado que se hard referencia continuamente al dominio e imagen de F, dada 2 € &g, definimos

Dy :={z € ATy € A, E(x,y)}

y para X C A definimos:
Ey(X)={ye€ ATz € X, E(x,y)}.

Observacion 1. Observe que en este caso Dy = A, pero en el siguiente capitulo trabajaremos con
estructuras que satisfagan parcialmente los primero dos axiomas y habrd casos en donde Dy C A.

2.1. Predimension y la propiedad de Schanuel

Lo que se realizard en esta seccién serd definir una predimensién 4, obtener algunos resultados
bésicos en torno a la misma para méas tarde presentar la propiedad de Schanuel. Antes de ello, es
preciso introducir un poco de notacién, por X Cy;, A denotaremos que X C Ay que X es un
conjunto finito.

Definicion 2.1.1. Dado X C A definimos la trascendencia de X como:

tr(X)=maz{l3Y CX yY ={y1, ..., u} t.q. Vp(21, ..., 1) € Q[a1,...,z\{0}, p(y1,..., 1) # 0}

Notemos que dados 2 € Eest v X Crin A tenemos que tr(X) = tr(Q(X))® y que tr(X) =
tT.dQ(X)G.

En lo que sigue para cualquier X C A denotemos por (X) el espacio vectorial generado por X
sobre Q y por lin(X) la dimensién de dicho espacio.

4La predimensién que definiremos es un caso particular de una predimensién en el sentido de Hrushovski [6].

5Para realizar la prueba de esto, es necesario desarrollar mucha teorfa entorno al grado de trascendencia, sugerimos
al lector consultar [30] para ello.

6Dicha notacién se introdujo en la definicién 1.3.8 del capitulo anterior.
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Definicién 2.1.2. Dados X Cyi, Dg y 2 € E.4¢ definimos la predimensién de X como:
0o (X) = tr(X U Ey (X)) — lin(X).
Dados X,Y Cyin Dy definimos:
o (X/Y) 1= 0 (X UY) — 0o (V).

En caso de que Z C Dy sea infinito y dado m € Z diremos que do(X/Z) > m sii para cualquier
Z' Ctin Z hay un Z" tal que Z' C Z" Cyip Z 'y 00(X/Z") > m y diremos que g (X/Z) = m sii
S (X/Z) > m y no es el caso que dg(X/Z) > m+ 1.

De forma andloga, dados X,Y Cy;, A tenemos que:

1. tr(X/)Y) =tr(XUY) —tr(Y).

2. lin(X)Y) :=lin(XUY) = lin(Y).

Antes de continuar es preciso demostrar una pequena proposicién.

Proposicién 2.1.1. Si X Cy;y, Do entonces se tiene que tr(X U E(X)) = tr((X) UE((X))) y que
lin(X) = lin({X)).

Demostracion. La primera igualdad se sigue del hecho de que
XUE(X) € (X) UE((X)) € QX U E(X))

y de que la trascendencia respeta contenciones.
La segunda igualdad de que (X) = ((X)). O

Nota. Si W C Dy es un Q—espacio vectorial de dimension finita y By C W es base de W, se tiene
que lin(W) = lin(By) y que tr(W U E(W)) = tr(By U E(By)); por lo que tiene sentido ampliar la
nocion de predimensién a Q—espacios vectoriales de dimensién finita.

Dados W C Dg un Q—espacio vectorial de dimensién finita y By C W cualquiera de sus bases
definimos g (W) := dg(By).

De dicha definicién y la proposicién 2.1.1 se sigue que dado X C y;, D se cumple que dg(X) =
dau ({X))-

A partir de ahora si no hay confusién escribiremos tinicamente § en vez de dg y D en vez de Dyy.
Antes de comenzar a trabajar con ¢ demostraremos dos proposiciones en torno a tr(X) y lin(X)
que nos seran sumamente ttiles.

Dado X un conjunto denotaremos por P“(X) al conjunto potencia finito de X, es decir, el
conjunto formado por los subconjuntos finitos de X. Y dado un conjunto Z y f : P¥(Z) — Z
diremos que f es no creciente si dados Y C Y’ Cyy,, Z entonces f(Y') < f(Y).

Proposicién 2.1.2. Dados X Cyiy A y Z C A entonces las funciones
lin(X/),tr(X/) : P*(Z2) = Z

son no crecientes.
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Demostracion. 1. Sea Y C Y’, por definicién lo que debemos probar es equivalente a demostrar
que
lin(Y" —lin(Y) > lin(X UY") = lin(X UY),

por ende demostremos esto tltimo.

Sea v1,...,v, base de (Y). Como Y C Y’ entonces (Y) C (Y’), por lo tanto extendamos
V1, ..., Uy a una base de (Y'), v1,...,Un, Uni1, e, Untr. Por lo tanto, lin(Y') — lin(Y) = r.
Andlogamente podemos extender vy, ..., v, a una base de (YUX), vy, ..., Un, wr, ..., w;. Notemos
QUE V1, eery Upyy U1y +eey Unpry W1 .oy Wy gemera (Y U X), de donde lin(Y' U X) < n+r+1. Por
lo tanto se sigue que:

lin(XUY') —Ilin(XUY)<n+r+l—(n+1) <r=1lnY") —lin(Y).

2. Sea Y C Y. Intuitivamente lo que sucede es que puede haber subconjuntos de X que sean
algebraicamente independientes en Q(Y") pero que al pasar a Q(Y”) se vuelvan algebrebraica-
mente dependientes. De ahi que:

tr(X/Y") <tr(X/Y).

La prueba formal es parecida a la del inciso anterior pero seria necesario introducir mucha
maquinaria respecto al grado de trascendencia, ésta puede ser consultada en [30].
O

Proposicién 2.1.3. Dados X,Y Cy; A tenemos que
lin((X) U (Y)) — lin((Y)) = lin({X)) — lin({X) N (Y)).
Mds ain, si X yY son tales que (X) N (Y) = {0} entonces
lin(XUY) = lin(Y) =lin(X) — lin(X NY).

Demostracion. La prueba de la modularidad se realiza de manera andloga a la primera parte de la
proposicién anterior.

La segunda afirmacién se sigue del hecho de que si X y Y son como los pide la hipétesis, se
tiene que (X NY) = {0} = (X)N(Y) y de que (X UY) = ((X) U(Y)). O

Nota. A la propiedad uno de la proposicién anterior se le conoce como modularidad, no lo demos-
traremos en este escrito pero ¢r(-) no es modular, ver [5] para una prueba.

Corolario 2.1.1. Dados X,Y Cyin D tales que (X) N(Y) = {0}, se tiene que:
(X UY)—-4d(Y) <6(X)—46(XNY).
Mds atin, si X,y Crin D, se tiene que:
S((X) U(Y)) = 6((Y)) < 0({X)) = 6((X) N (Y)).

Demostracion. Por definicién tenemos que:

SXUY)—8(Y)=tr(X UY UB(XUY)) —lin(X UY) — tr(Y UE(Y)) + lin(Y),
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reagrupando y dado que F(X)U E(Y) = E(X UY) llegamos a:
tr(XUYUEX)UEY))—tr(YUE(Y)) — (lin(XUY) — lin(Y)).
Por la proposicién 2.1.3 y definicién de tr(./.):
tr(XUYUEX)UEY))—tr(YUE(®Y)) — (lin(XUY) = lin(Y)) =
tr(XUE(X)/YUE(®Y)) — (lin(X) —lin(X NY)).
Debido a que X NY C Y por proposicién 2.1.2:
tr(XUE(X)/YUE(®Y))— (lin(X) = lin(XNY) <
tr(XUEX)/(YNX)UE(Y NX))— (lin(X) —lin(X NY)).
Por lo tanto, utilizando de nuevo la defincién de ¢r(./.) y agrupando, nos queda que:
tr(XUEX))—tr(XNY)UEXNY)) - (lin(X)-lin(XNY)) =

tr(X U B(X)) — lin(X) — (tr((X NY)UE(X NY)) - lin(X N Y))
§(X) = 8(XNY).

Por ende,
FJ(XUY)—46(Y) <6(X)-46(XNY).

La prueba de la segunda afirmacion es andloga a la de la primera, sélo que se utiliza la primera
parte de la proposicién 2.1.3. O

Corolario 2.1.2. Dados A € Ecst y B Cypin D tal que |B| = n entonces §(B) < n.

Demostracion. Procedamos por induccién sobre n.

Sea n = 1. Procedamos por contradiccién, es decir, supongamos que §({b1}) = 2, ésto sucede
si y solo si tr({b1,E(b1)}) = 2 y lin(by) = 0, lo cual es claramente una contradiccién pues que
lin(by) = 0 implica que by = 0.

Supongdmoslo para n y demostrémoslo para n + 1. Sean B = {b1,...,b,,bp+1} v B’ C B base
de (B). La prueba la haremos por casos:

1. Caso 1: Si |B’| < |B| entonces por hipédtesis de induccién 6(B’) < |B’| < n + 1. Pero debido
a que §(B’) = 6((B')) = §((B)) = §(B) concluimos que:

§(B) <n+1.

2. Caso 2: Si |B| = |B’| entonces B = B’ y como B es linealemente independiente, se satisface
que ({b1,...,0n}) N {{bpt1}) = {0}. De donde se tiene por el corolario 2.1.1 que:

5(B) < 5({b1’ ) bn}) + 5({bn+1})a
por lo que por la base y nuestra hipétesis de induccién concluimos que:
0({b1y ey bn}) + 6({bpt1}) <m+1,

es decir, §(B) <n+ 1.
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O

A continuacién demostraremos tres lemas mas en torno a la predimensién que nos serdn suma-
mente ttiles a lo largo de la tesis.

Lema 2.1.1. Sea A € Ecsr y sean X,Y Cyi D entonces
(X/)Y)=tr(XUE(X)/YUE(Y)) —lin(X/Y).

Demostracion. Sean X,Y tales que cumplen con las hipdtesis. Por las puras definiciones tenemos
que:

(X/Y)=46(XUY)—-6(Y)=
tr(XUYUEXUY))—-lin(XUY) - (tr(YUE®Y)) + lin(Y).
Reacomodando y por definicién de tr(-/-) y lin(-/-):
tr(XUY UE(X UY)) —lin(X UY) — tr(Y U B(Y)) + lin(Y) =
tr(XUEX)UYUE(Y))—tr(YUE(®Y)) — (lin(XUY) —lin(Y)) =
tr(X UE(X)/YUE(®Y)) —lin(X/Y).
O
Lema 2.1.2. Sean 2A,B € . tales que A C B. Sean b,¢ € DY, tales que (b)/A = (¢)/2A, donde

por ello nos referimos a las clases laterales del espacio vectorial cociente, entonces
3(b/Da) = 6(¢/Da).
Demostracion. Note que lo que queremos demostrar es equivalente a lo siguiente:
§(b/Dy) > m sii §(¢/Dy) > m.
Por ende, demostraremos esto ultimo. ~
Supongamos que 6(b/Dg) > m y sea Z' Cy;, A. Como (b) /2 = (¢) /2, se tiene que:
1 =30 1q1,;b; + a1

c2 = X7_1q2,5b; + a

Cm = E;’Lzlqwujbj + am,

Para algunos a; € A para todo i € {1,...,m}. Andlogamente hay a;- € A para toda ¢ € {1,...,n}
tales que para toda i: /
by = X145 55 + a;
Ahora bien, sea Z” = Z'U{ay, ..., am Y U{d), ...,a,, }. Como &(b/ Dy ) > m por definicién tenemos
que existe Z"” C Z" Cy;, A tal que 5(b/Z") > m.
Note que §(b/Z"") = 6(¢/Z"") ya que por construccién (bU Z") = (¢ U Z'"). Por lo tanto, por
definicién concluimos que:

d(¢/Dgy) > m.
Ansloga a la ida.
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Lema 2.1.3. Sea 2A € Ecoy y sean X, Y, Z Cyin D entonces:
1. SiXUZ =Y UZ entonces §(X/Z) = 6(Y/Z). También se sigue si (X UZ) = (Y UZ)
2. Si(X)=(Y) entonces 6(Z/X) =6(Z]Y).
3. 50X UY/Z)=0(X/YUZ)+6(Y/Z).

Demostracion. 1. Sean XY, Z tales que cumplen con las hipétesis. Por definicién:
0(X/Z)=0(XUZ)=-6(Z)=6(YUZ)—-4612)=46Y/2).

La segunda afirmacién se sigue del hecho de que para todo W Cys Dy se cumple que
lin(W) = lin((W)) y que tr(W U E(W)) = tr(W)U E(W)))

2. La prueba se sigue de la afirmacion inmediatamente anterior.

3. Sean X,Y, Z tales que cumplen con las hipdtesis.

(X UY/Z)=0(XUY UZ)—6(2)
=0(XUYUZ)-0YUZ)+6(YUZ)—6(Z)
=0(X/YUZ)+4(Y/Z).

O

Con todo ello en mente estamos preparados para dar nuestro tercer axioma. Al tercer axioma
lo llamaremos la propiedad de Schanuel, y afirma que si X Cy;, Dy entonces:

da(X) > 0.
IIT Propiedad de Schanuel.

Dados n € Ny {V, ¢} (pg)cwxw Una enumeraciéon de las variedades irreducibles en Q, donde la
p se refiere al nimero de pardmetros de V}, ; y la ¢ enumera las variedades de un pardmetro fijo,
definamos:

0, = V1.V, <</\,€1€Z o Nz (Ziakiy = 0= Ajer oy by = 0)) =
W13 ((Astrsretnm 5 7 90 A (Nsetrmy Veetm (5 =
R ) RV ATR))
La propiedad de Schanuel es entonces
O = {0} necw-

La propiedad escrita formalmente en L,,, ., parece muy complicada, pero simplemente nos dice
que si z1, ...., &, son linealmente independientes entonces hay al menos entre
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Xy eveey Ty B(21)y ey B(Xy),

n algebraicamente independientes. Ello es trivialmente equivalente a lo mencionado justo antes de
la formalizacion.

Notemos que si 2 = C,,, entonces lo que afirma el axioma II1 es que dados {1, ..., z, } entonces
tr (L1, .oy Ty, €TPLY, ..., €TPLy) — lin(xy, ..., 2,) > 0, en otras palabras,

oc(x1, ...y xpn) > 0.

En caso de que {1, ..., z, } sean Q-linealmente independientes, ésto es precisamente la conjetura de
Schanuel, es decir, la conjetura de Schanuel es equivalente a la no negatividad de la predimensién.

A la clase de estructuras que satisfacen los axiomas I, II y III las denotaremos por Eest sch-
No es claro que dicha clase sea no vacia pero en la seccién 3.1 demostraremos que no lo es. A
continuacion trabajaremos un poco dentro de dichas estructuras.

2.2. Subestructuras fuertes

Antes de definir lo que entendemos por subestructura fuerte es preciso demostrar el siguiente
lema.

Lema 2.2.1. Sea A € Eestscn- St X Cri D y Z C D infinito tal que 6(X/Z) es finita entonces
eziste un' Y Cyip Z tal que 0(X/Y) = 6(X/2).

Demostracion. Supongamos que 6(X/Z) = m. Por la definicién de dimensién relativa existe un
Zy Crin Z tal que para todo Z' C;y, Z que contenga a Zj se tiene que

§(X/Z') <m+1.

Tomemos un Z; que satisface ello.
De nuevo por la definicién de predimensién relativa, para el Zy tomado existe un Z; C¢;, Z que
contiene a Z; tal que

5(X/Z1) > m.

Tomemos un Y Cy;, Z que satisfaga la desigualdad anterior.
Ahora bien note que dado que Zy C Y C Z se tiene que 6(X/Y) < m + 1 y dado que por
construccién §(X/Y) > m, concluimos que

§(X)Y) =m = 8(X/Z).
O]

Definicién 2.2.1. Dados 2, B € & scn, decimos que A es subestructura fuerte de B, denotado
por 2 3 B, si tenemos que:

s 2 es L—subestructura de 8.
v 03(X/Dg) > 0 para todo X Cy;p, Dss.

Una observacion trivial que es pertinente hacer en este momento por el uso que le daremos es
la siguiente.
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Observacién 2. Si A X B y X Crin Dy entonces dg(X) = dos (X).

De hecho, esto se sigue de que 2 es L—subestructura de B pues tr(X) y lin(X) se encuentran
determinadas por polinomios con coeficientes en Q, los cuales al escribirse en nuestro lenguaje pasan
de una estructura a la otra.

Lo primero que nos gustaria de la relacién de ser subestructura fuerte es que fuera transitiva y
justo ello serd lo primero que demostraremos.

Lema 2.2.2. Sean U, B,C € Ecst scn tales que A ZB y B 2 C entonces A 3 €.

Demostracion. En la proposicién 1.2.3 demostramos que el ser subestructura es una relacién tran-
sitiva por lo que queda unicamente probar que se satisface la condicién dos de ser subestructura
fuerte.

Sea Z Cyipn De, si 6¢(Z/Dy) es infinita entonces d¢(Z/Dgy) > 0, por lo que suongamos que
d¢(Z/Dy) es finita. Por ende, por el lema 2.2.1 existe X C;,, Dy tal que de(Z/X) = de(Z/Dy).
Sea Y Cyip D tal que (X UY) = ((ZU X) N Dgy). Es importante notar que:

(XUY) < (Xu2z),

de donde conluimos que:
(XUYUZ)=(XU2Z).

De ahi que lin(X UY U Z) =lin(X U Z) y como lin(Y U X) = lin((X UZ)N Dg), usando el hecho
que lin es modular y que Dy C Dy se concluye que lin(Z/Y U X) = lin(Z/Dy).
De donde por lema 2.1.1 tenemos que:

de(Z/YUX)=tr(ZUE(Z))]YUXUEY UX))—-lin(Z/Y UX),

ya que lin(Z/Y U X) = lin(Z/Dwy) y que tr(Z/.) es no creciente tenemos que d¢(Z/X UY) >
0¢(Z/Ds). Ademds, 0¢(Z/Dss) > 0 por ser B 3 € .

Por otro lado, como B 3 € por la observacién 1. tenemos que d¢(Y/X) = 0 (Y/X) y debido a
que 2 3B tenemos 0y (Y/X) > 0.

Ahora bien, note que como (X U Z) = (X UY U Z) se tiene que d¢(Y U Z/X) = de(Z/X).
De ahi que por el lema 2.1.2(3) 6¢(Y U Z/X) = 0¢(Z/X UY) + §¢(Y/X). Dado que ya hemos
demostrado que ambos sumandos son mayores a cero nos queda que

6¢c(Z/Da) = 0e(Z/X) =6e(Y U Z/X) > 0.
Es decir, se cumple la propiedad dos de ser subestructura fuerte y por lo tanto 2 =< €. O

Proposicién 2.2.1. Sea (A;)ic, una cadena de subestructuras fuertes tal que para toda i € w se
tiene que A; € Eest sch entonces A = Uiew Ui € Eest,sch Y para todo i € w A; 3 A.

Demostracion. Definamos |J;c,, i de la forma usual (como se hizo en la proposicién 1.2.3). Es
claro que A € Ecst sch, que Do = (J;c,, Dar, ¥ que si B C A; se cumple que dy, (B) = o (B) pues
E*(a,b) sii E*i(a,b) para todo i tal que a,b € A;.

Por el lema 1.2.3 sabemos que para toda i € w, 2; es subestructura de 2 en L, por lo que
al igual que en la proposicién anterior s6lo queda probar que se satisface la condicién dos de ser
subestructura fuerte.

Sean X Cy¢ip Dg e ¢ € w. Como contamos con una cadena, X Cy;, A; para toda | > jp
para algin jy € w. Tomemos j > jo,?, por lo tanto como ser subestructura fuerte es una relacién
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transitiva, tenemos que 2; 3 2A; y como X Cy; A; por definicién de ser subestructura fuerte
concluimos que dg(; (X/Dy;) > 0.

Como dg(; (X) = da(X) tenemos que dg (X/Dy;) > 0. Por lo que, 2; 3 |J;¢,, i Debido a que
i € w fue tomada arbitrariamente hemos acabado. O

2.3. Dimensién y pregeometria

Ahora si, con todo ello, estamos preparados a definir nuestra nocién de dimensién y a partir de
ésta nuestra geometria combinatoria que sera tan importante al momento de demostrar que nuestra
clase es no numerable categorica.

Definicién 2.3.1. Dados 2 € Ecstscn ¥ X Crin D definimos la dimensién de X en 2 como:
O (X) =min{o(X")|X C X' Cpin D}.

Primero notemos que dado que contamos con la propiedad de Schanuel, {6(X")|X C X’ Cy,,, D}
estd acotado inferiormente por cero por lo que existe el minimo. En segundo lugar, note que si
X C X’ C D entonces 9(X) < 9(X')

Los siguientes dos lemas nos permitiran familiarizarnos con la dimension.
Lema 2.3.1. Sea A € Ecst,scn

1. 8i X C X' Cypin D son tales que §(X') = 0(X) entonces para todo Y Ty, D se tiene que
o(Y/X") > 0.

2. Dado X Cyin D existe un X' Cri D tal que §(X' U X) = 9(X). Mds aiun, existe X"
linealmente independiente tal que (XY N (X) = {0} y que cumpla lo deseado.

Demostracion. 1. Sean X, X’ como nos los piden las hipétesis y sea Y Cy;,, D. Por definicién
0Y/X")=0YUX')—0(X'), yaque X' y Y son finitos. Dado que X C X' UY Cy;,, D, al
ser (X)) el minimo, tenemos que 6(Y U X’) — §(X’) > 0. Por ende §(Y/X") > 0.

2. La existencia de X' se sigue trivialmente de la afirmacién hecha después de la definicién de
dimensién, X’ es un testigo del minimo. Para la segunda afirmacién, cosidere Xy := X'\{z €
X'|lx € (X)} y sea X” una base de (Xy). Note que lin(X U X”) = lin(X' U X) y que
tr(XUX"UEXUX")=tr(X’"UX UE(X UX")), por lo que X” cumple lo deseado.

O

Lema 2.3.2. Dados 2 € Ecst,sch, X Crin D y a,b € D entonces:
1. 9(X) <0(X U{a}) <9(X) + 1.
2. Si0({a,b} UX) =9(X) entonces 0({a} U X) = 9(X).

)
(
3. 8i0({a,b}UX)=0{atUX) yo(X) <9({b} UX) entonces 9({a,b} UX) =0({b} U X).
4. Si0({a} UX)=0(X)=0({b}UX) entonces 0({a,b} UX) = I(X).

(

5. 81 0({a}UX)=0(X) entonces ({b} UX) = 9({a,b} U X).
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Demostracion. 1. Ya sabemos que 9(X) < 9(X U{a}).

Para la otra desigualdad, sea X C X’ tal que §(X’) = 9(X). Dado que XU{a} C X'U{a} C D
entonces

§(X' U {a}) € {69(C")|X U{a} C C' Cpin DY,

de donde 9(X U{a}) < §(X’'U{a}), por lo tanto serd suficiente demostrar que §(X’ U{a}) —
0(X") < 1. Siae (X'), entonces el resultado es trivial, por lo que supongamos que a ¢ (X').

Como a ¢ (X'), por el corolario 2.1.1 se tiene que
6(X"U{a}) = 0(X") < 6({a}) = 6(X" N{a}).
Debido a que X' N {a} = 0 y que por el corolario 2.1.2 §({a}) < 1, concluimos que
S(X'U{a}) <6(X')+1

Por lo tanto, (X U {a}) < 9(X) + 1.
2. Trivial de 1.

3. De 1. se sigue trivialmente que 9({a,b} U X) > 9({b} U X). Para la otra desigualdad

0({a,b} U X) =0({a} U X) [Hipdtesis 1]
O{a} UX) <9(X)+1 [Por 1.]
(X)) +1<9(X uU{b}) [Hipétesis 2]

4. De 1. se sigue trivialmente que 9({a,b} U X) > 9(X). Para la otra desigualdad, suponga que
X es linealmente independiente y considere

{a}UX CB' Cpin Dy {b} UX CB" Cypi D
tales que
X U{a}) =6(B') y (X U{b}) =6(B").

Sea B := (B"YN{B"). Note que 6(B'UB") = §(B’/B")+4(B") y afirmamos que §(B’'/B") < 0.
Por el corolario 2.1.1

5(B'UB”)—-6(B") < 4§(B') —4(B)
y por definicién §(B’/B) = §(B'UB) —§(B) = §(B’) —
hipétesis después se tiene que:

4(B). Por construccién primero y por

§(B') — §(B) = d({a} UX) — §(B) = d(X) — §(B).
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Sea By Cyin B tal que By es base de B y X C By, ya que X es linealmente independiente
dicha By existe. Mds atn, 6(B) = §(By). Como X C By C i, Do entonces 6(B) > 9(X). De
donde §(B’/B") <0y por ende §(B"U B") < §(B").

Ahora bien {a,b} UX C B'UB" Cy;, D, asi que
A(X U{a,b}) <46(B"UB") <§(B"),

lo dltimo por el argumento anterior. Ademads 6(B”) = 9({b}UX) = 9(X), la primera igualdad
por como tomamos B” y la segunda por hipétesis.

Por lo tanto d({a, b} U X) < 9(X), con lo que queda probada la igualdad.

5. Andlogo a 4..
O

El siguiente lema nos premitird ver la relaciéon que hay entre la dimensién y ser subestructura
fuerte.

Lema 2.3.3. Si A, B € Ecst son, A S B y X Cpin Do, entonces Oy (X) = 0p(X).

Demostracion. Dado que 2 es subestructura de % en L y E(z,y) le asocia a cada x un tnico

y, tenemos que para todo Z Cy;y, D, 69(Z) = 03 (Z). Ademas Dy C Doy por lo cual es claro que:
{02(X")|X € X' Crin Do} C {00(X")|X C X' Crin D}

De donde 0g (X) < 0y (X).
Sea Y C i, Do tal que 0 (X) = 03 (X UY), el cual existe por lema 2.3.1 y donde X NY = 0.
Considere a (X UY) N Dy) y sea X C Xy Cyyy Dy tal que

(X UY) N D) = (X1).

Note que este existe al ser X UY finito.
Como X C X; es claro que:
(XUY) C(XjuY)

y como (X71) C (X UY), concluimos que:
(XUY)=(X;uUY).
De ahi que lin(X UY) = lin(X; UY) por lo que:
lin(Y/X1) =lin(YUXy) —lin(X;) =lin(XUY) = lin(Xy).
Dado que lin(X1) = lin((X UY) N Dy) y por modularidad de lin llegamos a que:

lin(XUY) —lin(X1) =lin(XUY) = lin((X UY) N Dy)
= lin(X UY) +lin(X UY U Dy) — lin(X UY) — lin(Dy)
= lin(X UY U Dy) — lin(Dy).

Como X C Dy se tiene que lin(X UY U Dy) = lin(Y U Dg). Por ende concluimos por definicién
de lin(./.) que:
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lin(Y/X1) = lin(Y/Dy),

debido a que tr(Y/.) es no creciente tenemos que tr(Y UE(Y)/Dy U E(Dy)) < tr(Y UE(Y)/X1 U
E(X}4)). Por lo que por el lema 2.1.1 nos queda que:

O (Y/X1) > 00 (Y/Dy)

pero como 2 3 B por la condicién 2. llegamos a que dg(Y/Dg) > 0.

Por otro lado, como tenemos que (X; UY) = (X UY) se tiene que dn(X UY) = d(X; UY).
Y despejando de la definicién de d(Y/X;) y dado que hemos demostrado que d5(Y/X1) > 0
llegamos a que:

5%(}/ U Xl) = 5%(Y/X1) + 5%()(1) > 5%(X1).

Por lo que por la observacion 1. dg(X1) = d9(X1) y como 9 por definicién es el minimo g (X;) >
891(X) Por ende 8Q[(X) < 8%(X) O

Para que tenga sentido la construccién de la predimensién y de la dimensién debemos definir
una geometria combinatoria, que sera lo siguiente que realizaremos.

Definicién 2.3.2. Dada 2 € .5 scp, definimos el operador Ecly : P (A) — P (A) de la siguiente
manera:

1. Si X Cy4, A entonces Ecly(X) = {b e A|0(X U{b}) = I(X)}.
2. Si X C A es infinito entonces Fely(X) = UYgme Ecly(Y)."

Intuitivamente dados X C Dy b€ D, b € Ecl(X) si b no aumenta la complejidad exponencial-
algebraica de E(X) U X. Dicho concepto se profundiza en la seccién 5.1.

Un hecho fino y sumamente importante para poder escribir la axiomatizacién de los campos
pseudo-exponenciales en Ly, ,(Q) vy para probar que la clase de campos pseudo-exponenciales es
cuasiminimal excelente, es que la relaciéon cerradura sea definible en nuestro lenguaje. Recordemos
qué entendemos porque una relacién sea definible en L, ..

Definicién 2.3.3. Dado 2 un modelo y una relaciéon n—aria R sobre A, decimos que R es definible
en L, . si existe una férmula ¢r en L, ., con n variables libres tal que

(a1,...,a,) € R* < AFE ¢glay, ..., an)

Dado que la cerradura para conjuntos infinitos estd definida en base a la cerradura para conjuntos
finitos sélo es necesario ver como se define en estos. Para ello daremos una férmula distinta para
cada n € w, la cual denotaremos por ¢,

Especificamente, dados X = {z1, ..., 2, } ¥ ¥ € A buscamos una férmula ¢, con n+ 1 variables
libres tal que:

y € Ecl(X) + AFE ¢%,ly, x1, ..., 0]

El primer paso consistird en estudiar la expresabilidad de la predimensién en nuestro lenguaje.

"El operador define una pregeometria en 2 (ver capitulo 4 para la definicién y el capitulo 5 para la prueba que
(2, Ecl) es una pregeometria).
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Proposicién 2.3.1. Sea € Ecst scp. Para todo n,m € w existe una formula (b’g?n(ﬂ) con n variables
libres tal que para todo B Cgi, A con B = {by,...,b,} se satisface que :

§(B) =m sii A F @5, [b1, ..., b ].

Demostracion. Supongamos que B = {b1,...,b,} y §(B) = m. Lo que haremos serd dar una férmula
que afirme que tr(B U E(B)) = k y otra que nos afirme que lin(B) = k y al final combinaremos
ambas para obtener lo deseado.

Note que tr(B U E(B)) = k si y solo si existen k elementos algebraicamente independientes en
B U E(B) y que cualesquiera r > k elementos son necesariamente algebraicamente dependientes.
Escribamos ello en L, .

Pt (Z) 1= Iy1.. 3y ((/\i;éjyi # i) A (N VI W= 2) V B(2,50)) A (N =Viet (01,0 01)) A
(/\?:k+1 (le...Vwi((/\i#wi 75 ’LUj)/\(/\le vglzl((wi = Zj)VE(Zj’wi) - \/ZEw Vivl(wh Tt wl)))))

Por otro lado, lin(B) = k si y sélo si existen k elementos linealmente independientes y no més. La
féormula es andloga y es posible escribirla porque podemos cuantificar sobre Z, dado que (\/,, .y v =
n(1)) V (V,env = n(—1)) se encuentra en nuestro lenguaje. A dicha férmula la denotaremos por

Flin,n (2)-
Ahora bien, note que §(B) = m si y sélo si tr(B U E(B)) = lin(B) + m por lo que escribiremos
todas las formas posibles de obtener ello utilizando qufnn y qbfinm. Procedamos a escribirlo en Ly, .

O n(2) = Vs (@0 (2) & G137, (2))-
Por construccién es claro que cumple lo deseado, es decir,
§(B) = msii A F ¢, by, ..., by].
O

Lema 2.3.4. Dados A € Ecstscn Yy B,C Cyin D tales que B = {b1,...,b,} vy C = {c1,...,cm}
entonces existe una formula ¢5°2" con n+ m variables libres tal que:

0(B) <46(C) suuAE gZ)g”g[bl, iy by €1y ey O]
Demostracion. La idea es usar ¢, del lema anterior e ir forzando a §(C) a ser mayor a 6(B) y

en caso de que ello no sea posible, que se da cuando n > m, lo que hacemos es forzar a §(B) a no
tomar esos valores. La férmula en L, ., es la siguiente.

qbgi’g(xL ey Ty YLy weey Ym) = (qﬁgm(wl, R VAV ((bf;n(wh oy XTy) =
(\/;.n:i g,m(yl’ ceny yn))) A (/\ZL:m+1 _‘((153,”(3317 sy xN)))> .
Afirmamos que

3(B) < O(C) sii A E Gy [br, ooy by 1,y ooy ).
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Supongamos que 6(B) < 6(C). Como §(C) < m, tenemos que:

n

A N (85, (b1, b))

i=m+1

Por lo tanto, §(B) = r para algtin r < m. El primer caso es que 7 = 0 y en dicho caso 2 satisface
la disyuncion.
Si r # 0. Supongamos que k = §(C) > r, de ahi que:

AF (bg,n(bl, "'7bn) N ¢§7m(cla sy Cn)a

lo cual implica que:
m
AF ¢g,n(b1a (X2} bn) — \/ ¢f§7m(61, veny Cn)-
Por ende, tenemos que:
AE gz)gv;n[bl, iy by €1y ey O]

Primero note que por la segunda parte de la férmula tenemos que §(B) < m y dado a que
tenemos la propiedad de Schanuel podemos concluir que §(B) = p para p € {0,...,m}. En dichos
casos obligamos a §(C) a ser mayor. En el caso del cero no la obligamos, pero es claro que se cumple
ya que contamos con la propiedad de Schanuel.

Por lo tanto, §(B) < §(C). O

En segundo lugar es necesario recordar tres hechos triviales:

v y € Ec(X) sii 0(X) = 0(X U{y}) sii min{d(X')|X C X' Cpip D} = min{d(X")| X U{y} C
X" Cgin D}.

» {0(X)X U{y} € X" Cpin D} C{0(X")|X C X' Cpin D}
» Si N C M entonces Vm € M In € N(n < m) sii min<(M) = min<(N).
Proposicién 2.3.2. La cerradura Ecly es definible en L, .

Demostracion. Por todas las reducciones hechas antes de la proposicién, ello se reduce a encontrar
una férmula % ; para toda n € w. Definamos:

O (Y T1y oy Ty) 1= /\?io Vz1..Vz (3”1“'3”(/\%{1,,..,1} E(zi7vi)) —
(\/?‘;0 Jw;...w; (31’/1-~-3U;‘(/\ie{1,.__,j} E(wi,vg))) A (5({501, ooy Ly 21y ey 21})

0({x1, ey Ty y, w1, ,wj}))))

Note que por el lema 2.3.5, la tltima parte se puede escribir en L, ..

La razén por la cual ello define el hecho que y € Ecl(X) es por los tres hechos triviales men-
cionados anteriormente. Primero observe que y € Ecl(X) sii 0({y} U X) = 9(X) sii por el hecho 1
min{d(X")|X C X' Cpip D} = min{d(X")| X U{y} C X" Cyn D}
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Ahora bien, lo que nos dice la férmula es que dado Z Cy;, D existe un W Cyy D tal que
(X UZ) > 66X UZU({y}). En otras palabras dado m € {§(X')|X C X' Cy;, D} existe n €
{6(X"M|X U{y} C X" Cyin D} tal que n < m.

Por lo tanto, debido a que {6(X")| X U{y} C X" Cp, D} C {6(X")|X C X' Cyi D} y por
el hecho 3 se sigue que min{d(X')|X C X' Cysyp D} = min{d(X")|X U{y} € X" Cy; D} o
equivalentemente que d({y} U X) = 9(X).

O

Ahora que hemos visto que la cerradura es definible podemos pasar a nuestro cuarto axioma
que es en el cual utilizaremos el cuantificador @, el cual afirma que si ¢ es Qza(x), donde «a(z) es
una férmula, entonces

AE@ si | {ae€ AIAE ala]} |> Ny,

es decir, 2 satisface Qza(z), si el conjunto de elemntos de A que satisfacen a(x) no es numerable.
Al cuarto axioma lo llamaremos cerradura numerable y afirma que dados A € Eegt sen ¥ X Cin
A, se tiene que |Ecl(X)| < No.

IV Cerradura numerable (CN).

/\new V‘rl"’v‘rn_'Qy(bTEL‘cl (y7 xlv S xn)

Note que el enunciado anterior nos dice precisamente que la cerradura de todo conjunto finito
es numerable

Un hecho que nos gustarfa destacar respecto a la cerradura numerable es que en [31] Zilber
demuestra que los complejos satisfacen dicho axioma.

A las estructuras que satisfacen los axiomas I, 11,111 y IV las denotaremos por £Cf .., Cabe
mencionar que veremos en la seccién 5.2 que dicha clase de estructuras es no vacia.

2.4. Cerradura exponencial-algebraica fuerte

En esta seccion se introducird el dltimo de los axiomas, el cual llamaremos cerradura exponencial-
algebraica fuerte, para ello serd necesario dar un gran ntimero de definiciones e introducir cierta
notacion. A diferencia de otras secciones, las nociones introducidas en esta seccién no seran traba-
jadas a profundidad hasta el siguiente capitulo dado que requieren de un cierto conocimiento de
algebra que no hemos tocado hasta este momento y més bien el trabajo estard enfocado en escribir
el axioma en L, ., que es mucho més laborioso que en casos pasados.

2.4.1. Axioma

Primero introduciremos tres definiciones de geometria algebraica en las cuales 2 serd un campo
algebraicamente cerrado de caracteristica cero.

Definicién 2.4.1. Sean V' C A" x (A*)" una variedad algebraica y € subcampo de 2, diremos
que V es definible sobre €, si existe un subconjunto de polinomios con coeficientes en C' tal que
determina a V.

En el lenguaje de los preliminares, seccién 1.3.1, ello serfa lo mismo a decir que Vo (Ig(V)) =

Vo (I (V).
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Definicién 2.4.2. Sean V' C A" x (A*)" una variedad algebraica, € subcampo de 2y B D 2
una extension algebraicamente cerrada como campo de 2 (posiblemente con B = ). Decimos que
(@,b) € B™ x (B*)™ es genérico en V sobre € si I¢(a,b) = Ig (V).

Observacién 3. = Si (a,b) es genérico en V sobre 2 entonces (a,b) no pertenece a ninguna
subvariedad propia de V.

» Si (a,b) es genérico en' V sobre € y € =2 entonces (a,b) € Vg (Ig(V)).

» Si(a,b) es genérico enV sobre € y & C A, no es necesariamente cierta la afirmacién anterior.
Lo que si necesariamente sucede es que (a,b) € Vg (Ie(V)).

» 5 € =2y V noes un punto, note que si (a,b) es genérico en V sobre A entonces (a,b)
necesariamente estard en un supracampo de A, al ser A algebraicamente cerrado.

A continuacién daremos algunos ejemplos para que se familiarice el lector con la definicién.

Ejemplos. 1. SeanA=B=¢=CyV ={(0,1)} =V({x =0,y =1}) C C x C*. Es claro que
(0,1) es genérico en V sobre C.

2. M4s atin, simpre que V = {a} se tiene que a es genérico sobre cualquier subcampo € de 2.

3. SeanA=B=C,¢=QyV ={(m2m)} =V{z =my=2r}) CC x C*. Note que (e, 2e)
es genérico en V sobre Q pues al ser 7 y e trascendentales Ig((e, 2e)) = Ig(V).

4. Sean A =€ = C e I C Clz,y| un ideal primo tal que V(I) N {(a,0)ja € C} = ) y sea B la
cerradura del campo de fracciones de C/I, afirmamos que (x+ I,y +1I) es genérico en V' sobre
C. La prueba de ello en el caso general estd dada en la proposicién 3.2.1.

El segundo y tercer ejemplo muestran dos aspectos elementales de la definicién. El segundo, que
un punto a es genérico sobre V en el campo € si no podemos diferenciarlos desde €. El tercero, que
a es genérico si es solucién de las ecuaciones que definen a V en €.

Definicién 2.4.3. Sean € C 2 C 9B, definimos el locus (a,b) € B™ x (B*)" en 2 sobre € co-
mo la variedad mas pequefia contenida en 2 cuyo ideal contiene a I¢((@,b)), lo denotaremos por
Locy ¢ (@, b).

Para simplificar la notacién, en caso de que € = 2 lo denotaremos por Locg(a, b).

Con ello en mente pasemos a la primera de las definiciones importantes de esta secciéon y para
que tenga sentido sea A € Eqqt.

Definicién 2.4.4. Sean V' C A" x (A*)" una variedad algebraica irreducible, B una extensién
algebraicamente cerrada como campo de 2 (posiblemente con B = ) y (a,b) € B™ x (B*)"
cualquier n—ada genérica en V sobre 2. Diremos que V es libre:

1. (libre de depedencia aditiva) Si las a; no satisfacen ninguna ecuacién de la forma Zézlmiai =a
con algin m; € Z\{0} y a € Dy.

2. (libre de dependencia multiplicativa) Si los b; no satisfacen ninguna ecuacién de la forma
L6 = b con algin n; € Z\{0} y b € Ey(Dy).
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Observacién 4. » Ninguna variedad puede ser libre por vacuidad, dado que siempre es posible
encontrar una extension B de A donde viva un punto (a,b) genérico en V sobre 2. Dicho
hecho serd demostrado en el siguiente capitulo pero es importante tenerlo en mente.

Antes de dar algunos ejemplos es pertinente demostrar un par de proposiciones que nos permi-
tiran determinar més facilmente si una variedad es o no es libre.

Proposicién 2.4.1. Dadas A € &, ., y V C A" x (A*)" variedad irreducible. V' es libre de
dependencia aditiva sii para toda m € Z™\{0} y a € D se satisface que X m;x; —a ¢ Iy (V) C
Alz, g).
Demostracion. Sea V libre de dependencia aditiva y (a,b) genérico en V sobre 2 entonces
dados a € Dg, m € Z™"\{0} y p(z) = 7 m;z; — a; al ser V libre de dependencia aditiva se
satisface que p(a) # 0. Como Iy (V) = Iy (@, b), se tiene que X7 m;x; — a ¢ Iy (V).

Procedamos por contradiccién. Sea (@,b) genérico en V sobre 21 y supongamos que hay
m € Z"\{0} y a € Dy tal que X' ;m;a; = a; entonces p(z) = X ;m;z; — a € Iy((a,b)). Como por
hipétesis tenemos que:

Lo ((@, b)) = I (V),

entonces p(Z) € Iy(V), lo cual contradice el hecho de que para toda m € Z\{0} y a € D se satisface
que X ym;x; —a ¢ Iy (V).

Por lo tanto, no existe tal combinacién, es decir, V es libre de dependencia aditiva.

O

Proposicién 2.4.2. Dadas A € &, (., y V. C A" x (A")" wvariedad irreducible. V' es libre de
dependencia multiplicativa sii para toda m € Z"\{0} y b € A* 11, S oy =0l oy; ™ ¢ I (V) C
Alz, ). ) )

Demostracion. La prueba es andloga a la de la proposicién 2.4.1. O

Ahora bien, de manera analoga a como se hizo con la definicién pasada, daremos algunos ejemplos
para familiarizarnos con la definicién.

Ejemplos. 1. Sean A = Cy V = CxC*. Observe que Iy (V) = {0}. Por lo que es claro que para
todo m € Z\{0} y z € C se tiene que mz — z ¢ Iy (V'), por lo que V es libre de dependencia
aditiva.

Ademads si m € N\{0} y z € C se tiene que y™ — z ¢ Iy(V) y si —m € N\{0} se tiene que
zy~™ ¢ Iy (V), por lo que V es libre de dependencia multiplicativa.

Por lo tanto, V es libre.

2. Més ain, si A € Esr y V = A™ x (A*)™ entonces V es libre. La prueba de ello es andlogo a
lo hecho anteriormente, ya que Iy (V) = {0}.

3. Sean A=Cy V =V¢(x—1) CC x C*, es decir, V = {1} x C*.
Supongamos en vistas de obtener una contradiccién que existe un m € N\{0} y z € C* tal
que y" — z € Ig(V). Como V = {1} x C* ello implicarfa que ((1 + 2)/™)™ — 2z = 0 pero
(14 2)Y/™)™ — 2 = 1, lo cual es una contradiccién. Trivialmente dados m € N\{0} y z € C*
se tiene que zy™ ¢ Ic(V).
Por lo tanto, V es libre de dependencia multiplicativa pero debido a que x — 1 € Iy (V'), no es
libre de dependencia aditiva.
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4. Sean A = C y V = V¢(y® — 1) € C x C*. Por un razonamiento analogo al anterior se tiene
que V es libre de dependencia aditiva, pero debido a que y> — 1 € Iy (V); V no es libre de
dependencia multiplicativa.

Observe que los ultimos dos ejemplos nos dan variedades que no son libres. A continuacién
daremos un ejemplo mas elaborado de una variedad que no es libre de dependencia aditiva y un
ejemplo de una variedad que no es libre ni de dependencia aditiva ni de dependencia multiplicativa.

Ejemplos. 1. SeanA=CyV = V¢({z1—3/222}) C C2x(C*)?%. Observe que 2213z € Iy(C),
por lo tanto V' no es libre de dependencia aditiva; por lo que V' no es libre.

2. Sean A =CyV =Vc(do —m, y?> —e) CC x C*. Como 4x — 7,42 — e € Iy (V) se tiene que V
no es libre de dependencia aditiva y no es libre de dependencia multiplicativa; claramente V'
tampoco es libre.

De manera anéloga se tiene la definicién relativa a un subcampo de 2.

Definicién 2.4.5. Dado € subcampo de 2 tal que F¢ = Ey [ x paratodo X C CEByV C A" x(A*)"
variedad algebraica irreducible tal que (@,b) (posiblemente en una extension de 2() es genérico en
V sobre €. Diremos que V es libre respecto a ¢:

1. (libre de depedencia aditiva) Si las a; no satisfacen ninguna ecuacién de la forma 3!_;m;a; = a
con algiun m; € Z\{0} y a € De.

2. (libre de dependencia multiplicativa) Si los b; no satisfacen ninguna ecuacién de la forma
b = b con algin n; € Z\{0} y b € E¢(De¢).

Antes de relativizar la definicién a subconjuntos es pertinete dar una ltima definicién.

Definicion 2.4.6. Dados 2l € £ ;v X C A definimos < X > como el campo exponencial tal
que:

" Dexsy =(X) ¥y Ecxso = B [Doyoy -
» Cuyo campo subyacente es Q(Dcxsy UEcxsy (Dexsy)).

Dados X C Ay V C A™ x (A*)™ variedad algebraica irreducible diremos que V es libre respecto
a X si es libre respecto a < X >q.

Es momento de introducir un poco de notacién, en vistas a la introduccién de una nueva defi-
nicién. Dados (@,b) € A" x (A*)" y m € Z definamos:

v (a1, ..., ap) ® (M, ..., my) == X2 mya,
L] (bl7 T b”) * (m1, veny mn) = H?:lb;m
Ahora bien, dada M € Mat, x,(Z) de la siguiente manera:

mia e Map

Mmp1 ... Mnpn

)

80bserve que E¢ : C — C por lo que imEgy [xC C.
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Definamos [M](a, b) como sigue:

a1 EL.("nlal’"'a’rnl,n)

m . m ~
1,1 1,n ] an | _|ae (M 1y ooy M)
M1 e M by bx (my,...,mip)

i

bn E*(mn)l,...,mn)n)

Es decir, [M] actia como una funcién lineal en el grupo aditivo de 2 y como una funcién multipli-
cativa en el grupo multiplicativo 2. Lo primero que hay que notar es que si V' es variedad algebraica
entonces V es un conjunto constructible? tal que:

dim([M]V) = dim(IM]V').

Lo que quiere decir es que [M]V dista de ser una variedad por un conjunto de dimensén menor.
Debido a ello, vamos a suponer en lo que sigue que en realidad [M]V es una variedad, ya que lo
que nos interesard en este texto serd la dimensién de [M]V y no precisamente el conjunto.

Recordemos que el rango de una matriz M € Mat,x,(Z) es el mdximo niimero de columnas
(renglones) linealmente independientes sobre Q y nosotros lo denotaremos por rg(M). Usaremos la
notacién usual Ma para referirnos al producto de un vector por una matriz.

Con dichas nociones estamos listos para dar la segunda definicién importante de esta seccién.

Definicién 2.4.7. Sea V C A™ x (A*)"™ una variedad, diremos que V es rotunda si para toda
M € Mat,xn(Z) se satisface que:

dim(IM]V) = rg(M).
Como ha ocurrido en casos pasados es momento de dar algunos ejemplos.
Ejemplos. 1. SeanA=Cy V =C x C*. Si M = (0) entonces [M]V = (0,1) y por ende:
dim([M]V)=0>0=rg(M)

Si M # (0) entonces [M]V = V pues al ser C algebraicamente cerrado contiene la raiz
n—ésima de todos sus elementos. Por ende:

dim(Cx C*)=2>1=rg(M).
Por lo tanto, C x C* es rotunda.
2. Més atn, dado 21 € & se tiene que V = A™ x (A*)" es rotunda.

3. Sean A =CyV =Ve(@?+ (y—2)2—1) C C x C*. Note que V es precisamente el circulo
con radio 1 y centro en (0,2). Si M = (0) entonces es claro que dim(M) =0 = rg(M).
Ahora bien, si M # (0) entonces el resultado de [M]V es una especie de elipse, donde la parte
de abajo es mds ancha que la de arriba, por lo que la dim([M]V) = 1. Dado que rg(M) =1,
se tiene que:

dim([MV)=1>1=rg(M).

Por lo tanto, V' es rotunda.

9El argumento se sigue de que hay eliminacién de cuantificadores en los campos algebraicamente cerrados.
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De nuevo para justificar la definiciéon daremos un ejemplo de una variedad que no es rotunda.

Ejemplos. 1. Sean2A=CyV =V¢e(z—1,y—1). Considere M = (3) € Mat1x1(Z), claramente
[M]V = (3,1), dim([M]V) =0y rg(M) = 1. Por lo que:

rg(M)=1>0=dim([M]V).
Por lo tanto, V' no es rotunda.
2. SeaA=CyV =V¢(3z1 + 22,51 — 1,y2 — 1). Note que:

V = Nul(M) x (1,1),
w=(21)

[( - )]V:{(0,0,l,l)}.

donde M es la siguiente matriz:

Ahora bien, el rg(M) =1y

Por lo que:
rg(M)=1> 0= dim([M]V).

Por lo tanto, V' no es rotunda.

Con ello estamos listos para enunciar el axioma V' en espanol.
V Cerradura exponencial-algebraica fuerte.

Sea V C A™ x (A*)™ una variedad definida sobre 2 tal que V es irreducible, libre, rotunda y
dim(V') = n entonces dado B Cy;, A existe (¢, Ey(c)) € A™ x (A*)™ que es genérico en V sobre
< B >gq.

Ahora bien, como puede ver el lector, la afirmacién es bastante compleja, pero lo que queremos con
ella es agregar soluciones a sistemas de polinomios. El hecho de que le pidamos a las variedades que
sean irreducibles, libres y rotundas es para que no agreguemos soluciones de mas, que hagan falsa
la conjetura de Schanuel.

Por otro lado, esa complejidad implica que la escritura del axioma en L, ., serd compleja por
lo que la haremos en una seccién aparte.

2.4.2. Escritura formal en L,

Lo primero que haremos en esta seccién es demostrar que tanto la propiedad de ser irreducible
como la propiedad de tener dimensién n para variedades irreducibles son definibles en los campos
algebraicamente cerrados de caracteristica cero.

Recuerde que una variedad V' C A™ es reducible sii existen W y Y tales que V=W UY y
Y, W C V. Lo cual a su vez es equivalente a que existan p1, ..., pn, q1, .-, ¢m € A[Z] tales que la unién
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de ceros de p1, ..., Pn, q1, ---, Gm s€an V' y que los ceros de p1,...,pn V q1, .-+, ¢m NO se contengan. Una
variedad es irreducible sii no es reducible.

Por lo tanto, lo que se hara, sera demostrar que ser reducible es definible para toda n y con ello
concluiremos que ser irreducible también lo es. Por razones de exposicién, primero demostremos
que ser reducible es definible para n = 1 y posteriormente realizaremos el caso general.

Lema 2.4.1. Ser reducible es fuertemente definible para n = 1 en los campos algebraicamente
cerrados.

Demostracién. Sean L' = LU{U}, donde U es una relacién 1—aria, y 2 un campo algebraicamente
cerrado. Lo que haremos serd definir una férmula ¢; que cumpla con la equivalencia dada de la
definicién de reducibilidad.

Antes de ello, para simplificar la escritura, defanimos la férmula Q) (w) para toda k € w
de la siguiente manera:

(ztw™ +. . +a25=0 A
...... N
xf:kws’“ + ...+ a2k =0)

Donde los z§, _; son los coeficientes y w es la incognita elevada a las distintas potencias.

Ahora si con ello en mente, definamos a ¢, de la siguiente manera:

o0 oo
Vn:z ( Vigr=n; l,r>1 (szz ( \/Eﬁzlkﬂrﬂ;{;lpi:m; ki,p; >0 Vi

(Elx,lcl...Elzé...zlzfcl...Exéﬂyél...Elyé...ﬂy{h...Elyg((Vw(amkl7.“7%[ (w) = U(w)) A (V2(ay,, ...y, (2) =
U AU = (g, oy, (1) V Qo (D) A By, oy, (9) A 2y, (9))) A

(Fh(=ay,, ... (h) A Oy, (h)))))))>

La férmula parece muy complicada pero lo que se hizo fue “cuantificar”sobre todas las posibles
biparticiones finitas de polinomios (ello se hace con las dos primeras disjunciones) y luego “cuan-
tificar” sobre todos los posibles grados de los polinomios en dichas biparticiones (ello se hace con
las dos ultimas disjunciones). Después de ello, cuantificamos sobre los coeficientes y las férmulas
subsecuentes nos dicen lo siguiente:

» La primera y segunda nos dicen que las soluciones de nuestros polinomios se encuentran
contenidos en el conjunto original.

= La tercera que nuestro conjunto original se encuentra contenido en los ceros de ambos ele-
mentos de la particién.

» La cuarta y quinta férmula que los ceros de unos no contienen los ceros de los otros.
Por ende, dado V' C A tenemos que si:

Ay F o1,
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Entonces hay pi,...,pi,q1, ..., ¢ € Alz] tales que la unién de ceros de ambos es V' (primeras tres
férmulas) y que los ceros no se contienen los unos a los otros (tltimas dos férmulas). Por lo tanto,
V' es reducible.

Andlogamente si V' es reducible se tiene que:

Ay E 1.

Es decir, ser reducible es fuertmente definible para n = 1 en los campos algebraicamente cerra-
dos.
O

La escritura en el caso de polinomios en n variables es un poco més complicada que en el caso
anterior aunque sigue la misma estructura. Antes de pasar a la prueba, es pertinente introducir un
poco de notacién para hacer la escritura en el caso general lo mas limpia posible.

Dada p; = (mi1,...,min) con m;; € NVl € {1,...,n}, definimos:

|,Uz| =My + ..+ mimn.
Suponiendo que nuestras incégnitas son z1, ..., z,, definimos lo siguiente:

ZH = L

Ademsds, para que la escritura del polinomio se encuentre completamente determinada, dado
n € w definimos el siguiente orden sobre {p }rew. Dadas ug, py decimos que pg < gy sii:

= Mmp1 <M1 0
L
= Mgy < MYp-

Con dicha notacién tenemos que un polinomio en p(z1, ..., z,) de grado m se ve de la siguiente
manera;:

(21, .0y 2n) = Bjuj<mep st

Donde el orden en la suma estd dado por el orden <. Note que como el campo es conmutativo
realmente no importa el orden visto desde el punto de vista del algebra, pero desde el punto de la
logica es muy importante ya que nos dice donde se encuentra cada uno de los coeficientes.

Por ultimo recuerde que el nimero de maneras de sumar n dados k ntmeros (donde sf importa

el orden) es:
n+k—1
k—1 )’

Por lo tanto, si ponemos 0 en todos aquellos términos que no ocurren en el polinomio p, se tiene
que el niimero total de términos del polinomio es:

(m:fl 1) + <(m 7;)_+1n ; 1> ot (Z_ 1)

Con todo ello en mente, pasemos a probar la proposicién.
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Lema 2.4.2. Ser reducible es fuertemente definible en los campos algebraicamente cerrados.

Demostracion. Sean n > 1, L = LU{U}, donde U es una relacién n—aria, y 2 campo algebraica-
mente cerrado. Lo que haremos serd definir una férmula ¢,, que cumpla con la equivalencia dada
de la definicién de reducibilidad.

Antes de ello, para simplificar la escritura de ¢,,, definiremos p(xsl) de la siguiente manera:

p((ESl) = x1;8i5171 Z”(”LSSI)’ o + lns+151 ) . (n:rlsifl)—l »51 + o+ fEi’Slzul 1 4
( s1—1 ) 1 ( s1—1 )
51— S1—
x%fj;l_Q)zM(n:r:if)’ ' + .+ x(7l>z# 1) = + ...+ x%’lz/“’ s1 4 1,0
51—2 1

s1 — j para todo j € {0,....s1} vy k € {0,,(?:‘3:{) -1}Y

Donde |,u(n+sl_J) ks—il =

e e I
Note que por las observaciones hechas antes del teorema cualquier polinomio puede ser visto de

la manera presentada.

Con ello definamos a 5m51 o (21, ..., 2) de la siguiente manera:
5%1 ,,,,, ol (21, 00y 2n) 1=
(p(z*) =0 A
...... .
pla™) = 0)

Con dicha notacién, definamos ¢,,:

o0 o0
Vioeo ( Vigr=n; 1,r>1 (\/m:2 ( VSl kit ST pi=m; kipi >0 Vi

Jgbk | Fplk LApbkiggbksl o gpbl o gpblgp10g,2ke o gabke o 3pld
( (AT T ()Tt (YT ()T
...ElxllElxl OEIyl;pfpl,l ...Ely%’pl...Elyl’o....EIyT*O((le...an(ozzk1 ,,,,, o, (w) —

( p1—1 ) _ _ —
U(w)) A (Ve1..Vzn(ay, ..y, (2) = U(2) A (V1 VEa(U(f) = (g, o, (F) VY Qay o, () A

(391390 (Qyp, o, (8) A =y, o, @) A Gtee Ty, gy (B) A o, (h))))))))

Note que la definicién de ¢,, es anadloga a la de ¢, sélo que contamos con mas cuantificadores ya
que dichos cuantificadores son necesarios para determinar los coeficientes de todos los términos del
polinomio.

Por lo tanto, dado V' C A™ se tiene que:

Ay E ¢, sii Ves reducible.
Es decir, ser reducible es definible en nuestro lenguaje. O

Corolario 2.4.1. Ser irreducible es fuertmente definible en los campos algebraicamente cerrados.

Demostracion. Considere para cada n € w la negacién de la ¢,, anterior. O
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Por lo tanto, por la proposicién 1.2.4 se tiene que ser irreducible es definible en los campos
algebraicamante cerrados.!?® Observe que en particular ser irreducible es definible en & cst.sch-

Ahora bien, el siguiente paso es ver que la propiedad “dimensién n” para variedades irreducibles
es definible en nuestro lenguaje, pero debido a que la prueba requiere ciertos conceptos y técnicas
tangenciales a la tesis, la prueba se encuentra en el apéndice B.

La propiedad libre de dependencia aditiva y libre de dependencia multiplicativa son definibles en
nuestro lenguaje debido a las proposiciones 2.4.1 y 2.4.2 como veremos en los dos préximos lemas.

Lema 2.4.3. Ser variedad libre de dependencia aditiva es definible en EC3 ),

Demostracion. Sean A € ECG (. v #(Z,z; ) una férmula. Por la proposicién 2.4.1, V es libre sii
para todo m € Z\{0} y a € A se tiene que X ;m;x; — a ¢ Iy (V). De donde, definimos la férmula
7(y) como sigue:

T(y) == Vmy € Z\{0}...Ym,, €
Z\{0}Vw1FwaIxy...32,321...32, (¢(Z, Z; §) N E(wr, wa) AZP mx; # wi).

Observe que dado b € A, si V = {(a,a’) € A" x (A*)"|2 E ¢[a,a’;b]}. La férmula anterior
afirma que para todo m € Z\{0} y a € A hay un (a,a’) € V tal que X ;m;a; — a # 0. Por ende,
r ymiz; —a ¢ Iy (V). Lo cual implica que V es libre de dependencia aditiva.

Por lo tanto, ser libre de dependencia aditiva es definible en 55;7sch. O
Lema 2.4.4. Ser variedad libre de dependencia multiplicativa es definible en cst.sch
Demostracion. La prueba es andloga a la anterior pero utilizando la proposicién 2.4.2. O

Por tdltimo veamos que la propiedad ser rotunda es definible en nuestro lenguaje.

cn

Lema 2.4.5. Ser variedad rotunda es definible en EC .-

Demostracion. Sean &4 € £, ., v ¢(, Z;y) una férmula tal que V = {(a,a’) € A" x (A")"[A F

S

dla,a’;b]} es una variedad para toda b. Dada M € Mat,, x,,(7Z) se tiene que [M]V es definible por
Y (2, 2 9) = vy FopFwr. Fwn (60, @;9) A (J\ 25 = i ymijoi) A (N 20 = T jw!™7)).
i=1 i=1

Dado que hay un niimero numerable de martrices con coeficientes en los enteros, hay un niimero
numerable de s, por lo tanto para cada i € {1,...,n} el conjunto

A ={Yumlrg(M) =i}

es numerable.
Note que como la dimensién es definible por el apéndice B, para cada férmula ), hay una
férmula WZS (9) tal que para toda b, si V = {(a,a’) € A™ x (A*)"|A F ¢[a,a’;b]} entonces

Ak 7o) sii dim([M]V) > k.

10De hecho ser irreducible es definible en L, ., pero la prueba es mas complicada y para nuestros propésitos la
construccién anterior es suficiente, ver [14] para una prueba.
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Con dichos hechos a la mano, definamos

Dicha 74 nos afirma que V' es rotunda, ya que se estdn considerando todos los posibles rangos
de matrices de n x n y estamos forzando a que la dim([M]V) > rg(M).
Por lo tanto, ser rotunda es una propiedad definible para variedades. O

Ya que hemos sido capaces de demostrar que todos los elementos del axioma V son definibles e
Ly, « estamos en posicién de escribir el axioma de manera formal.

V Cerradura exponencial fuerte

Sean n € w y {V;}jes una enumeracién de las variedades libres, rotundas, irreducibles y de di-
mensién n en A™ x (A*)"; es posible realizar esto dltimo pues sabemos que todas esas propiedades
son definibles en nuestro lenguaje. Con ello, definamos para toda r € w:

Oy = Vj € J¥y1.. Wy, 31 3 ¥my € Q.. Vmpsr € Q(((g-c,E(a-;)) c

Vi) A (Ep_imuy + Sh_mnsrye = 0 — Aj_y my, = 0))

Por lo que el axioma V' serd 6 = {0+ } (n,r)cwxw-

No es trivial que dicho esquema en L, ., sea equivalente a lo que llamamos axioma V en la
seccién anterior, pero la siguiente proposicién nos afirma que en el caso de nuestro interés es cierta
dicha afirmacién.

Proposicién 2.4.3. Dado 2 € £, AE {0 tnrew sit A satisface el azioma V.

est,sch’

Demostracion. Sean j € Jy Ag = {as,...,ar} Cyin A, supongamos sin pérdida de generalidad
que V estd definida sobre Ay, ya que en caso de que no sea asi podemos extenerderlo a A C;y, A.
Como J es una parametrizacién sobre variedades irreducible, rotundas, libres y de dimensiéon n
y Ag es finito, por el axioma V tenemos un (Z, E(Z)) genérico en V sobre Aj. Debido a que V
estd definido sobre Ay y (%, E(Z)) € A™ x (A*)™ se tiene que (T, E(Z)) € V.

Ahora bien, sean m € Q""" y X" m;x; +X7_my4.a; = 0, multiplicando por todos los cocientes
de las fracciones tenemos que X7 mjx; + Xi_;m),_;a; = 0 con m; € Z. Entonces al ser (z, E(x))
genérico sobre A y V' definible sobre Aj tenemos que X7 mjx; + Xj_m;, ;a; € Iy(V), de donde
al ser V libre, por la proposicién 2.4.1 se tiene que m; = 0 para toda i € {1...,n}. Es decir,
Ql ’: {en,r}n@u .

Sean V una variedad irreducible, libre, rotunda de dimensién ny A, = {a;}icq1,...r} Srin A.
Primero por lema 2.3.1 (2) hay B Cy;, A tal que (A,) = 6(BUA,) y por lema 2.3.1 (1) para todo
X C A se satisface que 6(X/A, UB) > 0.

Debido a la manera en como realizé la enumeraciéon y la V' que nos tomamos, hay un j € J
tal que V' = V;. Por lo tanto, hay un (Z, E(Z)) que cumple con el esquema para A, U B. Se sigue
directo de como nos tomamos el punto que {z1,...,z,} son linealmente independientes, ya que si
Mypt; = 0coni € {1,...,7} nos queda que para todo m € Q™ XI_;m;x; = 0 implica que m; = 0, que
es precisamente la definicién de ser linealmente independientes. Y que (z1, ..., z,) N (A, UB) = {0},
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la prueba de ello es andloga a la prueba de independencia lineal. De donde podemos concluir que
lin(Z/A, UB) =n.

Ahora bien, por como nos tomamos a B, §(Z/B U A,) > 0y dado que lin(z/B U A,) = n por
el lema 2.1.1 concluimos que

tr({z, E(z)}/BUA, UE(BUA,)) > n.

De donde por la proposicién 1.3.4 la dim(Locpya,ur(BuA,)(Z, E(Z))) > n pero ya que Locpya,ur(BUA,) (T, E(T))
V' se tiene que:

dim(Locgua,up(Bua,) (T, E(Z))) = n.
Como Locgua,ur(Bua,) (T, E(Z)) €V, V es irreducible y
dim(V) = n = dim(Locgua,ur(Bua,) (T, E(Z)))
por la proposicion 1.3.3 llegamos a que

Locpua,urBUA,) (T, E(T)) = V.

De donde se sigue que 14, (Z, E(Z)) =14, (V). Por lo tanto, (Z, E(Z)) es genérico en V sobre A,..
O

Dado que son equivalentes el esquema de axioma en L, ., y el axioma V modulo los axiomas
I,I1,II] y IV y como unicamente trabajaremos con el axioma V una vez que se satisfagan los
otros cuatro axiomas, nos referiremos indistintamente a ambos conceptos.

A la clase de estructuras que satisfacen los axiomas I,II,II1,IV y V la denotaremos por

cn : : S
est.sch Y al conjunto de axiomas por chi?f,,sch,'

&ec

2.5. Agrandando el lenguaje

Por razones técnicas que seran evidentes en el ultimo capitulo, serd necesario aumentar nuestro
lenguaje.!! La razén por lo cual lo estamos haciendo en este momento es porque es necesario que
el lector esté familiarizado con las variedades irreducibles, libres y rotundas. Sin més preambulo
agrandemos nuestro lenguaje.

Para cada variedad V C A(™+D x (A*)(”+l) irreducible en Q y para cada A; = {a1,...,a;} C
A, sea Vy, la variedad que se obtiene de V' al sustituir las 2] variables de V por {as,...,a;} U
{E(a1), ..., E(a;)}.

Para cada variedad V C A+ x (A4*)("*+D irreducible en Q y para cada A; = {a1,...,aqi} C A
introduciremos la relacién [—aria Ry (x4, ...,x;) tal que:

A E Rylay, ..., a] sii “L% Varifzdad V4, es irreducible, libre sobre < A; >¢ y existe una realizacién
genérica (b, E(b)) € A™ x (A*)™ sobre A; U E(A;) de V4, en Ecl(A;)”

U Especificamente lo estamos haciendo para que nuestra clase sea cuasiminimal excelente (ver seccién 4.2 para la
definicién).
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Como todas estas nociones son expresables en L, .,, como hemos visto en la seccién anterior,
contamos con una extensién definible de nuestro lenguaje y al nuevo lenguaje lo denotaremos por
L*

Ahora bien, interpretando a Ry de forma candnica en EC_, .., obtenemos una nueva clase
de estructuras, la cual denotaremos por SCth’*s .n- Dicha clase es la clase de los campos pseudo-

- b

exponenciales. De igual manera se tiene la teoria en este lenguaje, la cual denotaremos por Tgepen,«

est,sch

No es claro que Tgccntv* , tenga un modelo, podria suceder que nuestros axiomas sean incosis-
est,sc

cn

tentes en cuyo caso unicamente le hicimos perder su tiempo al lector; afortunadamente si tiene
modelos. En el préximo capitulo construiremos un modelo particular y con ayuda de él y de la
teoria de las clases cuasiminimal excelentes podremos afirmar que hay un unico modelo para cada
cardinalidad no numerable.
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Capitulo 3

CCTL,*

es no vacia
est,sch

En este capitulo vamos a construir un modelo de TECZZ{,ZC;L de forma algebraica, es decir, cons-
truiremos nuetro primer campo pseudo-exponencial. Dado que la construccién se hard de forma
algebraica haremos poca referencia a nuestro lenguaje L*, pero en todo momento estamos supo-
niendo que los campos construidos interpretan a L* de forma candnica.

La construcciéon del modelo es bastante laboriosa y requiere de un cierto conocimento de la
teoria de campos, algebra lineal y teoria de grupos. Dado que hasta ahora no hemos ahondado en
ninguna de estas areas lo que haremos serd en un primer momento recordar los resultados algebraicos
necesarios’ para después ver el paso constructivo pertinente.

3.1. Axiomas [,[]y II]

En esta seccién se construird un modelo de los axiomas I, Il y III, dejando para la proxima
seccion los axiomas IV y V.

Dado que la construccion se hard agregando poco a poco elementos a campos de caracteristi-
ca cero, serd necesario introducir un poco de notacién para referirnos a campos que satisfagan
parcialmente los axiomas I y I1.

Definicién 3.1.1. Diremos que 2 es un F-campo si % es un campo de caracteristica cero, donde
Dy es un subespacio vectorial sobre Q del grupo aditivo de A y Fy es homomorfismo Dg en A*.

Lo que haremos en el primer paso de la construccién es construir una funcién exponencial si
contamos con Dg un subespacio vectorial de A sobre Q. Pero antes de ello es pertinente introducir
dos definiciones que seran sumamente ttiles en el capitulo.

Definicién 3.1.2. Dado 2 un campo de caracteristica cero y a € A diremos que {a;}ic. €s un
sistema adecuado de raices si para toda j,r € w se satisface que:
J

ajT = a’T

1La mayoria de resultados serdn unicamente enunciados como hechos debido a la cantidad de teoria que se debe
desarrollar para demostrarlos y a lo conocido que son los mismos.

49
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Definicién 3.1.3. Dados 2l un campo de caracteristica cero, A C %6 y b € B. Diremos que el tipo
de isomorfismo del sistema adecuado de raices de b es tinico sobre 2; si para cualesquiera
dos campos 2; y s obtenidos de 2 al agregar b y cualquier sistema adecuado de raices de b, se
tiene que existe un isomorfismo de 2; a 25 sobre 2 tal que manda el sistema adecuado elegido en
2, al sistema adecuado elegido en 2.

Andlogamente, dados 20 un campo algebraicamente cerrado, A C B y {by,...,b,} C B. Diremos
que el tipo de isomorfismo de los sistemas adecuados de raices de {b1,...,b,} es tinico sobre 2; si
para cualesquiera dos campos 20 y 2y obtenidos de 2 al agregar {b1,...,b,} v cualquier sistema
adecuado de raices para b; con i € {1,...,n}, se tiene que existe un isomorfismo de 2A; a s sobre 2A
tal que manda a cada sistema adecuado elegido en 2(; a su respectivo sistema adecuado elegido en
As.

Construccién 1. Sean 2 un campo de caracteristica cero y Dy un subespacio vectorial de A sobre
Q. Sea {b;}icr una Q base del espacio vectorial Dy. Para cada i € I tomemos un ¢;1 € Ay
definamos Eg(b;) = ¢;1. Para que Ey sea un homomorfismo del grupo aditivo al multiplicativo
necesitaremos que dado n € N, Ey(b;/n) sea la raiz n-ésima de ¢; 1. Pero dado que hay n raices
debemos elegirla de manera “adecuda”.

Para cada i € I elijamos {¢; m}mew un sistema adecuado de raices. Definamos Eg(b;/n) = ¢;n
para todoi € I yn € N.

Ahora bien, dado a € Dy, al ser {b;}icr Q base, tenemos que a = 1/n3™ 1r;b; con r; € Z y
n € N. Por lo tanto, definamos Ey(a) = II7%;c}’,,.
Lema 3.1.1. Egy estd bien definida en Dy y dados a,b € Dy se satiface que Eg(a +b) =
Ex(a) Ea(b).

Demostracion. Demostraremos unicamente la primera parte pues la segunda se sigue trivialmente
de la construccién. Sea a € Dy y supongamos que a = 1/nX7 r;b; y a = 1/n'E7rib;.
De donde nos queda que

O=a—a=%",(ri/n—r;/n)b.

Como las b; son base r; = ri(n/n’). Ahora bien tenemos que:

Ex(a) = T2}, = T ()™ [Al tener 7; = 7j(n/n’)]
=102 (i)Y " [Al ser sistema adecuado de raices]
= H?ll(c:’:, Y [Al ser sistema adecuado de rafces]
=" ¢, Cancelando exponentes
i=1%i,n
Por lo que Fy esta bien definida. O

Lo siguiente que queremos es que nuestros campos tengan ntcleo estdndar, para que se encuen-
tren en 4. Justamente ello es lo que se hara en el siguiente paso de la construccién pero antes es
pertinente recordar un poco de la teoria de campos.

Denotaremos por Q% la extensién abeliana méxima de Q y por el teorema de Kronecker-Webber
tenemos que:

Q* = Q(todas las raices de la unidad).
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Construccién 2. Sea 2y un campo tal que Q = Ay y Dy, = {0}. Considere a 7 un elemento
trascendente sobre Q y el campo generado por T en Q2.

Sea M el E—campo tal que N = Q% (1) y cuya exponencial la definimos de la siguiente manera.
Considere {1,,}mew un sistema adecuado de raices de la unidad, note que 1,, € M y sea Dy = (1)
2. Definamos Ex(m7/n) = 1.

Note que bajo dicha construccién tenemos que el Kerg,, = 7Z, es decir, N es un £—campo con
ntcleo estandar.

Dos hechos triviales de demostrar pero que nos seran sumamente ttiles posteriomente son las
dos siguientes proposiciones.

Técnicamente tunicamente definimos lo que era ser una subestructura fuerte para elementos
de Eest,sch pero se puede generalizar de manera obvia la relacién para E—campos (ver definicién
2.2.1). Debido a que el dominio de la exponencial en E—campos es distinto de todo el campo en
vez de pedir la condicién de ser subestructura en L, pediremos que 2 sea subcampo de B y que

Ex [py= Ea.

Proposicién 3.1.1. Se tiene que Ag XN, donde Ay y N son las estructuras definidas en el paso
dos de la construccion.

Demostracion. Sea A, = {ai,...,an} C Dx. Por construccién ello implica que a; = (m;/n;)7
para algin m;/n; € Q y por definicién de la exponencial Exn((m;/n;)7) = (1,,)™¢. Dado que 7
es trascendente sobre Q y Egn(A,,) es algebraicamente dependiente sobre Q podemos concluir que
tr(A, U En(A4,)) = 1. Trivialmente se tiene que lin(4,) = 1.

Por lo que:
o (An/Day, )
:t’l"(An U E‘JI(An)/DQlO U En (Dg{o)) - lZ’rl(An/Dg[O) [Lcma 2.1.1]
=tr(A, U Exn(A,)) — tr({0,1}) — (lin(Ay) — lin({0})) [Definicién de 6 y Dy, = {0}]
=1-0-140=0 [Por el parrafo anterior]

Por lo tanto, dm(A,/Dg,) > 0y como 2y es subcampo de Ny Ey | Da, = By, concluimos que
Ao N O

Proposicién 3.1.2. Sea A un E—campo. Si Ay = A entonces 2 cumple con la propiedad de
Schanuel, donde Ay es la estructura definida en el paso dos de la construccion.

Demostracion. Sea A, = {ai1,...,a,} C Dg. De manera ansloga a lo realizado anteriormente se
tiene que dg(A,/Ds,) = tr(A, U Ey(Ay)) —lin(A,,). Como 2y 3 A entonces dy (A, /Dy, ) > 0, de
donde concluimos que

0o (Ayn) = 0(A, /Dy, ) = tr(A, U Ey(Ay)) — lin(A,) > 0.
Por lo tanto 2 cumple con la propiedad de Schanuel. O

El siguiente paso de la construccion consistird en extender el dominio de la exponencial de la
manera mas libre posible.

2Recordemos que (1) = spang(7).



f CN,* i
52 CAPITULO 3. £CSN; g0y ES NO VACIA

Construccién 3. Sea 2 un E-campo con nicleo estindar. Construiremos ¢ campo que extienda
A tal que Dye 2 A. Considere A/ Dy el Q-espacio vectorial cociente cuya base es {b; + Dy }icr.

Sea F una extension de campo de A tal que para cada b; exista un sistema adecuado de raices
{Cim}mew Y tal que las {c;1}icr son algebraicamente independientes sobre A.

Sea Dge = (Do U {b;}icr) y definamos Eg(b;) y Eg(b;/n) usando los sistemas adecuados de
raices correspondientes.

Ahora bien, dado a = (1/k)X7 1n;b; +d con d € Dy. Definamos

Ege(a) := Ey(d) izlczlk.
Sea A¢ el campo generado por AU {c; m }icr mew contenido en F. Notemos que Ege [py= Esy.
Veamos que cumple con lo que queriamos, es decir, A C Dye.
Proposicién 3.1.3. Dado a € A existe b € A® tal que Ege(a) = b, es decir, A C Dye.

Demostracion. Dado que {b;+ Dy };c forman una base se tiene que dado a € A, a = d+1/nX7" 1;b;

para algun d € Dy y por definicién Eye(a) = Ey (d)II7, ¢}, es decir, a € Dye. O

7,n’?
Proposicion 3.1.4. Si 2 es un E—campo numerable entonces A¢ es numerable.

Demostracion. Como A es numerable, la base {b; + Dy }icr es numerable y por ende {¢; m }ier,mew
es numerable. Por lo que (¢ es numerable. O

No es necesariamente cierto que Dge = A€. De hecho tinicamente ocurrird si A = A€, en cuyo
caso realmente no se hizo nada, por lo que iteraremos esta construccién para obtener un campo
donde el dominio de Ey cubra todo el campo. Ademds como las {c;1}icr son algebraicamente
independientes sobre A, en particular ningin ¢; ; es raiz de la unidad, por lo que no crece el niicleo.

Construccion 4. Dado A un E—campo con nicleo estandar definamos recursivamente:
o A0 =2l
. AN = (Q[nfl)e'

Sea AF =, . A" A dicho campo lo llamaremos la E—extension libre de 2.

new

Proposicién 3.1.5. Si A es un E—campo con nicleo estdndar entonces AF es E—campo con
nicleo estindar tal que Dyr = AF.

Demostracion. Note que AF es un E—campo al ser la unién de E—campos cuyas funciones son
compatibles. Para ver la igualdad, es trivial que Dyz C 2AF. Para probar la otra contencién, sea
a € AF, de donde a € A™ para alguna n € w y por construcciéon a € Dgnye € Dgr. Por lo tanto,
Dyr = AP,

Como 2 tiene ntcleo estandar y por la observacién previa a la construccion 4 tenemos que el
ntcleo no cambia, concluimos que AF tiene nicleo estdndar. O

El siguiente paso de la construccién consiste en cerrar algebraicamente a 2 sin modificar el
dominio de la exponencial.

Construccién 5. Sea A un E—campo con nicleo estandar y sea A* su cerradura algebraica, defi-
namos Dga = Dy y Fga = Fy.
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Hecho 3.1.1. Sea A un E—campo numerable entonces A* es numerable. 3

Dado que los campos pseudo-exponenciales son algebraicamente cerrados y que el dominio de
la exponencial cubre todo el campo, lo que haremos sera alternar los pasos 3,5 de la construccién
para obtener un campo con dichas caracteristicas.

Construccién 6. Dado A un E—campo con nicleo estandar definamos recursivamente:
n A0 =2,
= Sin impar, definamos A" = (A"~1)e.
» Sin par, definamos A" = (A"~1)e

Sea AFPA =, . A". A dicho campo lo llamaremos la EA—extension libre de 2.

new

Claramente AF4 cumple con que el dominio de la exponencial es igual a AP4 y que es un campo
algebraicamente cerrado.

El siguiente paso consiste en hacer a que la exponencial sea una funcién suprayectiva en A*.
Pero al igual que en los pasos anteriores es necesario primero recordar ciertos resultados algebraicos,
en este caso de la teoria de grupos.

Hecho 3.1.2. Sea G un grupo abeliano divisible y H un subgrupo de G divisible tal que contiene a
la torsion de G entonces G/H es un grupo divisible y sin torsion.*

Hecho 3.1.3. Si G es un grupo abeliano divisible sin torsion entonces G puede ser visto como un
Q—espacio vectorial.

Construccién 7. Sea A un E—campo con nicelo estdndar y sea F' un campo algebraicamente
cerrado que tenga como subcampo a A. Construiremos Al extension de campo de U tal que A* C
EQll (DQ[Z ) .

Definamos recursivamente sobre los naturales el siguiente campo:

n Ay = A.
s A1 la cerradura bajo raices de A,,.

Con ello definamos AT = Uneco An- Considere a (Are))* como grupo bajo la multiplicacion. Es
claro que dado que metimos todas las raices el grupo es divisible. Por otro lado, el grupo FEg(Dgy)
como grupo multiplicativo es divisble al ser un Q—espacio vectorial respecto al producto y note que
contiene la torsion de (A7*?)* al tener 2 niicleo estindar. De donde tenemos que (A7*4)* / Ey(Dgy)
es un Q—espacio vectorial respecto al producto.

Sean {b; * Eq(Dy)}icr base de (A7%%)*/Eg(Dy) tal que b; € (A7%4)* para todo i € 1. Por lo
tanto, dado ¢ € (A™4)* lo podemos ver como ¢ = 17" b¥ Ey(d;) tal que d; € Dy y q; € Q. Al igual
que en las otras construcciones sea {b;m }mew un sistema adecuado de raices para todo i € I.

Sean {f;}ier algebraicamente independientes sobre 2 tal que f; € F para toda i € I. Sea
Dy = (Do U {fi}ier). Definamos Egu(fi/m) = bim para toda m € N e i € I y extenddmos
la exponencial de la manera usual.

Por dltimo, sea A" el minimo campo generado en F por Doy UEqg: (Dgu). Note que FEg [ Do= Da.

3Se sigue del hecho que la cerradura algebraica de un campo numerable es numerable.
4Recuerde que un grupo es divisible si nG' = G para todo n € N\{0} y que g € G se encuentra en la torsién de G
si existe n € N\{0} tal que ng = e, donde e es la identidad en G.
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Lo primero que nos gustarfa destacar es que no se extiende el nicleo de Eg:, ya que las {b; }icr
son base y que por hipétesis hay un a € A tal que dado 1,, raiz de la unidad se tiene que Ey(a) =
Egi(a) = 1,,. Lo segundo que nos gustarfa destacar es que nuestra construccién si realiza lo que
queremos.

Proposicién 3.1.6. Dado b € (A™*%)* existe un a € Al tal que Eqi(a) = b. En particular A* C
EQ[I (DQU)

Demostracion. Dado b € (A™%4)* por construccién b = H;’;lb?”/ni Eq(d;) que a su vez es igual a
IT 4 (bin; )™ B9 (d;), por como se definieron las raices.

Definamos a := X, f;(m;/n;) + d; y por como se definié la exponencial es claro que Eg(a) =
b. O

Proposicién 3.1.7. Si A es un E—campo numerable entonces Al es numerable.

Demostracion. Como 2 es numerable se tiene que (2A7%?)* es numerable y como Egy(Dy) es nume-
rable se sigue que la base {b; * Ey};cr es numerable. Por lo que las {f;};c; son numerables y en
consecuencia (Dg U {f;}iesr) es numerable. De donde se sigue que 2! es numerable. O

Note que al igual que en las tiltimas dos extensiones 2! no necesariamente cumple que Eyi(Dgy) =
(AN* ya que se agregaron nuevos elementos a A' y A = Al si A* C Ey(Dy), en cuyo caso no se
hizo nada. Para ello al igual que en las ocasiones pasadas es necesario iterar la construccién, a la
construccién obtenida al realizar la iteracién la llamaremos A,

En el siguiente paso lo que haremos serd obtener un campo algebraicamente cerrado, con F
homomorfismo del grupo aditivo al multiplicativo, que cubra todo el campo y cuya imagen sea todo
el grupo multiplicativo del mismo.

Construccion 8. Dado 2 un E—campo con nicleo estandar definamos recursivamente:
. A0 = 9ue.
» Sin=2% con k>0, definamos A" = (A"~1)2.
= 9i Sin=3% conk >0, definamos A" = (A"~1).
» Sin=>5" con k>0, definamos A" = (A"~1)°.
s Sin #2838 5% con k>0, definamos A" = AL,

Definamos APLA =, .,

Q[ELA

A". A dicha extension la llamaremos la ELA—extension libre de 2.

Notemos que cumple con todo lo deseado, es decir, A¥L4 es campo algebraicamente

cerrado de caracteristica cero, tal que Fgrra es un homorfismo suprayectivo del grupo aditivo del
campo al grupo multiplicativo del mismo y tal que Dgrra = APE4. Lo que quiere decir (utilizando
la notacién del capitulo 2) es que AFLA € £,,,. Otro hecho importante que hemos estado resaltando
es lo que sucede en el caso numerable, la situacién no cambiard mucho en el caso de AFLA,

Proposicién 3.1.8. Si A un E—campo numerable entonces AFL4 es numerable.

Demostracion. La prueba se realiza por induccién utilizando las proposiciones 3.1.4 y 3.1.7 y el
hecho 3.1.1. Junto con el hecho de que la unién numerable de conjuntos numerables es numerable.
O
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Antes de continuar con la construccién es necesario demostrar el siguiente lema.
Lema 3.1.2. Dado 2 un E—campo con nicleo estandar se cumple que:

1. A S 2A¢.

2. A 2 A%

3. A2 AL

Demostracion. 1. Sea X = {z1,....,xn} Cyin Dae y Y Cyip Dy tal que para toda i € {1,...,n}
se tiene que:
xTr; = 1/711'2?:1?711‘,]‘[)]' —+ a;,

donde a; € Dy y las clases de los b; forman parte de la base de A/Dg para toda i € {1,...,n}

yijed{l,.. k}
Considere Y/ =Y U {ay,...,an} C Dy. Afirmamos que §(X/Y’) > 0.
Sea X' = {a},...,z,} € X de tamaflo maximo tal que {z,...,z,,} es linealmente inde-

pendiente de Y, es decir, tal que lin(X/Y) = lin(X'/Y) = m. Afirmamos que F(X') =
{E(z}), ..., E(z),)} es algebraicamente independiente sobre Y’ U E(Y”).
Lo primero que hay que notar es que dado que tr(Agy) = tr(Q(Ap)) para todo Ag C A en vez de
demostrar que tr(E(X")/Y'UE(Y")) = m podemos demostrar que tr(E(X")/Y'UE(Y')) =m
donde X" = {n;x;|i € {1,...,m}}, los n; son los n; de la combinaciém lineal. Para probar esto
ultimo procedamos por contradiccion, es decir, supongamos que hay p(z1,...,2,) € Q(Y’ U
B(Y")[z\{0} tal que
p(E(zY), .., E(x7,)) = 0.
/

Considere ¢(z],...,2},) el polinomio que se obtiene de p(E(x}),...,E(x},)) al sustituir cada
ocurrencia de ¢;;; por z. En caso que ocurra ¢}, con | < 0 en p(E(x}),..., E(x},)), primero

mulplicamos p(E(z), ..., E(wy,)) por ¢;, L'y después realizamos la sustitucién.

Claramente ¢(z') € Q(Y' U E(Y”))[z]. Mds atn, afirmamos que g # 0. La prueba de dicho
hecho es bastante engorrosa y se sigue de la hipdtesis de independencia lineal por lo que
unicamente ejemplificaremos el caso donde m = 3, m;; € N y p es un polinomio bastante
simple.

Sea p(z1, 22, 23) = zfzg — zJ donde «a, 3,7 € N\{0} entonces se tiene que

(I €5 E(amyan)) (I,

Bma, ; k Yms,;
i T E(Bngaz)) — I c; 177 E(yngaz) = 0.
De donde al sustituir como se menciona previo a la afirmacién nos queda:

q(z) = H§:1Z;am1,j+ﬁM2,j E(anyay + Bngas) — H?zlz?mg’jE(’YTl:aag)-

Si ¢ = 0 entonces para toda j € {1, ..., k} se tiene que:
amy j + fmgj —yms; =0,
lo cual implica que

anixy + fnaoxy — yngrs — aay — fag + yaz = 0.
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Por lo que lin(X'/Y) # m, lo cual es una contradiccién con la hipdtesis. De ahi que ¢ # 0.

Por lo tanto, ¢ # 0, ello implica que {c;1}ieq1,....x} es algebraicamente dependiente sobre
Y" U E(Y’), contradiciendo el hecho de que por construccién {c;1}icr es algebraicamente
indepenendiente sobre A.

Por ende, se tiene que tr(E(X')/Y' U E(Y')) = m, de donde como E(X') C E(X)U X
concluimos que:
tr(XUEX)/Y'UE(Y") >m,

es decir, §(X/Y) > 0.

Como ademas se tiene que 2 es subcampo de A° y Eye [p, = Eg, concluimos que A 3 2A°.
2. Es trivial que 20 3 °, dado que Dy = Dya.

3. La prueba es analoga al iniciso 1. sélo que ahora los que sabemos que son algebraicamente
independientes sobre 2 son las {f;}icr.
O

De la proposicién 2.1.3 se sigue el siguiente corolario.

Corolario 3.1.1. Dado 2 un E—campo con nicleo estdindar se cumple que A 3 AP, A 2 AA,
A AL y A ZAFLA

Con ello ya estamos en la posibilidad de dar nuestro primer modelo de los axiomas I, 11y I11.
Teorema 3.1.1. (N)FL4 satiface los axiomas 1,11 y I11.

Demostracion. Por construccién (9)FL4 satisface los axiomas I y II. Note que por la proposicién
3.1.1 tenemos que Ay 3 N y por el corolario anterior M =< (M)FLA. De donde por la transitividad
de =2 se tiene que Ay = (M)FLA. Por lo que por la proposicién 3.1.2 concluimos que (9)FF4
satisface la propiedad de Schanuel. Por lo tanto, (91)F LA gatisface los axiomas I, 11y III, es decir,
(m)ELA € 5est,sch- O

Por lo tanto, ya tenemos un modelo que cumple con nuestros tres primeros axiomas, antes de
construir el que cumpla con la totalidad de ellos nos gustaria destacar que de hecho si empezamos
con 2 un E—campo numerable se tiene que AFL4 es tinico salvo isomorfismos. La prueba de dicho
hecho se encuentra fuera de los propdsitos de esta tesis pero puede ser consultada en [17].

Hecho 3.1.4. Si 2 es un E—campo numerable entonces AFLA es tinico salvo isomorfismos.

3.2. Axiomas [V y V

Si la construccién del modelo que satisface los axiomas I, 11 y I11 pareci6 pesada al lector por
la cantidad de elementos algebraicos que involucra, esta segunda parte de la construccion algebraica
es aun mas técnica pero al final nos permitird conocer nuestro primer campo pseudo-exponencial.
Iniciemos con algunas definiciones que complementan y dejan mas claro los conceptos introducidos
en la seccién 2.4.
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Definicién 3.2.1. Sean 2 € &g, B € s extension de A y V. C A" x (A*)™ una variedad
algebraica. Diremos que V es kummer genérica si para cualquier a € B™ tal que (a, E(a)) €
B"™ x (B*)™ es genérica en V sobre 2 tenemos que el tipo de los sistemas adecuado de raices de
E(a;) para todo i € {1,...,n} es dnico.

De igual manera a como sucedio en el caso de las variedades libres, ninguna variedad es kummer
genérica por vacuidad, ya que siempre es posible encontrar una extensiéon de campo donde viva un
(@, E(a)) genérico en V sobre 2 como veremos a continuacién.

Definicién 3.2.2. Sean A€ £t vy V C A" x (A*)™ una n—variedad algebraica. Diremos que V' es
perfectamente rotunda si V es irreducible, libre, de dimensién n, rotunda y kummer genérica.

Como se puede apreciar en la definicién de perfectamente rotunda, una variedad V perfectamente
rotunda satisface lo que le pedimos a la variedad en el axioma cinco, pero ademés es kummer
genérica. Para ver la relacién entre estos conceptos es preciso dar antes la siguiente definicién.

Dada V C A™ x (A*)™ una variedad algebraica definiremos para cada m € N\{0}:

Vi :={(@,b) € A™ x (A*)"|(ma,b™) € V}
Ahora si con ello en mente estamos en posicién de ver la relacién entre ambos conceptos.

Teorema 3.2.1. Sean A € &5t y V C A" x (A*)" una variedad irreducible, libre, rotunda de
dimension n definida sobre € subcampo de 2 entonces existe m € N\{0} tal que V,,, es perfectamente
rotunda definida sobre €.

Demostracion. Es precisamente lo que afirma el Thumbtack Lema (ver apéndice A), inico hecho que
desafortundamente no se va a demostrar en este trabajo dado que utiliza técnicas completamente
ajenas al mismo de la Teoria de Kummer con las cuales el autor no esta familiarizado. La prueba
fue hecha por Bays y Zilber en [7]. O

Por lo importante que es que V' sea kummer genérica en la contruccion, en lo que sigue lo que ha-
remos sera trabajar con variedades perfectamente rotundas. De hecho, lo que haremos sera construir
un modelo que satisfaga la siguiente afirmacién:

Para toda V' C A" x (A*)™ perfectamente rotunda y definida sobre 2 y C' Cy;, A hay un
(z,E(z)) € A™ x (A*)" tal que es genérico en V sobre < C' >g.

A dicha afirmacién la llamaremos CEA (Cerradura Exponencial Algebraica) y veremos cémo
se relaciona con el axioma cinco con ayuda del teorema anterior.

Ya que hemos introducido dichos conceptos es momento de pasar a una proposicién de suma
importancia para nuestra construccion.

Proposicién 3.2.1. Dados 2L € &t y V. C A" X (A*)™ libre, irreducible y kummer genérica
entonces existen B extension de campo de A y (a,b) € B™ x (B*)™ genérico en 'V sobre 2, es decir,

T4((@,b)) = La(V).

Demostracion. Como V es irreducible tenemos que 14(V) es primo en Alz1,...%n, Y1, ..., Yn], de
donde A[z1, ...Zn, Y1, -y Yn] /L4 (V) es un dominio entero. Por lo que podemos considerar B su campo
de fracciones, el cual exitende a 2.
Sea a; = x;+1a(V) y b; = y; +14(V) para todoi € {1,...,n}. Afirmamos que I 4((a,b)) = L4(V).
Para la primera contencién, sea p(z, ) € 14(V). Evaluando en (a,b) tenemos que:
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p(du B) = p(,’f7 g) + ]IA(V)v
debido a que p(z,q) € 14(V) concluimos que:
p(z, ) +Ta(V) = La(V).

Por lo que queda probada la primera contencién. -
Para la segunda contencion, sea p(Z,7) € 14((a,b)); al evaluar en (a,b) obtenemos:

p(z,9) +1a(V) = Ta(V).

Por lo que p(z,y) € La(V). B
Por lo tanto, I4((a, b)) =14(V), es decir, (a,b) es genérico en V sobre 2.
O

Con ello estamos casi preparados para continuar nuestra construccién pero antes de ello es
necesario introducir una tltima notacién. Dados I un campo y a € A denotaremos por +/a al
conjunto de todas las raices de a para todo n € N. Andlogamente dada a € A", denotaremos por
Va = {\/a;]i € {1,...,n}}. Es pertinente notar que dicho conjunto es numerable.

Construccién 9. Sean 2 € E.p y V C A" x (A*)" una variedad irreducible, libre y kummer
genérica sobre el campo. Considere B extension de 2 tal que hay (a,b) genérico en V sobre 2,

sabemos que dicho campo_existe por la proposicion 3.2.1.
Considere € = 2(a, \/5) Sea D¢ = ({ay,...,a,}UDgy) y dados a € Dy y1/m¥t_ n;a; definamos:
Ee¢(a+1/m%_ na;) = Eg(a)Hézlejn,

donde, para cada i € {1,...,n} se tiene que {b; m tmew €5 un sistema adecuado de raices.

Respecto a la construccién anterior hay ciertas cosas que debemos demostrar y donde se verd la
importancia de que V sea libre y kummer genérica.

Proposicion 3.2.2. Dado € como se construyd en el paso 9 de la construccion tenemos que:
1. Eg¢ esta bien definida.
2. E¢ es un homomorfismo.
3. € no extiende el nicleo.
4. € es numerable.

Demostracion. 1. Sea ¢ € D¢ tal que ¢ = a + 1/m¥l_ina; y ¢ = @’ + 1/s%L_r;a; tal que
m, s,n;,r; € Z\{0} y a,a’ € Dgy. De donde tenemos que

(a—a')yms = X' _, (mr; — sn;)a;.

Como V es libre de dependencia aditiva se tiene que mr; — sn; = 0 para todo i € {1,...,1},
por lo que en particular a = a’. Ademds, como %!_, (r;/s — n;/m)a; = 0 se tiene que (r;/s —
n;/m) = 0.

De donde tenemos que:
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E¢(a 1/m§]l 11:a;) :Egl(a)l'[ézlbz;n [Definicién]
=By (')}, [a=d]

=Ey(a)ITi_, b, [ri/s = n;/m]

=Fe(d +1/s3_ ria;) [Definicién]

Por lo que en este caso F¢ se encuentra bien definida.

En caso de que a,a’ = 0 entonces Fy se encuentra bien definida debido a que tomamos
sistemas de raices adecuados, la prueba es analoga a la del lema 3.1.1.

2. Es trivial por el hecho de que Eg es un homorofismo y por la forma en como se defini6 la
exponencial para las combinaciones lineales en {a1, ..., a, }.

3. Supongamos que hay un ¢ € D¢\Dg(, ¢ = a + 1/m3Z!_ n;a;, tal que E¢(c) = 1. Por ende,
tenemos que:

IL_ b7 = (Ba(a))™

Pero como V es libre de dependencia multiplicativa tenemos que n; = 0 para todo i € {1, ...,1}.
Por lo tanto, ¢ = a, es decir, no se extendié el nucleo.

4. Como 2 es numerable tenemos que A[Z,y| también lo es y dado que

Q[(ah weey Gy b1, ~-~7bn) = {f(dvl;)/g(d’ 6)|fvg € A[f,ﬂ]}

es claro que A(aq, ..., an, b1, ..., by, ) es numerable.

Ahora bien, por el hecho 3.1.1 (2(ay, ..., an, b1, ..., b, ) )* s numerable. Note que \/b; € (U(aq, ..., an, b1, ..., by))*
para toda i € {1,..n}, ya que ! — b; € A(ay, ..., an, b1, ..., by ) [7] para toda [ € N.

De modo que (™U(aq, ..., an,b1,...,b,))* es una extensién de 2A que contiene a {a, \/Z} Por lo
que por definicién (a, Vb) es subcampo de (A(ay, ..., an, by, ..., by))*, de donde concluimos
que 2(a, Vb) es a lo mas numerable. Pero dado que extiende a 2 numerable, a 2(a, Vb) no le

queda mas que ser numerable.
O

Construccion 10. Sean A € E.¢ v V una variedad irreducible, libre y kummer genérica sobre el
campo. Considere el campo € construido en el paso anterior.
Ahora bien, definamos AV := €FLA 5 g cual llamaremos la extension de A determinada por

V.

Corolario 3.2.1. Si 2 € E.5¢ es numerable y V' es una variedad libre y kummer genérica sobre el
campo entonces AV es numerable y AV € Eegt

Demostracion. Por la proposicién anterior ¢ es numerable y por la proposicién 3.1.9 €#24 también
es numerable por lo que 2|V es numerable. Dado que 2A|V = (€)PL4 para un E—campo es claro
que AV € Eqgt. O

5Ver la construccién 8. en la seccién 3.1.



60 CAPITULO 3. £CL5+ scy ES NO VACIA
Proposicién 3.2.3. Dados 2 € Eest y V una variedad libre y kummer genérica, se tiene que A|V
es unica salvo isomorfismos.

Demostracion. Note que unicamente se hicieron elecciones al momento de tomar los sistemas ade-
cuadas de raices para las b; con i € {1,...,n}; pero al ser (a, E(a)) genérico en V sobre 2, por la
definicién de variedad kummer genérica, el tipo es tnico. Por lo tanto, € es tinico salvo isomorfismos
y por el hecho 3.1.4 €FL4 es tinico salvo isomorfismos, es decir, 24|V es tinico salvo isomorfismos. [

Antes de pasar a los dos lemas centrales para la construccion es necesario probar una proposicion
técnica.

Proposicién 3.2.4. Sean A € E.5¢, V C A™ X (A*)™ una variedad, (a1, az2) genérico en V sobre 2
y M € Mat,xn(Z) entonces dim([M]|V) = dim(Locy ([M](a1,az))).

Demostracion. Sea M € Mat,x,(Z) de la siguiente manera:
mi1 e Min
Mp1 - Mnn

Dados @ € A™ y b € Z" recordemos que (ay, ..., a,) ® (by,...,by) = a1by + ... + apbp v (a1, ..., an) *
(by,....,bn) = a4 ...abr. Note que dado o = (7, U3) tenemos que:

v1,1 o1 e (my1,...,m1n)

[ mi1 ... Min Vi _ Ty e (mn,h '-~7mn,n)
Mt o Mo V2,1 Vg * (m1,1, ---,m1,n)
V2,n Vg * (mn,lv ooy mn,n)

Como (a1, as) es genérico en V sobre 2 tenemos que V' = Locy (a1, az) por lo que demostraremos
que [M]Locy (a1, a2) C Locy([M] (a1, az)).
Sea ¢ = (C1,C2) € Locg (a1, a2) v sea f(Z1,...,TnsY1,---,Yn) € Ly([M](a1,az)). Supongamos que

— R S R SN L R |
f('rla wy Ty Y1, ayn) - qu,]zl "'xnnyl ynn

Definamos la funcién racional fIM(z1, ..., 2,91, ..., yn) (es racional por la accién multiplicativa
ya que estamos tomando coeficientes en los enteros) de la siguiente manera:

» Sustituye x; en f por (mi1,...,Min).(T1, ..., Tp).
» Sustituye y; en f por (my1,....Min) * (Y1, ...; Yn)-

Sea g™ el polinomio que se obtiene de f[M al multiplicar por los posibles denominadores.

Como f([M](ay,as)) = 0 se tiene que fIM(ay,as) = 0, lo cual implica que g™ (ay,a,) = 0. De
donde concluimos que g™ € Ty(ay,as) y como ¢ € Locy(ar,az) llegamos a que giMl(éy,é) =
0 y dividiendo por todo aquello que multiplicamos nos queda que f!M (¢1,2) = 0. Por ende
f([M](e1, e2)) =0.

Por lo tanto,

[M](¢1, e2) € Loca([M](ar, az)).
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De ahi que [M]Locy(a,as2) C Locy ([M](a1,az2)) y que
dim([M|V) = dim([M]Locy (a1, az2)) < dim(Locy ([M](a@1,az))).
De manera andloga a como se demostré la desigualdad anterior se puede probar que:
Lo ([M](ar, as)) C Ta([M]Loca(ar,az)).

Como por definicién Locy[M](a1,as) es la minima variedad que contiene a Iy ([M](ay,az)), con-
cluimos que:
Loca([M](ay, az)) € [M]Locy(ar, az)).

Por lo tanto,
dim(Locy ([M](a1,az2)) < dim([M]V).

En este momento es donde entra en juego la nocién de que una variedad sea rotunda.

Lema 3.2.1. Sean A € &t y A C AV para V libre y kummer genérica entonces la extesion es
fuerte sit V' es rotunda.

Demostracion. Sea @ una n—tupla tal que (@, E(a)) es genérica en V sobre 2, genera A|V
y sea M € Mat,«,(Z). Note que por ser (a,E(a)) genérico y por ser V libre de dependencia
aditiva se tiene que a es linealmente independiente sobre 2A, por lo que es sencillo demostrar que
rg(M) = lin(Ma) = lin(Ma/2).

Note que como FE lleva la estructura aditiva a la estructura multiplicativa se tiene que:

(Ma, E(Ma)) = [M](a, E(a)).
Luego dado que (Ma, E(Ma)) € [M]V se tiene por la proposicién anterior que:
dim(Locy(Ma, E(Ma))) < dim([M]V),
de donde:
dim([M|V) —rg(M) > dim(Locy(Ma, E(Ma))) — lin(Ma/2).

Debido a que por la proposicién 1.3.4 sabemos que dim(Locy(Ma, E(Ma))) = tr(MaUE(Ma)/2):

dim([M]V) —rg(M) > tr(Ma U E(Ma)/) — lin(Ma/2) = 6 (Ma/)
Como A 3 AV y Dy = 2 por definicién de ser subestructura fuerte concluimos que:

d(Ma/2A) > 0.
Por lo que:
dim([M]V') > rg(M).

Por lo tanto, V' es rotunda.
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E(a)) es genérica en V sobre 2. Considere

Sea a = (a1, ...,a,) una n—tupla tal que (a,
¢ = (¢1,...,¢n) € Dg. Note que por definicién

a € como se construyo en la construccién 9. Sea
D¢ = (Dy U {a})).
Lo cual implica que {a; + ™A}icq1,....n} genera De /R como espacio vectorial, por lo tanto hay
qi1, - Gin € Q tales que para toda i € {1,...,n}
ci +2A=Yjeq1,.n (0 +2A) = (1/m)Zjeq,.. nymi(a; +2A)
para algin m € Z y m; ; € Z para toda j € {1,...,n}. De donde llegamos que:

mi1 min aq
c+A=1/m| .. .. . I |

Mp,1 .. Mpn ap

s

Por lo que (Ma) /A = (¢)/2. De donde por el lema 2.1.2 se tiene que 6(¢/2A) = §(Ma/2A). Pero
por definicién:

0(Ma/A) =tr(MaU E(Ma)/) — lin(Ma/2A).
De donde como tr(Ma U E(Ma)/A) = dim(locy([M](a, E(a)))) y como por un razonamiento
andlogo al hecho en la ida tenemos que lin(Ma/2) = rg(M):
5(Ma/2) = dim(loca (M (@, E(@)))) - rg(M).

Por la proposicién anterior y dado que V' es rotunda, llegamos a que:

0(Ma/A) = dim([M|V) —rg(M) > 0.

Por ende 6(¢/A) > 0y como Eg¢ [p,= Ey concluimos que 21 3 €. Pero ya que €14 = A|V y que
¢ X ¢FLA por el corolario 3.1.1 podemos concluir que 2A < A|V.
O

El siguiente hecho es importante unicamente para demostrar la unicidad de la construccion y
no para demostrar la existencia de un modelo debido a ello inicamente lo enunciaremos. La prueba
del mismo se encuentra en [17] al igual que el hecho 3.1.4.

Hecho 3.2.1. Sea A € ..y numerable. Si V C A" x (A*)" y W C Al x (A*)" son dos variedades
libres y kummer genéricas sobre A entonces

V)W = (UW)|V = A|(W x V).

Antes de pasar al ultimo paso de nuestra construccién queda un ultimo detalle técnico que
debemos demostrar.
Definamos V como el conjunto de tercias (n, V,B) tales que:

1. neN.
2. B es un subcampo finitamente generado de 2 donde V' esta definida.

3. V es una variedad perfectamente rotunda tal que no existe (¢, Ey(¢)) genérico en V sobre B.



3.2. AXIOMASIV 'YV 63

Proposicién 3.2.5. Sea A € E.5; numerable tal que A no satisface CEA entonces V es a lo mds
numerable.

Demostracion. Lo que haremos sera demostrar que cada una de las entradas es a lo mas numerable
y con ello tendremos que la cardinalidad de V es menor a Ny x Ny X Ny que como sabemos es
biyectable con Ng.

Respecto a la tercera entrada, note que como A es numerable para toda n € N Alzy,...,z,] es
numerable, por lo que A, = {J, ., A[z1,...,2,] es numerable. Dado que toda variedad esta deter-
minada por un numero finito de polinomios por el Teorema de las Base de Hilbert, el nimero de
variedades es biyectable con P“(A,). La cual sabemos que es numerable al ser A, numerable. Por
ende, las variedades que nos interesan son a lo mas numerables.

Por tltimo, los subcampos finitamente generados de A son biyectables con P¥(A), pero dado
que A es numerable la potencia finita es numerable. Por ende, los campos finitamente generados
que nos interesan son a lo méas numerables.

Por lo tanto, V es a lo mas numerable. O

Con eso en mente pasemos al dltimo paso de nuestra construccién.

Construccion 11. Sea 2 € E.5+ numerable y supongamos que A no satisface CEA. Hagamos la
contruccion por doble recursion.

= Fijamos una identificacion de V con w, de la siguiente manera {(nl,V}, BL)}acs, con B <w.
Note que por la proposicién anterior tiene sentido enumerar a dichas tercias con [3. Ahora
bien, definamos:

o AL =2
o A=AV
o AL = ALV

Con ello definamos A = Unes AL. 6

» Para construir a AT considere dos casos:

1. Si A" satisface CEA, definamos AT =A™,

2. Si A™ no satisface CEA, hagamos una construccion andloga a la que se realizé para
construir A sélo que ahora las variedades V son definidas sobre A™ y los subcampos B
son subcampos A™.

Con ello definamos AFA .= _ A",

new

Nos gustaria destacar algunos hechos de la contruccién, los cuales debido a su importancia los
dividiremos en cuatro proposiciones.

Proposicién 3.2.6. Para cada n € w se tiene que A" € Eegr. Mds atin ACFA € £,

Demostracion. La prueba se realiza por induccién sobre n, utilizando el corolario 3.2.1 y utilizando
el hecho de que &4 es cerrado bajo uniones de cadena. O

6Notemos que la construccién no depende del orden por el hecho 3.2.1.
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Q[CEA

Proposicion 3.2.7. Dado A como lo pide la contruccion 11 se tiene que es unico salvo

isomorfismos.

Demostracion. La prueba se sigue de los hechos 3.1.4 y 3.2.1, tnicas afirmaciones importantes no
demostradas en este capitulo. O

Proposicién 3.2.8. Dado A como lo pide la contruccion 11 se tiene que ACF4 satisface CEA.

Demostracion. Sea V una variedad perfectamente rotunda en AF4 definible en %8 subcampo fini-
tamente generado de A¢F4. Como ACFA = Uneo A" se tiene que V' es una variedad perfectamente
rotunda de 2’ para alguna i € w y B es subcampo finitamente generado de algin 27.

Por lo que V' y B8 cumplen lo deseado en 2147} y por el paso max{i,j} de la construccién
se tiene que hay (¢, Egcra(C)) genérico en V sobre B.

O
Proposicién 3.2.9. Dado 2 como lo pide la contruccion 11 se tiene que A 3 ACEA,
Demostracion. Utilizando el lema 3.2.1 y la proposicién 2.2.1 es claro que:
A=A A2 <L
De nuevo por la proposicién 2.2.1, concluimos que:
oA < YCEA,
O

Las proposiciones anteriores nos hacen ver que A¢F4 cumple con lo que nos gustarfa, ya sélo

queda un ultimo detalle que es precisamente lo que enuncia la siguiente proposicién.

Q[CEA

Proposicion 3.2.10. Si 2 € ., numerable entonces es numerable.

Demostracion. La prueba se hace por doble induccién, utilizando el corolario 3.2.1, el hecho de
que tenemos un niimero numerable de tercias y que la unién numerable de conjuntos numerable es
numerable. m

Antes de dar nuestro modelo queda por demostrar el detalle mencionado al inicio, que es preci-
samente la relacién entre CEA y el axioma V.

Lema 3.2.2. Sea 2 € £, ), tal que satisface CEA entonces A € £ o s €s decir, U satisface
el azioma V.

Demostracion. Sean B Cyi, Ay V C A" X (A*)™ una variedad irreducible, libre y rotunda definida
sobre < B > tal que dim(V) = n. Por el teorema 3.2.1 existe un m € N\{0} tal que V,, es
perfectamente rotunda de dimensién n y tal que se encuentra definida sobre < B >g.

Como U satisface CE A existe un (g, E(g)) € A™ x (A*)™ tal que es genérico en V;,, sobre < B >q,
es decir,

H<B>Q{ (Vm) = H<B>Ql (g) E(g))

Afirmamos que (mg, E(g)™) € A™ x (A*)™ es genérico en V sobre < B >g¢. Probemos que

]I<B>Q1 (V) = H<B>Ql (mgv E(g)m)
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Sea p(T1, .oes Ty Y1, s Un) € Lepsy (V). Definamos p™(z,y) := p(mz,§™), note que clara-
mente p™ € A[Z,5] y que p™(a,b) = p(ma,b™). Dado (a,b) € V,, entonces (ma,b™) € V y como
p € Ieps, (V), tenemos:

p™(@,b) = p(ma,b™) = 0.

) concluimos que

Por ende p™(Z,§) € Iepsy (Vin). De donde como Ieps, (Vin) = Iepsy (9, E(7)
€ l<ps>y(mg, E(3)™).

0
p™(g, E(g)) = 0, pero p™ (g, E(9)) = p(mg, E(mg)). Lo cual implica que p(Z, )
Se hace de manera andloga realizando la misma transformacion.

Por lo tanto, (mg, E(mg)) es genérico en V sobre < B >gy. Por lo cual 2 € £ EZ£Tsch'
O
Después de tanto trabajo estamos preparados para dar nuestro primer modelo.
Teorema 3.2.2. NE := (M)FLAYCEA e5 un campo pseudo-exponencial, es decir, NE € & o8t sch-

Demostracion. Ya hemos hecho todo el trabajo pero recapitulemos. Recordemos que 91 es el E—campo
con nucleo estandar construido por medio del paso dos de nuestra construccién. Por el teorema 3.1.1
(‘JT)ELA € E.st y es numerable. Por lo que por la proposicion 3.2.6 NE € E.4;.
Luego por la proposicién 3.1.1 20p X 91 2 (M)FLA y por la proposicién 3.2.9 (9)FLA < NE por
lo que por transitividad
Ag 3 NE

y por la proposicién 3.1.2 N& satisface la propiedad de Schanuel. Por ende, M& € Eq¢ sch-
Como 91¢ es numerable, la cerradura de cualquier conjunto finito es a lo mas numerable y por
ende NE € £,

est,sch*
Por 1ltimo, por la proposicién 3.2.8 tenemos que NE satisface CEA y por el lema 3.2.2 ello
implica que NE satisface el axioma V.

Por lo tanto, M¢ € £CT* O

est,sch*

. cn,* - . .
Por lo tanto, se tiene que £C ;" ., 7# 0 v que ch;i,sch es consistente. Con ello terminamos con

este capitulo, es momento de pasar a estudiar lo que es una pregeometria y lo que es una clase
cuasiminimal excelente. 7

Observacién 5. Note que la construccion de NE no depende de ninguno de los hechos enunciados
en el capitulo. Dichos hechos unicamente son necesarios para la prueba de que NE es unico. La
razon por la cual decidimos enunciarlos es para hacer notar al lector que la construccion estd bien
hecha. De hecho, podria construirse un modelo sin la necesidad de tocar las variedades kummer
genéricas y el thumbtack lemma pero dicho modelo no seria inico.

"Ver el apéndice C para la construccién de un modelo de dimensién infinita, la definicién de dimensién utilizada
es la definicién 4.1.3.
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Capitulo 4

Clases Cuasiminimal Excelentes

En este capitulo estudiaremos las clases cuasiminimal excelentes, pues como veremos en el
préximo capitulo ECS." ., es una clase cuasiminimal excelente. El teorema fundamental de este

capitulo es el siguiente:

Teorema*. Si C es una clase cuasiminimal excelente definida por Te en Ly, . excepto CN*, el
operador cerradura es definible en L, ., y tiene un modelo de dimension infinita entonces C es no
numerable categdrica.

Cabe mencionar que por no numerable categérica nos referimos a que para todo x no numerable
hay un tinico modelo de cardinalidad . La prueba del teorema se realizard en dos partes, en la
primera demostraremos que a lo mas hay uno y para eso sélo necesitamos la hipétesis de que C sea
cuasiminimal excelente y en la segunda se probaré la existencia del modelo de cualquier cardinalidad
no numerable bajo las hipdtesis del teorema.

Para ello serd necesario en un primer momento estudiar lo que es una pregeometria para mas
tarde introducir el concepto de clase cuasiminimal excelente y comenzar a demostrar ciertos lemas
que desembocardan en nuestro teorema.

4.1. Pregeometrias cerradas numerables

Definicién 4.1.1. Una pregeometria es una pareja ordenada (2, clg) donde 2 es una estructura
y cly es un operador en A, cly : P (A) — P (A), tal que cumple:

1. Si C C A entonces C C cly(C) y cly(cly(C)) = cly(C).

2. Si C C B C A entonces cly(C) C cly(B).

w

. (Principio del intercambio) Si C C Ay a,b € Ay a € cly(C U {b}) entonces a € cly(C) o
bien b € cly (C' U {a}).

4. (Principio de finitud) Si C C Ay ¢ € cly(C) entonces hay Cy C 4y, C tal que ¢ € cly(Ch).

1Lo que se entiende por C'N es parte de la definicién 4.1.1.

67
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5. (Cerradura numerable, CN 2) Si C' C;,, A entonces cly(C) es numerable.

Dado que la notacién cly estd muy cargada en caso de que no se preste a confusiones utilizaremos
Unicamente cl.

Diremos que C' C A es cerrado sii C' = ¢l(C). Para familiarizarnos un poco con lo que son las
pregeometrias daremos algunos ejemplos y demostraremos algunos lemas que nos seran ttiles en
las préximas secciones.

Ejemplos. 1. La cerradura trivial es una preogeometria, es decir, dado 2l y C' C A si definimos
cl(C) := C obtenemos una pregeometria.

2. Sea 2 un espacio vectorial sobre Q, si dado C' C A definimos ¢l(C) := (C) entonces (2, cl) es
una pregeometria.

Es facil ver que 1. y 2. de la definicién se cumplen. El principio de intercambio se satisface
dado que si a € (X U {b}) y a ¢ (X) entonces:

a =37 1¢;%; + qni1b,
para algin ¢,+1 € Q\{0} y despejando obtenemos que:
b= %71 (=4i/qn+1)Ti + (1/qni1)a,

es decir, b € (X U {a}).

El principio de finitud se sigue del caracter finito de las combinaciones lineales y CN del hecho
de que nuestro campo es numerable.

3. Sea 2 un modelo fuertemente minimal® numerable (un ejemplo de ello seria un campo al-
gebraicamente cerrado). Decimos que b € A es algebraico sobre C C A si hay una férmula
¢(v;w) en Ly, y ¢ € C™ tal que A F ¢[b;¢] y {a € AU E ¢[a;c]} es finito. Con ello, dado
C C A definamos:

acl(C) = {a € Ala es algebraico sobre C'}.

Afirmamos que < 2, acl > es una pregeometria. Una prueba de dicho hecho se encuentra en
[21].

Lema 4.1.1. El azioma 4. es equivalente a cl(C) = Uxc,, ¢ cl(X) para todo C C A.

Demostracion. C. Sea ¢ € cl(C), por hipétesis hay un Cy C f;, C tal que ¢ € ¢l(Cp). Por ende
por la defincién de unién ¢ € |J XCyinC cl(X), con lo que queda probada la contencién.
DO, Por 2. de la definicién de pregeometria tenemos que dado X Cy;,, C entonces cl(X) C cl(C) y

por tanto por la definicién de uniéon hemos acabado.
Trivial utilizando la definicién de unién. O

A partir de ahora utilizaremos principio de finitud para referirnos a cualquiera de los dos
conceptos.

2Se puede trabajar en pregeometrias sin CN pero es més sencillo trabajar con CN y lo necesitaremos para nuestro
teorema.

3Recuerde que un modelo es fuertemente minimal si dado X C A definible en Ly, se tiene que X o A\X es
finito.
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Lema 4.1.2. Dados B,C C A tenemos que cl(AU B) = cl(cl(A) Ucl(B)).

Demostracion. Por 1. de la definicién de pregeometria tenemos que AU B C cl(A) U cl(B), ya
que ¢l es monétono cl(AU B) C cl(cl(A) Udcl(B)).

Como A € AU B y ya que ¢l es mondtono tenemos que cl(A) C cl(A U B). De manera
andloga tenemos que cl(B) C cl(AU B). Dado que cl(A)Ucl(B) C cl(AU B) y que ¢l es monétono

se tiene que:
q cl(cl(A) Uel(B)) C cl(cl(AU B)),

de donde por el iniciso 1. de la definicién de pregeometria cl(cl(A U B)) = cl(A U B), con lo que
queda demostrada la contencion. O

Lema 4.1.3. Si C C A es infinito entonces |cl(C)| = |C].4

Demostracion. Por el principio de finitud tenemos que cl(C) = UngmC cl(X) y dado que contamos
con CN para todo X Cy;, C tenemos que |cl(X)| < Xg. De donde,

Yxcimclcl(X)| [Al no ser necesariamente ajenos]

-
E
A

IA

Yxc,cNo [Por CN]
= |P=¥(C)|Rg = |C|R¢ [Propiedades basicas de la aritmética cardinal]
= max{|C|,Ro} = |C| [Al ser C infinito]

Por lo tanto, |cl(C)| < |C]. La otra desigualdad se sigue de 1. de la definicién. De ahi que |cl(C)| =
IC|. O

La razon por la cual nos interesa estudiar las pregeometrias es por el hecho de que tienen una
nocién de dimension, la cual nos premitird construir isomorfismos. Para llegar a la definiciéon de
base es necesaria la nocién de independencia.

Definicién 4.1.2. Diremos que C' C A es independiente si para todo ¢ € C tenemos que ¢ ¢

cd(C\{c}) .

Definicién 4.1.3. Diremos que C' C A es base de 2 si C es independiente y A C cl(C). De la
manera usual, diremos que la dimensién de 2 es igual al tamano de cualquiera de sus bases.

Para que la nocion de dimensién esté bien definida es necesario demostrar que todo modelo tiene
una base y que cualesquiera dos bases son biyectables, lo cual demostraremos en los siguientes tres
lemas.

Lema 4.1.4. Si D es independiente, D C C y ¢ € C tal que ¢ ¢ cl(D) entonces para toda d € D
tenemos que d ¢ cl((D\{d}) U {c}).

Demostracion. En miras de obtener una contradiccién, supongamos que hay un d € cl((D\{d}) U
{c}) entonces como D es independiente d ¢ cl(D\{d}) y por lo tanto por el principio de intercambio
¢ € cl(D), contradiciendo la hipdtesis. O

4Para este resultado es necesario CN.
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Lema 4.1.5. Dada (2, cly) pregeometria existe B tal que B es base de 2.
Demostracion. Lo haremos en 2 casos:
1. Caso 1: (cl(f) = A) Entonces B = () es la base buscada.

2. Caso 2: (cl(D) # A) Sea a € A\cl(D) por lo que {a} es independiente. La prueba se hard uti-
lizando el lema de Zorn. Definamos:

CP :={X C A|X es independiente y {a} C X C A}.
Sea {C}}icr una cadena en C' P, afirmamos que | J;; C; es cota superior tal que | J,.; C; € CP.

Claramente es cota, sélo queda ver que es independiente.

Supongamos que no, entonces hay un ¢ € | J;; C; tal que ¢ € cl(lJ;¢; Ci\{c}). Por el principio
de finitud, hay un Co Cyin U;c; Ci\{c} tal que ¢ € cl(Cp). Dado que Cp U {c} es finito y
tenemos una cadena, hay un C; tal que Co U {c¢} C Cj;. Pero ello implica, dado que ¢l es
monotona, que ¢ € cl(C;\{c}). Lo cual es una contradiccién con la independencia de C;.

De donde por el lema de Zorn tenemos un B maximal. Note que dado que B € CP es
independiente, solo queda observar que genera. Supongamos que no, entonces hay un b €
A\cl(B) tal que BU {b} D B. Por un argumento anélogo al del lema anterior, con D = By
C = B U {b}, se obtiene que BU {b} € C'P; lo cual contradice la maximalidad de B. Por lo
tanto, B es la base buscada.

O

De manera andloga a la prueba anterior es posible extender a todo conjunto independiente a
una base.

Lema 4.1.6. Sean B,C C A independientes tales que C C cl(B) entonces:

1. Para cualesquiera Cy C C y By C B tales que CyU By es base de cl(B) y ¢ € C\Cy entonces
hay un b € By tal que Cy U {c} U (Bo\{b}) es base de cl(B).

2. |C| < |B|.
3. 8t B y C son bases de A entonces |C| = |B|.

Demostracion. 1. Sea ¢ € C\Cy, como C' es independiente, C C ¢l(B) y CoU By es base de cl(B)
entonces hay un D C By, tal que |[D| > 1y ¢ € cl(D U Cp). Sea Dy de cardinalidad minima,
note que por el principio de finitud Dg es finito.

Ahora bien, por la minimalidad de Dy, para todo d € Dy se tiene que ¢ ¢ cl(Co U (Do\{d})),
lo cual por principio de intercambio implica que d € cl(Cy U {c} U (Do\{d})).

Sea b € Dy, dado que Dy C By por ende
b e c(CoU{c} U (Do\{b})) C cl(Co U{c} U (Bo\{b})).
Note que debido a ello se tiene que:

Co U By = Co U (Bo\{b}) U {b} C cl(Co U {c} U (Bo\{b})).
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Por lo que por la monotoneidad y el hecho de que Cy U By es base cl(B) se tiene que:

cl(B) = ¢l(Co U By) = ¢l(Co U {e} U (Bo\{b})).

Por lo tanto, CoU{c}U(Bo\{b}) genera, ya s6lo queda observar que el conjuto es independiente.
Afirmamos que ¢ ¢ cl(Co U (Bp\{b})) va que si no:

(Bo\{b}) U Co U{c} € cl(Co U Bo\{b}),

de donde por idempotencia y monotoneidad se tendria que:

cl((Bo\{b}) U Co U{c}) C cl(Co U (Bo\{b})).

Y dado que por construccién b € ¢l(Bo\{b}UCyU{c}), ello implicaria que b € cl(CoU(Bo\{b})),
contradiciendo la independencia de Cy U By y por el el lema 4.1.4 hemos terminado tomando
a D = CoU (Bo\{b}).

2. Haremos dos caso:

a) Caso 1: (B finito) Procedamos por contradiccién. Supongamos que B es finito de tamano
n 'y sean {c1,...,chr1}+ € C. Aplicando 1. a Cyp = ) y By = B n-veces, llegamos a que
hay by, ..., b, tal que

{e1,.cyen} UB\{b1,....,b,} = {c1,...,cn}

es base de cl(B) y como por hipétesis C' C cl(B) entonces ¢,,4+1 € cl({cy,...,cn}) contra-
diciendo la independencia de C'. Por lo tanto, si B es finito entonces |C| < |B|.

b) Caso 2:(B infinito) Como por hipédtesis tenemos que C C cl(B), por ende |C| < |cl(B)],
y dado que B es infinito, por el lema 4.1.3 |cl(B)| = |B|, por lo que hemos terminado.

3. Se sigue trivialemente de 2., ya que al ser C'y B bases de 2 se tiene que son independientes
y que C C cl(B) y que B C cl(C).
O

Un 1ltimo hecho que sélo es cierto en pregeometrias con CN y que nos serd sumamente impor-
tante es lo que menciona la siguiente corolario.

Corolario 4.1.1. Sea (U, cly) una pregeometria tal que |A| > Rgy entonces cualquier base de A es
biyectable con A.

Demostracion. Se sigue directo del lema 4.1.3. O

Definicién 4.1.4. Si (2, cly) es una pregeometria y B C A numerable, (2, cl) es la pregeometria
relativa respecto a B donde clf (X) = cly (X U B) para todo X C A.

Queda ver que en realidad es una pregeometria pero el resultado es trivial. Cabe destacar que
si trabajamos en pregeometrias sin C IV, no es necesaria la hipétesis de numerabilidad sobre B.

Definicién 4.1.5. Dado D C A diremos que D es independiente sobre B si D es independiente en
(A, clF).
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Con ello en mente se tiene la siguiente definicién.

Definicién 4.1.6. Dados X Cy;, Ay B C A definimos la dimensién de X respecto a B como la
cardinalidad del minimo Xy C X tal que X es independiente y genera a X en la pregeometria
(A, clF). Lo denotaremos por dim.(X/Y).

Antes de terminar con esta introduccién general demostraremos un 1ltimo lema que serd muy
atil en nuestras construcciones.

Lema 4.1.7. Sean (U, cly) una pregeometria, B C A y X, Y C B tal que B es en conjunto
independiente entonces tenemos que (X NY) = cl(X) Nel(Y).

Demostracion. Dado que XNY C X por la monotoneidad de ¢l tenemos que cl(XNY) C cl(X).
De manera anéloga cl(X NY) C cl(Y). Por lo tanto,

A(XNY) Cd(X)NdY).

La prueba la haremos por contradiccién. Supongamos que hay una z € cl(X)Nel(Y)\cl (XN
Y’). Por principio de finitud tenemos que

M = {X'|X' Ctin X tal que z € cl(X')} # 0,

por lo que sea X un conjunto minimal respecto a la cardinalidad en M. Andlogamente tomemos
Yo gfin Y.

Notemos que Xo € Y, ya que si fuera el caso, tendrfamos que X, € XNY y por la monotoneidad
de cl llegariamos a que:

cd(Xo) Ce(XNY).

Lo cual implicaria que z € cl(X NY), lo que es una contradiccién con nuestra hipétesis. Por ende,
hay un = € Xo\Y.

Por la minimalidad de X, tenemos que z € cl(Xp) pero z ¢ cl(Xo\{z}) por lo que el principio
de intercambio nos asegura que z € cl(Xo\{z} U {z}).

Ahora bien note que

Xo C cl(Xo\{z} U {z})
por contruccion. De donde por monotoneidad e idempotencia de ¢l se sigue que:
cl(Xo) € cl(Xo\{z} U {z}).
De manera anéloga, como z € cl(Xy) se tiene que:
cd(Xo\{z} U {z}) C cl(Xp).

Por ende, cl(Xg) = cl(Xo\{z} U {z}).
Haciendo la construccién andloga para Y tenemos que hay un y € Yp\X tal que cl(Yp) =
cd(Yo\{y} U{z}). Por ende por el lema 4.1.2 se sigue que:

cl(Xo UYp) = cl(cl((Xo\{z}) U{z}) Ucl((Yo\{y}) U{z})) = cl((Xo\{z}) U (Yo\{y}) U{z}).

Por otro lado, ya que = € Xp\Y tenemos que x ¢ Xo\{z} UY} y andlogo para y. Por lo que
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|(Xo\{z}) U (Yo\{y}) U{z}] < [Xo U Yo|.

Considere E := cl(Xo UYp). Note que al ser Xo,Yy C B, B independiente, Xy U Y] es base de
E. Pero por la construccién hecha, también se tiene que (Xo\{z}) U (Yo\{y}) U {z} es base de FE
de cardinalidad menor. Lo cual es una contradiccién con la unicidad del tamano de las bases.

Por lo tanto, no puede existir tal z, de lo que concluimos que

A(X)nd(Y)Ce(XNY).

4.2. Definicion

Ya que hemos estudiado lo que es una pregeometria estamos en posiciéon de definir lo que se
entiende por una clase cuasiminimal excelente pero antes es necesario dar algunas definiciones para
que la definicién sea digerible.

Definicién 4.2.1. Un conjunto Ay C A es elegante si hay un subconjunto independiente B en A
numerable y un nimero finito By, ..., B, de subconjuntos de B tal que Ay = {J;—; cla(B;).

Para ver que la la definicién no es trivial daremos algunos ejemplos.

Ejemplos. Considere 2 = (Q3,{¢'}4c0,+,0) como espacio vectorial y dado X definimos cl(X) =
(X), donde recordemos que (X) es el Q-espacio vectorial generado por X. Veamos algunos ejemplos
de conjuntos elegantes y no elegantes en esta estructura:

1. @3 es elegante porque Q3 = ¢l({(0,0,1),(0,1,0),)(1,0,0)}).
2. B:={(3t,2t,—t)|t € Q}U{(4t,t,0)|t € Q} es elegante ya que B = l((3,2,—1))Ucl((4,1,0)).
3. C:=Q3\{0} no es elegante ya que para todo X C Q? se tiene que 0 € cl(X).

4. C = U,em 01 ((1,1/n,0)) no es elegante.

Supogamos que sf lo es, entonces hay un B independiente y By, ..., B, tal que C' = |J;,, cl(B;).
Como C' es la unién de rectas entonces |B;| = 1 para todo i pero como C es la unién de un
nimero numerable de rectas, no es posible verlas como la unién de un nimero finito, es decir,
C # U;en cl(B;), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, C' no es elegante.

Observe que si X es elegante entonces se tiene que X es numerable al ser la tinion de un niimero
finito de conjuntos a lo méas nimerables.

Definicién 4.2.2. Sean B C Ay X Cy;, A. Diremos que tp,;(X/B) estd determinado sobre un
conjunto finito By Cy;n, B, si para todo L—monomorfismo parcial f, f : X — A, y para cada fi
L—monomorfismo parcial, f1 : B — A, si fU f1 [p, es L—monomorfismo parcial entonces f U f;
también lo es.

Con base en la seccién anterior y las dltimas definiciones estamos preparados para dar la defi-
nicién més importante de este capitulo y una de las més importantes de todo el trabajo.
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Definicién 4.2.3. Diremos que una clase C en un lenguaje L es cuasiminimal excelente si es una
clase de estructuras y para cada 2l € C hay un operador cly cerradura satisfaciendo las siguientes
propiedades:

1. El operador cly es tal que:

a) Dadas (2, cly) y (B, clp) dos L—estructuras tal que A € Cy f : A — B un L—isomorfismo
tal que para todo X C Ay a € A se satisface que a € cly(X) sii f(a) € ca(f(X)).
Entonces B € C con clsy.

b) Cada cly define una pregeometria cerrada numerable en 2I.

¢) Para cualquier X C A tenemos que cly(X) € C, note que ello nos quiere decir que cly (X)
es una L—estructura.

d) Si f es un L—monomorfismo parcial de A € C y B € C donde f vade {X}U{y} C Aen
{f(X)}U{f(y)} C B entonces tenemos que y € cly(X) si y sélo si f(y) € cla(f(X)) .

2. (Rg-homogeniedad sobre modelos numerables) Sean 2A,B € C, G C Ay G’ C B tales que
G, G’ son vacios o numerables y cerrados y g : G — G’ es L—isomorfismo entonces:

a) Siz € Ay a2’ € B son independientes de G y G’ respectivamente entonces g U {(z, z)}
es un L—monomorfismo parcial.

b) Sea f un monomorfismo parcial con dom(f) = X finito. SigU f : GUX — B es un
monomorfismo parcial y y € cly (X UG) entonces existe un 3’ € B tal que gU fU{(y,vy')}
es un L—monomorfismo parcial.

3. (Excelencia) Sea 2 € C y C C A elegante entonces para todo X Cy;y, clo(C) el tpar(X/C)
estd determinado sobre un conjunto Cy C ¢y C.

Ejemplo. Los campos pseudo-exponenciales forman una clase cuasiminimal excelente, la prueba
de dicho hecho es el objetivo del siguiente capitulo.

Cabe mencionar que en uno de los resultados mas importantes e inesperados de los ultimos
cinco afios en la teorfa de modelos, Bays, Hart, Hyttinen, Kesélad y Kirby demostraron en [9] que
de hecho el axioma de excelencia se sigue de los dos primeros. Desafortunadamente en este texto
no se realizard la prueba de dicho hecho pero se invita al lector a consultar la misma.

Antes de pasar a demostrar unicidad, demostraremos algunas cosas para familiarizarnos un poco
con la definicion.

Definicién 4.2.4. Sean 2l y B dos L—estructuras. Dado X € AN B decimos que f:Y C A —
Y’ C B es X —monomorfismo parcial si ¢ = f U Ix es monomorfismo parcial, donde Ix = idx.

Corolario 4.2.1. Sean 2 € C cuasiminimal excelente, x,y € A y X Cyrin A tal que z,y € A\cl(X)
entonces tpgga (2 A(X)) = thags (y/cl(X)).

Demostracion. Considere I;(x) la identidad en cl(X). Claramente es un isomorfismo de cl(X)
en cl(X) y dado que por hipétesis 2 cumple CN, cl(X) es numerable y trivialmente es cerrado.
Como z,y ¢ cl(X) tenemos que ambos son independientes de ¢l(X) por lo que por la parte dos de
Rg—homogeniedad tenemos que I(x) U {(z,y)} es monomorfismo parcial.

Por lo que por la definicién de monomorfismo parcial tenemos que:
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tPg fa (l‘/Cl(X)) = lpgfy (y/CZ(X))

O

Proposiciéon 4.2.1. Sean A, A" € C una clase cuasiminimal excelente, G C A y G’ C A" numerables
y cerrados o vacios y g : G — G’ isomorfismo. Sea f: X C A — X' C A’ monomorfismo parcial
tal que dom(f) = X yim(f) = X’ son finitos y que fUg: X UG — X' UG’ es monomorfismo
parcial. Entonces existe F 2 f U g isomorfismo entre cly (G U X) y cloy (G'U X').

Demostracion. La idea de la prueba es construir F' recursivamente por el método de back-and-forth,
el cual serd posible realizar principalmente debido a que contamos con Xg—homogeneidad.

Como X es finito y G es numerable por C'N se tiene que clg (GUX) es numerable. Andlogamente
se tiene que cly/ (G’ U X') es numerable. Sean {z, }necw ¥ {Z}, }necw enumeraciones de cly (G U X)
y clg(G' U X') respectivamente. Con dichas enumeraciones iremos construyendo monomorfismos
parciales de cly (G U X) a cly/ (G U X') tales que para toda n:

1. dom(f,) sea finito.

[\

- Jn C frt1-

3. fn Ug sea monomorfismo parcial entre subconjuntos de clg (G U X) y clg (X' U G').

4. Sin =2k + 1 entonces {x;}i<x C dom(f,) y si n = 2(k + 1) entonces {z}};<x C im(fn).
Hagamos la contruccién por recursién.

= Si n =0, definamos fy = f. Por hipdtesis dom(f) es finito y f U g es monomorfismo parcial
de 2 en A’ pero como dom(f Ug) C cly(GUX) y im(f,) C cly (G U X'), este también es
monomorfismo parcial entre cly (G U X) y clo (G U X').

= Sin esimpar. Sea

a :=min{z € cly(GU X)|z € clgy (G U X)\dom(fn—1)}

Donde min quiere decir el minimo respecto a nuestra enumeracién. Note que g : G — G’ es
isomorfismo entre conjuntos cerrados y numerables o vacios, que por construccién gU f,_1 es
monomorfismo y que dom(f,—1) es finito. Mds ain, como a € clg (X UG) y X C dom(fn_1)
por la condicién 2. y la base de la contruccién se tiene que a € cly(G U dom(fn—1)). Por
ende, por No—homogeneidad b) en el modelo clo(G U X) existe o’ € cly (G’ U X”') tal que
gUfn—1U{(a,a’)} es monomorfismo. Por lo tanto, definamos f,, = f,—1U{(a,a’)}. Claramente
fn cumple las tres primeras condiciones, la prueba de que la cuarta se sigue por induccién
sobre la construccion.

= Sin es par distinto de cero. Sabemos por recursiéon que f,_1 es monomorfismo parcial entonces
7:_11 en su imagen es monomorfismo parcial; por lo que haciendo una construccién analoga
pero ahora en cly/ (G’ U X') obtenemos un h. Definimos a f,, = h~! en su imagen. Claramente

fn cumple lo deseado.
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Ahora bien, definamos F' = J,,c,, fn. Por los pasos impares tenemos que dom(F) = clo (G U X)
y por lo pares que Im(F) = cly (G’ U X') de donde concluimos que F es biyeccién. Pero debido a
que es la uniéon de monomorfismos parciales se tiene que F' es un isomorfimo y claramente extiende
afuUg.
Por lo tanto, F : cly (G U X) — cly (G’ U X') es isomorfismo.
O

La prueba anterior es parecida a lo que realizaremos en la siguiente secciéon por lo que sugerimos
al lector releerla en caso de tener dudas respecto a la misma. Antes de terminar, es pertinente
enunciar un ultimo corolario.

Corolario 4.2.2. Bajo las hipdtesis del teorema anterior si a € A\clg(GUX) y a’ € A'\cly (G' U
X') entonces gU f U{(a,a’)} es monomorfismo parcial.

Demostracion. Por la proposicién anterior existe F' O fUg isomorfismo entre cly (GUX) y cloy (G'U
X"). Como ambos son numerables, ya que contamos con C'N por Rg—homogeniedad a) se tiene que
FU{(a,a’)} es monomorfismo parcial y por ende f U gU {(a,a’)} es monomorfismo parcial. O

4.3. Unicidad

En esta seccion demostraremos algunos lemas y teoremas que nos seran utiles para demostrar
Teorema*. De hecho terminaremos esta seccién con la primera parte de Teorema* pero antes de
ello es necesario dar algunas definiciones.

Definicién 4.3.1. Diremos que un monomorfismo parcial (monomorfismo) f, f : A — B, es
cerrado sii dado X C A tal que X estd en el dominio de f y es cerrado entonces f(X) es cerrado.
En el caso de que la inclusién de 2 en ‘B sea cerrada, diremos que 2l es subestructura cerrada de
B v lo denotaremos por 2 < 8.

Definicién 4.3.2. Diremos que un monomorfismo parcial (monomorfismo) f, f : A — B, es
semicerrado sii dom(f) es cerrado en 2y f(dom(f)) es cerrado en B.

Queda ver la relacién que existe entre ambos conceptos en el contexto de una clase cuasiminimal
excelente y es justamente ello lo que dice nuestra siguiente proposicion.

Proposicion 4.3.1. Sean C una clase cuasiminimal excelente, A,B € C, f : A — B mono-
morfismo parcial y dom(f) es cerrado en 2 entonces f es monomorfismo parcial cerrado sii f es
monomorfismo parcial semicerrado.

Demostracion. La ida es trivial por lo que sélo probaremos la vuelta. Sea X C dom(f) tal que
X es cerrado en 2. Como lo que queremos demostrar es que f(X) es cerrado, lo que haremos
serd demostrar que clg (f(X)) = f(X). El hecho de que f(X) C el (f(X)) se sigue de la definicién
de pregeometria.

Para la otra contencidn, sea a € clg(f(X)). Note que f(X) C f(dom(f)) y que por mono-
toneidad clg(f(X)) C cs(f(dom(f))), pero como f(dom(f)) es cerrado entonces cly (f(X)) C
f(dom(f)). Por ende, hay un b € dom(f) tal que f(b) = a. Ahora bien, por definicién de cuasimi-
nimal excelente 1. d) como f(b) € cly (X), se tiene que b € cly (X). Més atin, como por hipdtesis X
es cerrado tenemos que b € X. Por lo que a = f(b) € f(X). Como a era arbitraria queda probada
la contencion. O
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Por lo tanto, las definiciones son equivalentes bajo la hipdtesis adicional de que el dom(f) es
cerrado. Ademads note que en el caso de tener un monomorfismo son equivalentes pues A es cerrado
con clg. Otros dos hecho importantes son los siguientes.

Proposicién 4.3.2. Sean C una clase cuasiminimal excelente, 4,8 € C y f : A — B monomor-
fismo parcial cerrado. Si X C dom(f) entonces

clos (f(X)) = flcla(X)).

Demostracion. Como X C cly(X) se tiene que f(X) C f(clg (X)) y por la monotonia de cly

se tiene que clyg (f(X)) C ey (f(cly(X))).
Pero como f es cerrada se tiene que clg (f(cly(X))) = f(cly (X)), de donde se concluye que:

clss (f(X)) C f(cla(X)).

Sea x € f(cly(X)) entonces hay un y € cly(X) tal que f(y) = x. Por ende como f es
monomorfismo por 1.d) de la definicién de clase cuasiminimal excelente tenemos que = € clogs (f(X)).
O

Lema 4.3.1. Sean A,B € C, X C A y A C*B entonces:
1. CZQ[(X) = Clq;(X) NA.
2. Mds ain si A < B entonces cly(X) = clg(X).

Demostracion. 1. Sea x € cly(X), como A es subestructura de B la inclusién es un mo-
nomorfismo parcial. Por 1.d) de la definicién de clase cuasiminimal excelente z € clg(X)
sii i(z) € cp(i(X)), por ende i(x) € clp(i(X)) pero al ser ¢ la inclusién llegamos a que
x € clp(X). Ademds como cl es una pregeometria en A, cly(X) C A con lo que tenemos que
x € clyp(X) N A.

Sea x € clyu(X) N A. Considere iy : B D A — A inversa en la imagen. Note que es un

monomorfismo parcial y que al estar € A, x € domig. Por lo tanto, aplicando de nuevo 1.d)
tenemos que z € cly(X).

2. Al ser i(A) = A cerrado en B tenemos que clp(A) = A y dado que X C A entonces
cls(X) Celp(A); por lo tanto clg(X) N A = clg(X) y por la parte uno acabamos.
O

Al principio de la seccion 4.2 definimos lo que era ser un conjunto elegante y no hemos vuelto
a tocarlos, lo tinico que sabemos hasta ahora de ellos es que son pieza fundamental de la condicién
de excelencia. Debido a ello a continuacién daremos una proposicién para familiarizarnos con ellos
vy que sera muy util al probar los grandes teoremas del capitulo.

Lema 4.3.2. Si X es un conjunto elegante y f es un monomorfismo parcial cerrado tal que X
estd en el dominio de f entonces f(X) es elegante.

Demostracion. Como X es elegante hay un D numerable e independiente y D1, ..., D,, C D tal que

X = CJ cla(Dy).
i=1
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Note que como X estd en el dominio, cly(D;) ¢ € {1,...,n} estdn en el dominio. Considere a
E = !, D;, dado que est4 contenido en D, E es numerable y al ser f inyectiva f(E) es numerable.
Afirmamos que f(F) es el que funciona, es decir, (D), ..., f(Dy) son tales que

f(X) = _U cles (f(D;))

y que f(E) es independiente.

Note que como f es cerrado por la proposicién 4.3.2 se tiene que clss (f(D;)) = f(cla(D;)) para
todo D;.

De ahi que

n n

F(X) = flels(Di) = | el (£(Dy).

i=1 i=1

La independencia de f(E) se sigue de 1.d) y del hecho de que f(A\{a}) = f(A)\{f(a)} al ser f
inyectiva. Por lo tanto, f(X) es elegante. O

Antes de pasar a un primer teorema es pertinente introducir una tultima definicién.

Definicién 4.3.3. Dado 2 € C, decimos que Y C A es primo sobre X C Y si para todo B €C y
todo monomorfismo parcial cerrado de X a B, este puede ser extendido a un monomorfismo parcial
de Y a‘B.

Teorema 4.3.1. Sean 2, A" € C cuasiminimal excelente y X C A elegante. Entonces si f : X C
A — X' C A" es monomorfismo parcial cerrado tal que cly(X) = A y clo (X') = A’ entonces f
puede ser extendido a F isomorfismo entre A y 2.

Demostracion. La idea de la prueba es ir construyendo F' recursivamente por un argumento de
back-and-forth, el cual podremos hacer por ser C cuasiminimal excelente.

Sean 2A,A" € C y f un monomorfismo parcial cerrado tal que dom(f) = X y im(f) = X'.
Notemos que X es numerable al ser elegante y contar con una pregeometria con CN y no sélo eso,
sino que al cumplir nuestra preogeometria con CN se tiene que A es numerable. Ahora bien, por
el lema anterior se tiene que f(X) es elegante por lo que por un razonamiento andlogo al anterior
podemos concluir que A’ es numerable.

Sean {zn}necw enumeracién de A y {z] }neco enumeraciéon de A’. Con dichas enumeraciones
iremos construyendo monomorfismos parciales f,, de 2 a 2’ tales que para cada n:

1. dom(fy) sea finito.

2. fn C frr1-

3. fn U f sea monomorfismo parcial.

4. Sin =2k + 1 entonces {z;}i<x C dom(f,) y si n = 2(k + 1) entonces {z}};<x C im(fy).
Hagamos la siguiente contrucciéon por recursién.

= Sin =0, definamos fo = 0 y claramente cumple lo deseado.
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= Sin esimpar. Sea
a = min{z € Alx € A\dom(fn-1)}.

Donde min es el minimo es respecto a la enumeracion {z, }neq-

Sea P := dom(fn—1) U {a} C clo(X), por excelencia el tp,s(P/X) estd definido sobre un
conjunto X tal que X; Cyy X.

Como a € cly(X) por el principio de finitud hay un Xs Cy; X tal que a € cly(Xa).
Claramente Xy = X; U Xy cumple ambas propiedades, es decir, el tp,r(P/X) estd definido
sobre el conjunto Xy que claramente es finito y a € cly(Xp).

Sea g = fr—1 U f | Xo. Como por induccién f,—1 U f es monomorfismo entonces g es un
monomorfismo parcial. De donde como a € cl(Xy) C cl(XoUdom(frn—1)) y €l dom(g) es finito
por Rg—homogeniedad b) hay un b € 2 tal que

fnfl U f rXO U {(a,b)}

es monomorfismo parcial, definamos a f,, = f,—1 U {(a,b)}. Claramente f, cumple 1.y 2., 3.
se sigue de la defincién de que el tp,r(P/X) esta definido sobre Xy y 4. se sigue por induccién
sobre la construccion.

= Sin es par. Por lema anterior f(X) es elegante y note que si f es un monomorfismo parcial, su
inversa en la imagen es un monomorfismo parcial. Por lo tanto, podemos hacer exactamente
la misma construccion que se hizo en el caso que n era impar.

Ahora bien, con ello definamos F' = J, ¢, fn. Afirmamos que F es el isomorfismo buscado. Note
que f C F, al cumplirse que para toda n € w f U f, es monomorfismo, y que F' es monomorfismo,
porque tenemos una cadena de monomorfismos parciales que cubren todo A por los pasos pares.
Ma4s atin por los pasos impares, se tiene que F(A) = A’. Por ende, F es isomorfismo.

O

Corolario 4.3.1. Sean 20,2 € C cuasiminimal excelente y X C A elegante, entonces todo mono-
morfismo parcial cerrado f : X — A’ se extiende a un monomorfismo parcial cerrado F : clg(X) —
A’, es decir, cly(X) es primo sobre X.

Demostracion. La prueba es andloga a la del teorema anterior sélo que nos restringimos a cl(X) y
a cl(f(X)) que se encuentran en la clase por 1. ¢). Notemos que el F encontrado por dicho método
es cerrado, ya que F'(cly(X)) es cerrado en ', al ser F(cly (X)) = cles (f(X)), y por la proposicién
4.3.1. O

Con dicho teorema y corolario a la mano probaremos los siguientes dos teoremas que son los
teoremas que nos aseguraran unicidad, el primero para cuando dim(2l) < ¥; y el segundo para
cuando dim(2() > Ny

Teorema 4.3.2. Sean C una clase cuasiminimal excelente, A, A" € C tal que dim(A) < N;. Sea
G C A vacio o cerrado y numerable y sea fo: G — ' un monomorfismo cerrado. Sea B C A base
de A sobre G y sea g: B C A — A’ una funcidn inyectiva y cuya imagen es independiente sobre
im(fo). Entonces f = foU g puede ser extendida a F : A — A’ monomorfismo. Mds ain, si im(g)
genera A’ sobre im(fy) entonces F es isomorfismo.
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Demostracion. Sea {by} <, una buena ordenacién de B, la cual existe por el Axioma de Eleccion.
Note que como dim(2A) < X; tenemos que p < wy.

Definamos a Gy, = clo(G U {br|A < k}) vy Gl = cla (fo(G) U {g(br)|A < k}) . Construiremos
recursivamente sobre los ordinales k < pu, h, : G, — 2l monomorfimos parciales cerrados tales que:

1. fle

€ hu.

2. hy: G, — G’ sea isomorfismo.

3. Si k1 < ko entonces hy, C hy,.

La construccion la haremos de la siguiente manera:

s Si k=0, sea hg = fo; el cual claramente cumple lo deseado.

= Si Kk es un ordinal limite, sea h, = U5<n hg; el cual claramente cumple lo deseado.

= Si Kk es sucesor, supongamos que £ = [ + 1, serd necesario realizar una construccién por
recusién. Antes de iniciar la construccién, note que G, y G, son numerables pues £ < wy y por
CN. Sean {gn}new ¥ {9, }necw las enumeraciones respectivas. Lo que haremos serd construir

recursivamente sobre los naturales j, monomorfismos parciales y definiremos h, =

new In-

Las j, las construiremos de tal manera que:

1.
2.
3.
4.

dom(j,,) es finito.
jn g jn+1~
Jn U hg es monomorfismo parcial.

Sin = 2k + 1 entonces {z;}i<x C dom(j,) y si n = 2(k + 1) entonces {x}}i<r C im(jn).

Con ello en mente realicemos nuestra construccion.

Sin = 0sea jo := {(bs, f(bg))}. Por hipétesis de induccién hg es isomorfismo entre G
y GfB numerables. Al ser f inyectiva, B base sobre G y la im(g) independiente sobre
la im(fo) tenemos que bg ¢ Gg y f(bg) ¢ Gj. Por lo que por Ro-homogeniedad a)
hg U{(bg, f(bg))} es monomorfismo parcial, en particular j, es monomorfismo parcial.
Por lo tanto, jo cumple lo deseado.

Si n es impar. Sea
a =min{b € Gg41|b ¢ dom(jn—1)},

donde por min nos referimos al minimo respecto a la enumercié {gn }new. Por hipdtesis
de induccién hg : Gg — G} es isomorfismo entre Gy y G5, que son subconjuntos
cerrados numerables de los modelos G, y GI..Note que a € G, C cl(Gg U dom(jn—1))
porque bg € dom(jp). Como el dom(j,—1) es finito y jn,—1 U hg es monomorfismo por
Rp—homogeniedad b) hay un o’ € G, tal que j,—1 U hg U {(a,a’)} es monomorfismo
parcial. Sea j, = jn—1 U{(a,a')}.

. . . . . 1 1 . . . .
Si n es par. Realizamos lo analogo pero con j,~;, donde j,,~; es la inversa en la imagen.
De forma andloga a como se hizo en la proposicién 4.2.1.
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Por construccién los {j, }new cumplen 1.,2., 3. y 4. Definamos hy := J,,c, Jn-

Claramente es monomorfismo pues tenemos una cadena de monomorfismos parciales y es
cerrado por la proposicién 4.3.1 debido a que

he(Ghe) = GL..

Por ello, es claro que es isomorfismo entre G, y G/, ademds trivialmente extiende a hg por
la condicién 3.

Con ello, definamos F' := UA<M hx. Como B es base de A sobre G tenemos que G, = A, por lo
que F' estd definida en todo A. Ademés dado que es la uniéon de monomorfismos parciales que se
encuentran en una cadena tenemos que es monomorfismo.

Ms4s atin, si g(B) genera a A’ sobre im(fy) afirmamos que F es suprayectiva. Para ver ello, sea
ac A" =cl(g(B)UIm(fy)) entonces por el principio de finitud hay un By Cy;, B, el cual a su vez
se encuentra contenido en By para £ < u, tal que a € cl(g(By) UIm(fo)) = G.,. Por lo que por el
paso  hay un b € A tal que F(b) = a. Por lo tanto es suprayectiva, es decir, F(A) = A’. Por lo
que F' es isomorfismo cerrado. O

Proposicién 4.3.3. Sean 2 € C cuasiminimal excelente, dim(2) < Yy, G C A vacio o numerable
y cerrado y T,y € A™ tal que tpgr, (T/G) = tpgsy (§/G) entonces existe un f : A — A automorfismo
que deja fijo a G y manda a T a .

Demostracion. Sea f: UG — ¢ UG un monomorfismo parcial tal que f(Z) =3y f l¢= ldg,
el cual existe por lema 1.2.5. Sea & := (¢y, ..., Cn, d1, ..., dy,) donde ¢y, ..., ¢, es el mdximo conjunto
independiente en Z sobre G, por lo tanto dado i € {1,...m} se tiene d; € cly(G U {cy...cp}). Haga-
mos exactamente lo mismo con g, ¥ = (f(c1), ..., f(cn), f(d1), ..., (dm)). Note que {f(ci)}icqa,....n}
cumplen exactamente lo mismo que las {Ci}ie{ly___’n} por la definiciéon de cuasiminimal excelente
1.d).

Extendamos a ¢, f(¢) a dos bases de A sobre G. Dado que son de la misma cardinalidad por el
lema 4.1.6, considere una g una biyeccion tal que f [z= g [z y considere a fy la identidad en G.

Con ello repita la construccién del teorema 4.3.2 sélo que en la construccién de las h, para
% < n inicie mandando a d; a f(d;) si d; € cl(G U {ec1,...,cx}), podemos iniciar con ello porque
tienen el mismo tipo libre de cuantificadores sobre G.

Como en el teorema 4.3.2 tenemos un automorfismo o y cumple que o(Z) = § por la forma en
como se modific la construccién. O

El siguiente teorema tiene exactamente la misma afirmacién que el teorema anterior salvo que
la dim(2() > Ry y la dim(G) = Ro; pero tiene una prueba completamente distinta a la del teore-
ma anterior, ya que Ng—homogeniedad sélo nos permite extender monomorfismo sobre conjuntos
cerrados numerables.

Teorema 4.3.3. Sea C una clase cuasiminimal excelente tal que la cerradura es definible en Ly, ,,°
y A" € C tal que dim(A) > Vy. Sea G C A cerrado, independiente, numerable y tal que la
dim(G) = Ry y sea fo : G C A — A" un monomorfismo cerrado. Sea B C A base de A sobre G y
sea g: B C A — A una funcidn inyectiva cuya imagen es independiente sobre im(fy). Entonces
f = foUg puede ser extendida a F : A — A" monomorfismo cerrado. Mds ain, si im(g) genera A
sobre im(fo) entonces F es isomorfismo cerrado.

5Es decir, dada 2 € C la cerradura clg es aquella determinada por su definicién en Ly w-
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Demostracion. La prueba es bastante laboriosa por lo que primero daremos la idea general. La idea
es construir para cada X Cy;p, B un fx : cly(G U X) — A’ monomorfismo cerrado tal que cumpla
que:

1. SiY C X entonces fy C fx.

2. fx Ixue= f Ixua-

Para al final tomar a F' = XCrinB fx, la cual va a ser monomorfismo por el prinicipio de finitud
de la cerradura. Con eso en mente iniciemos la contruccion.
La construccion se hara recursivamente sobre los subconjuntos finitos de B.

= Si X = 0. Sea fp = fo. Claramente cumple lo deseado ya que por hipétesis fo es un mono-
morfismo parcial cerrado cuyo dominio es G.

» Sea X tal que |X| = n. Para cada x; € X definamos Y; = X\{z;}. Como |Y;| = n — 1 por
recursion tenemos que fy, es monomorfismo cerrado que cumple 1. y 2. para todoi € {1,...,n}.
Definamos a hy, = Ule fv, vy Cp = Ule cy(GUY;).

Primero note que dado k < n, hy es funcién, es decir, que las funciones {fy; }ic{1,....n} sOD
compatibles. Sea x € dom(fy,) Ndom(fy,), lo cual implica, por como se definié el dominio de
las fy;, que '

z € d§(Y) N el§(v;) = d§ (YN Y)),

la igualdad se debe al lema 4.1.7, ya que Y;, Y; son subconjuntos de un conjunto independiente.
De donde por definicién, # € dom(fy,ny;) y como fy,, fy, extienden a fy,ny, tenemos que
Jvi(x) = fviny; (x) = fy,(z). Por lo tanto, las f,, si son compatibles.

En segundo lugar, demostraremos por induccién sobre k que cada hj es monomorfismo parcial.
Sik =1, hy = fy, que por hipétesis de induccién es monomorfismo parcial.

Sik=1+1,seaa € dom(hg)y « una férmula libre de cuantificadores, lo que demostraremos
es que:

AE afa] sii A F afhe(a@))].

Para ello construiremos 7 monomorfismo parcial tal que coincida con hy en a.

Como @ € Cy, podemos descomponer a a como b € Cr_1y ¢ € cl§(Y%). Note que por principio
de finitud hay un Gy Cyip G tal que (b,¢) € cly(Go U X). Més ain, si d € b entonces existe
un i <k —1 tal que d € clg(Go UY;) y si e € ¢ entonces e € cly(Go U Yy).

Afirmamos que existe un z € G\cly(Go U Yy). Si no fuera el caso entonces tendriamos que
G C cdy(GoUYy), lo cual es una contradiccién con la hipétesis de que la dim(G) = Rg pues
Go UY}, es finito.

Sea z € G\cly(Go UYy). Considere ahora a
Ay = CZQ[(G U X),

por definicién de cuasiminimal excelente (1.c)) tenemos que 2y € C.



4.3. UNICIDAD 83

Note que z € Ag\cly(Go U Y:) pues X es independiente sobre G, que por construccién
z € Ao\cu(Go UY) v que la dim(2y) = Ny. Por lo que por el corolario 4.2.1 y por la
proposicién 4.3.3; hay un o € Aut(2ly) que deja fijo a cly(Go UY:) y manda a xy a 2.

Por otro lado, queremos contruir un j : cly (G U X) — A’ monomorfismo parcial cerrado que
extienda a hi_1 Ug [x. Cuando k = 2,

hiUg [x= fv, U{(21,9(z1))},

al ser X = Y7 U{z1} y por la condicién dos de nuestra construccién. Note que x; genera
a cly(G U X) sobre cly (Y7 UG) y como 1 y g(x1) son independientes de cly (Y7 U G) y
hi(cly (Y1 U G)) respectivamente, para obtener j es posible realizar una construccién anédloga
a la hecha en el caso sucesor del teorema anterior.

Cuando k > 3,
hpg_1Ug Ix=hg_1.

por la condicién dos de nuestra contruccién, entonces por hipétesis de induccién tenemos que
hj—1 es monomorfismo cerrado.

Ademas, C} es elegante y se tiene que

k
clat(Cr) = cla(| ] el (G UYR)).

i=1

Lo cual aplicando el lema 4.1.2 y las definiciones de Y; llegamos a que

Clg[(ck) = ClQ[(G U X)

Debido a que hgx_1 Ug [x es monomorfismo parcial cerrado tal que GU X esta en el dominio,
por el corolario 4.3.1 existe el j que buscamos.

Con estos dos elementos, definamos
Ti=jo i fy,o la-

Note que 7 es monomorfismo parcial ya que es composicién de monomorfismos parciales.
Demostremos que cumple que 7(d) = hy(d) para todo d € a. La razén por la cual restringimos
a o a a es para que la composicién exista.

Primero veamos que 7(d) = hx(d) para todo d € b. Como d € Cy,_1, por ende d € cly(GoUY;)
para alguna i < k — 1. Por definicién de cuasiminimal excelente (1.d))

o(d) € cly(o(Go U (Y\{z1}) U {2 })).

Pero como o deja fijo a cly (GoUYy) y manda a xy, a z, tenemos que o(d) € cly (GoU(Y:\{zx})U
{#}); de donde al estar z € G y ser ¥; N Y}, = X\{x;,x} se tiene que

o(d) € clg(GU (Y; NYy)) C Cx—1 € dom(hg—1).

Ademds note que j O hg_1, que por hipdtesis de induccién fy, rclg(Y,;ij): Iy rclﬁ(mm}’j):
hk—l rclg(YiﬂYj) y que hk—l = hk rdom(hk,1)~ Por ende
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7(d) = jo i fy,0(d) = he—10 7 byt 10 (d) = hie—1(d) = hi(d).
Ahora, veamos que 7(e) = hi(e) para todo e € ¢, es decir, e € cly(Go UYy) v al ser o un
automorfismo que deja fijo a cly(Go U Yy), o(e) =e.

Como fy, viuce=1J IviuG, ¥ ambos son monomorfismos cerrados tenemos que:

Sy (el (Yi, U Go)) = cla (fy, (Y U Go)) = clar (j(Yi U Go)) = j(cla(Yr U Go))

Por ende tenemos que 57! fy, (¢) € cly(Yr U Gp) v por ello o=t lo deja fijo. Debido a que
i Tequyiy= hi Te(cuys), concluimos que:

7(e) =jo i fnole) = jo i fn(e) = 55" () = fri(e) = hule).
Por lo tanto, como 7 es monomorfismo parcial tenemos que:
AE afa] sii A Fafr(a)] sii A'Fahe(a)];

de ahi que hj es monomorfismo parcial.
Por lo tanto, en particular h,, = gx es monomorfismo parcial.
En tercer lugar, demostremos que gx es cerrado.

Sea C C dom(gx) cerrado, probemos que gx(C) = cly (gx (C)). Por la monotomia del ope-
rador cerradura se tiene que gx(C) C clo (gx(C)).

Para demostrar la otra contencidn, sea ¢ € cly/ (gx(C)). Por el principio de finitud existe
Co Cin C tal que ¢ € cly(gx(Cp)). Afirmamos que

gxtpa(Co/X UG) = tpa (9x (Co)/9x (X UG))

Por la proposicién 1.2.2 es suficiente demostrar que (2, Cp) y (', C}) son back-and-forth
equivalente sobre X UG donde C} = gx(Cp). Afirmamos que

K ={f|f 2 9x lcuxuc, tal que f es monomorfismo parcial y extensién finita de gx [cuxuc, }

cumple con lo necesario, es decir, cumple con la definicién 1.2.6.

e K # () pues gx [cuxuc, € K.
e Para todo f € K, f(Cy) = gx(Co) pues todo f O gx [cuxuc, y Co € dom(gx [auxuc,

).

e Andlogamente para toda f,g € K se cumple que f [cux= ¢ lgux-

e Sea f € K tal que dom(f)\dom(g9x lauxuc,) = Y finito y sea a € A\dom(f). La
extension de f la haremos por casos:

1. Caso 1: Sea a € cl(GU X UY UCy). Considere hy = f [¢ ¥y ha = f ldom(s)\a-
Note que por construccién hi es isomorfismo entre G y hq(G) conjuntos cerrados
numerables y se tiene que dom(hg) = X U{a} UY es finito. Por lo tanto, por No-
homogeniedad b) existe a’ € A’ tal que hy U ho U {(a,a’)} es monomorfismo parcial;
pero hy U ha U {(a,a")} = fU{(a,a’)}, entonces g := f U {(a,a’)} es la extensién
deseada.
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2. Caso 2: Sea a € A\cly(GUX UY UCy). Note que f(GUX UY UC)) es numerable

por ende por CN tenemos que cly/ (f(GU X UY U Cy)) es numerable y como por
hipétesis la dim (") > Xy, hay @’ € A\cly (GU X UY U Cy).
Considere nuevamente hy = f [¢ ¥y ha = f [dom(f)\a@- Como G es cerrado y dom(hz)
es finito por el corolario 4.2.2 se tiene que hy UhoU{(a,a’)} es monomorfismo parcial;
pero hy U he U {(a,a’)} = fU{(a,a')}, entonces g := f U {(a,a’)} es la extensién
deseada.

e El caso de la otra extension es andloga.

Por lo tanto
g tpa(Co/X UG) = tpar (9x(Co)/gx (X U G)).

Ahora bien, por construccién el dom(gx) = U;eqy,. 3 cla(GUY;) y como los fy; son cerrados
por la proposicién 4.3.2 se tiene que im(gx) = U;cqy,. clar(9x(G) U gx (Y;)). Como Co C
dom(gx) se tiene que:

AEYa(pa(z,Co) =\ ¢a(z,Y:,G)).

Por ende, dicha férmula esta en tpy(Co/X UG) y como

g tpa(Co/ X UG) = tpar (9x (Co)/9x (X UG))

concluimos que:

A EVr(pa(z,gx(Co)) — \/ da(z, 9x (Yi), gx (G)).

ie{l,...,n}

Como ¢ € cly(gx(Cp)) por lo anterior se tiene que ¢ € Uie{l,“.,} ca(9x(G) U gx (V7)) =
im(gx). Debido a ello, hay un b € dom(gx) tal que g(b) = ¢ € clo(9x(Cp)). Luego por ser
gx monomorfismo de la parte 1. d) de la definicién de clase cuasiminimal excelente se sigue
que b € cly (Cp). Dado que Cy C C'y C es cerrado se tiene que cly (Cp) C C, por lo que b € C.
Por ende gx (b) = c € gx(C).

Por lo tanto, gx es un monomorfismo parcial cerrado.

Como CY es especial y gx : Cx — B es monomorfismo parcial cerrado, por el corolario 4.3.1
tenemos que existe fy monomorfismo parcial cerrado tal que fx : clg(GU X) — A, ya
que cly (Cy) = clg (G U X). Observe que por construccién fx cumple los dos requerimientos
deseados.

Con todo ello, definamos a F = XCrinB fx. Como los fx forman una cadena de monomor-
fismos parciales tenemos que F' es monomorfismo parcial; pero por el principio de finitud tenemos
que A = UXCme cly (X UG), por lo que F cubre todo A, es decir, F' es monomorfismo. Ademas
afirmamos que F es cerrado.

Sea C' C A cerrado, es claro que F(C) C cly (F(C)) por lo que tinicamente demostraremos
la otra contencién. Sea = € cly/ (F(C)), por el principio de finitud, hay Cy Cyy C tal que z €
clav (F'(Co)). Note que F' [yqucy)= fo, ¥ debido a que fc, es cerrado y por la proposicién 4.3.2 se
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tiene que x € fo, (cly(Cop)). Dado que C' es cerrado se tiene que cly(Co) C C por lo que z € F(C).
Con lo que concluimos que F es cerrado.
Por ultimo, note que si im(g) genera a A’ sobre im(fy) se tiene que F es suprayectiva pues

F(A) = F(cda(BUG)) = cly (F(BUG)) = clav (im(g) Uim(fo)) = A',

la segunda igualadad se debe a que F' es cerrada y el resto al hecho que G U B genera a A y que
im(g) Uim(fo) genera a A’. Por lo tanto, bajo dicha hipétesis se tiene que F es isomorfismo.
O

Proposicién 4.3.4. El teorema anterior sique siendo cierto cuando dim(G) < V.5

Demostracion. Sea {b;}i<, una enumeracién de la base de A. Considere a G* = cly (GU{b;|i < w}).
Note que la dim(G*) = Rg, que G* es independiente y cerrado y que por la proposicién 4.2.1 podemos
extender a fo a fj: G* — A" monomorfismo cerrado.

Lo ultimo que debemos demostrar es que B\{b;|i < w} es independiente en G*. Supongamos
que 1o es el caso, entonces hay un b € B\{b;|i < w} tal que b € cly(clo(GU{b;]i < w})U(B\{b;]i <
w})\{b}), por monotoneidad y el lema 4.3.1 ello implica que b € cly (G U (B\{b})). Lo cual es una
contradiccién con que B es base sobre G.

Por lo que G* cumple todas las hipotesis del teorema, de ahi que podamos replicar la prueba
del teorema anterior. O

La siguiente proposicién afirma lo mismo que la proposicién 4.3.3, salvo que la dim(2() > Ry.

Proposicién 4.3.5. Sean 2 € C cuasiminimal excelente, dim(2A) > Ry, G C A vacio o numerable
y cerrado y T,y € A" tal que tpqs, (Z/G) = tpgsy (4/G) entonces existe un f : A — A automorfismo
que deja fijo a G y manda a T a y.

Demostracion. Es andloga a la prueba de la proposicion 4.3.3 sélo que en este caso se modifica la
prueba del teorema 4.3.3. O

Ya que hemos sido capaces de probar estos dos grandes teoremas es momento de recolectar sus
frutos con los dos siguientes corolarios.

Corolario 4.3.2. Sea C una clase cuasiminimal excelente tal que la cerradura es definible en L, .
Sean A, € C, B, B’ bases de 2 y A respectivamente y fo : B — B’ una biyeccién. Entonces f
puede extenderse a F un isomorfismo entre 2 y A'. En consecuencia, si dos bases de dos modelos
son del mismo tamano entonces los dos modelos que generan son isomorfos.

Demostracion. Por los teoremas 4.3.2 y 4.3.3 tenemos F' : A — A’ monomorfismo cerrado tal que
fo € F. Més aun, como im(fy) = B’ genera a A’, se tiene que F es isomorfismo. O

Corolario 4.3.3. Dada C una clase cuasiminimal excelente tal que la cerradura es definible en
Ly, . entonces existe a lo mds un modelo para toda cardinalidad no numerable.

6De hecho también se puede demostrar en caso de que dim(G) > Rg pero la prueba es complicada y no es ttil
para nuestros propdsitos, la prueba se encuentra en [15]
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Demostracion. Procedamos por contradiccion, supongamos que existen dos modelos no isomorfos
p,2; € C para alguna cardinalidad no numerable. Sean By y B bases de 2y y 2(; respectivamente.
Como Aj es no numerable, por el corolario 4.1.1 se tiene que By es biyectable con Ajg.

Andlogamente, se tiene A; y Bj son biyectables. Dado que Ag y A; son biyectables se tiene que
By y By son biyectables.

Por lo que por el corolario anterior se tiene que 2 es isomorfo a ;. Lo cual es una contradiccién
con nuestra suposicién.

Por lo tanto, para cada cardinalidad no numerable hay a lo mas un modelo. O

El teorema anterior no se puede generalizar para el caso donde 2 es numerable pues 2l podria
tener una base finita, de manera analoga a como sucede en espacios vectariales sobre Q.

El dltimo corolario es justamente la unicidad para cardinales no numerables, queda por demos-
trar la existencia, que es precisamente lo que haremos en la préxima seccion.

4.4. Existencia de Modelos

Hasta ahora s6lo hemos demostrado que existe a lo mas un modelo para cualquier £ no nume-
rable. En esta seccién demostraremos que bajo ciertas hipdtesis extras, que como veremos en el

préximo capitulo satisface afortunadamente £C..;", ,, hay un modelo para cualquier cardinal no

numerable. Primero demostraremos que las clases cuasiminimal excelentes son cerradas para abajo.

Proposicién 4.4.1. Sean C una clase cuasiminimal excelente y 2 € C tal que dim () = k, para K
un cardinal infinito, entonces para todo A tal que Rg < X\ < k hay un B € C tal que dim(B) = \.

Demostracidn. Sea A un cardinal tal que Xg < A < k y {b;}i<x una base de 2. Considere By =
{b;]i < A} y definamos a B = cly(By). Como By C A de la definicién de clase cuasiminimal
excelente 1.c) se sigue que cly(By) € C. Claramente By es independiente y genera a 98B. Por lo
tanto, dim(B) = |By| = . O

Ahora bien, antes de pasar a la prueba de que tenemos elementos arbitrariamente grandes (bajo
ciertas hipdtesis) es necesario dar una definicién y probar una proposicidn.

Definicién 4.4.1. Dados 2, B modelos. Decimos que f : A — B es monomorfismo fuerte si f es
monomorfismo y para toda ¢ férmula y {a;}icq1,.. .0y € A se tiene que:

A F pl{aitico] sii B F o[{f(ai)}icw]
Lo denotaremos por 2 <y B.7
La siguiente afirmacién nos permite observar lo fuerte que es que un monomorfismo sea cerrado.

Proposiciéon 4.4.2. SiA,B € C cuasiminimal excelente tales que existe f : A — B monomorfismo
cerrado y dim(2L) > Rq entonces 2 <5 B.

Demostracion. Demostraremos por induccién sobre la formacion de férmulas que dada ¢ una férmu-
lay {ai}icq1,.. .ny € A tenemos que

AF ol{aitieqr,..ny] sit BE o[{f(ai)}icq,... n}]-

"La definicién es anédloga a la de encaje elemental en la légica de primer orden.
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Si ¢ atémica, ¢ = may ¢ = A, @ como por hipdtesis tenemos que f es monomorfismo por el
lema 1.2.1 tenemos el resultado.

Considere ¢ = Fva(v,w) y {ai}ief1,...ny € A. La ida es trivial usando la definicién de satisfa-
cibilidad y la hipétesis de induccién por lo que tinicamente haremos la vuelta. Para simplificar la
escritura definamos @ = {a; }ieq1,... n}-

Supongamos que

€W

B E Jva(v,a),
entonces por definicion de satisfacibilidad de Tarski hay b € B tal que
B E alb, al.

Si b € f(A) por hipétesis de induccién terminamos entonces supongamos que b ¢ f(A).
Como la dim(2() > Xy hay un ¢ € A\cly(a@). Debido a que f es inyectiva f(c) € f(A)\f(clx(a)),
por lo que f(c) € B\f(cly(a)). Note que como b ¢ f(A) y dado que cly(a) C A se sigue que

b e B\ f(cly(a)).
Como f es cerrado se tiene que f(cly(a)) es cerrado y ya que b ¢ f(cly(a)) y f(e) € f(clu(a))
por el corolario 4.2.1 tenemos que

tpqsu (0/ f(cl(@))) = tpqps (f(c)/ f(cl(@))).

Por la proposicion 4.3.3 o 4.3.5, segin sea la dimensién de B, tenemos un ¢ automorfismo de B
que deja fijo a f(cly(a))) y tal que o(b) = f(c). Por lo que:

BEab, f(a)] sii BEaf(c), f(a)).
Por lo tanto, por hipétesis de induccién

A E ale, a)

y por definicion de satisfacibilidad
A E Jva(v,a).

Definicién 4.4.2. Decimos que (2, )q<x €8 una cadena cerrada si:
1. Para toda o < 8 < & se tiene que existe f, g : A, — A monomorfismo cerrado.
2. Para toda a < k se tiene que f, o = Idy, .
3. Para todos o < 8 < v < &k se tiene que fg,4 0 fa,8 = fa,~-
En particular, una cadena cerrada es un sistema dirigido de monomorfismos cerrados.

Definicién 4.4.3. Diremos que una clase de estructuras D es cerrada bajo uniones de cadenas
cerradas, si para toda cadena cerrada (2(,)a<, existe

<2, = llm—leaa {fa,n}oz<n >

tal que:
1. /A, € D.
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2. Para toda a < K, fq, : Ao = 2, es monomorfismo cerrado.
3. a < fB <y <k setiene que fg, 0 fa.8 = fay-
Note que el concepto anterior es el concepto de limite directo en el sentido categorico.

Proposicién 4.4.3. Sea C una clase cuasiminimal excelente tal que C es definible por T¢ en Ly, .
excepto CN (pues ello se encuentra fuera de Ly, ) y la cerradura es definible en Ly, .,.° Entonces

C' ={A € C|A es de dimension infinita}
es cerrada bajo uniones de cadenas cerradas.

Demostracion. Sea (2U,)aer una cadena cerrada de elementos de C’ y supongamos sin pérdida de
generalidad que A, N Ag =0 si a # f.
Sea B = J,c, Aa y dados a,b € B tales que a € Ay, y b € Ag, diremos que

a~b sii Ja € k(fag.ala) = fa,,a(b)).
Afirmamos que ~ es una relacién de equivalencia.
1. Reflexividad: Dado a € B tal que a € A, se tiene que fq q(a) = fa,o(a). Por ende, a ~ a.
2. Simetria: Se sigue de la simetria de la igualdad.

3. Transitividad: Sean a,b,c € B tal que a € Ay, b€ Ag, c€ Ay, a ~by b~ c. De donde
por definicién existe 61 y 02 tal que fos,(a) = f5,6,(b) ¥ f5,6,(b) = f5,6,(c). Supongamos sin
pérdida de generalidad que d; < d2, por lo que aplicando f5, 5, la primera igualdad se tiene
que:

f51,6:0fa.8:(a) = f5,,6, © [3,6: (D).
De donde por la propiedad tres de ser cadena se sigue que:
fas.(@) = f,6, (D).
Pero debido a que f3zs,(b) = fy,5,(c), concluimos que:
fa.5,(a) = fr.5,(c).
Por lo tanto, a ~ c.
Como es una relacion de equivalencia, nos genera una particién, por lo que definimos:
(A, cl™) := ((B) ~,I),cl™).
Donde la I se refiere a la interpretacién del lenguaje®, la cual definimos de la siguiente manera:

1. Constantes: Dada c una constante definimos ¢* = [¢®«] para alguna «a € k.

8Es decir, A € C sii 2 F T y la cerradura cly es aquella determinada por la defincién en Le,; -
9Ver definicién 1.1.2.
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2. Relaciones: Dada R una relacién n—aria y [a1], ..., [a,] € A tal que a1 € Ay, ...;an € Ag,
definamos:

([a1], ..., [an]) € R sii Ja € E({far,0(a1)s o fa, a(an)) € R¥).

3. Funciones: Dada F una funcién n—aria, [a1],...,[an] € A tal que a; € Ay, ...;an € Aq, ¥
sea o = maz{a,|m € {1,...,n}}. Definamos:

FQ[([al]v ey [an]) = [fgl(‘L(fOél,&(al)v '~~7fo<n,a(an))']

Donde clg la definimos como sigue:

1. Caso finito: Si X = {[z1], ..., [xn]} tal que z; € Ay, ....zn € An, ¥ a € A,, entonces
definamos:

[a] € cly(X) sii Fa € K(fag.ala) € cloo({fay.a(T1)s o fan.a(Tn)}))-
2. Caso infinito: Dado X C A infinito, definimos:

da(X):= |J da(Y).

YCrinX

Antes de demostrar que todo se encuentra bien definido, note que si a € A,, y b € A,, son tales

que fop,a(@) = fa,,a(b) entonces para todo 8 > « se tiene que fo, 8(a) = fa,,8(b)-
Afirmamos que la interpretacién se encuentra bien definida.

1. Constantes: Sean «a, € k y supongamos sin pérdida de generalidad que o < . Note que
como fs. es homomorfismo para todos §,v € &, se tiene que:

fap(c®) =™ = fg5(c?).

A

Por lo tanto, para todo «, 8 € & se tiene que c®e ~ ¢*8. Por lo que ¢ estd bien definida.

2. Relaciones: Sean R una relacién n—aria, a; € A,, con i € {1,..,n}, aj € Ay con i €
{1,...,n} tal que a; ~ a} con i € {1,...,n} por B;. Supongamos que existe « tal que:

(for.a(@1), s fon.alan)) € R
Sea o/ = maz{B|B =aV (V,c(1, B =Bm)}. Como fq o es homomorfismo:
<fa,a’ o fao,a(al)v eeey fa,a’ o fan,a(an)> € RQ[QI .
De donde por la propiedad tres de ser cadena:

<fa1,a’(a1), ey fan,a’ (an)> S RQ‘D‘/.

Por la observacién previa a la afirmacién tenemos que fq, 0/ (ai) = far o (aj) coni € {1,...,n}.
De donde concluimos que:

<fa’1,a'(a’ll)7 3% foz;l,a’ (CL{,L)> € R

Por lo tanto, las relaciones se encuentran bien definidas.
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3. Funciones: La prueba es analoga a la de las relaciones.
Por lo que la interpretacion se encuentra bien definida, ahora procedamos a la cerradura.

1. Caso finito: Sean a € A,, y @’ € Ay tal que a ~ a’ por fy. Sean z; € Ay, coni € {1,...,n}
y z; € Ay, con i € {1,...,n} tal que x; ~ x; con i € {1,...,n} por B;. Supongamos que existe
« tal que:

fao,a(@) € clae (fay,a(21), s fan,a(@n))-

Como la cerradura es definible, supongamos que por ¢,; entonces se tiene que:

Q[oz E ¢cl [fao,a(a)v fal,a(x1)7 eeey fan,a(xn)]~

Sea o = maz{B|B = aV (Ve ny B = i)} Note que como fo,o s monomorfismo cerrado
por la proposicion 4.4.2 es fuerte y por ende:

Ao F ¢cl[fa,o/ o fao,a(@)7fa,a/ o fal,a(xl)a -~-a.fa,oz’ o fan,a(xn)]'

De donde por la parte tres de la definiciéon de cadena:

Qlo/ = ¢cl [fag,o/(a)> fal,a’ (1’1), (XX} fozn,!l’(xn)]'

Pero debido a la observacién previa a la afirmacién anterior se tiene que fo, o/ (i) = far o/ (2})
coni €{1,...,n}y fag.a(@) = foy.ar(a’) . Por lo que

Qla’ E ¢cl [fao,a'(a/)a fal,a' (xll)a seey fama' (x’II’L)]7

de ahi que
f04070(/ (CL/) € ClQla' (fall,a’(xll)a ceey fa;wa’ (1'{”))
Por lo tanto, en el caso finito la cerradura se encuentra bien definida.

2. Caso infinito: Se sigue del hecho de que en el caso finito esta bien definida.

Observe que cI® define una pregeomteria debido a que el caso infinito se reduce al finito y a que
el caso finito estd determinado por ¢, que por hipétesis define un operador cerradura.
Definamos las funciones {fq x}a<x. Para a < k sea

far Ao = A
a — [a] = [fa,at+1(a)]

y definamos f . := Idy. Claramente f, , es monomorfismo cerrado.
Afirmamos que f, . es monomorfismo para todo a < .

1. Inyectividad: Sean ai, as € A, tal que fo x(a1) = [a1] = [a2] = fa,x(a2). Entonces existe un
B tal que fo g(a1) = fa,p(az) y como f, g es inyectiva se tiene que a1 = ag. Por ende fq . es
inyectiva.

2. Homomorfismo:

a) Constantes: Sea c una constante entonces f, .(c%>) = [c*«] por definicién de f, . pero

por definicién de la interpretacién en 2 se tiene que [¢®] = ¢®. Por lo que, fy .(c®e) =

.
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b) Relaciones: Sean R una relacién n—aria y ay, ..., a, € Aq,.

Supongamos que:

(ay,...,an) € R¥=
Ello pasa si y sélo si

<fa,a(a1>7 aeey f(x,a(an)> S Ri)la
al ser fqo, la identidad. Lo cual implica que

([a1], -y [an]) € R®

por la definicién de la interpretacién en 2.

Supongamos que:
<[CL1], ) [anb S Rm

De donde por definicién de la interpretacion se tiene que existe un 3 tal que:

<fa,6(a1)7 ey foz,ﬂ(an» € Rm67

pero como f, g es homomorfismo ello es equivalente a que:
<CL1, ceny an> S Rg‘a.

¢) Funciones: Sean F' una funcién n—aria y as, ..., a, € A,. Por definicién de f, . se tiene
que:
fa,m(Fgla (ala sy an)) = [F&[CY (ah ceey an)]
Pero por definicién de la interpretacién:

[F%(ay,...,an)] = F2([a1], ...., [an]).
De donde, debido a que fa . (a;) = [a;] para todo i € {1,...,n} concluimos que:
fa,n(Fma (a17~-~7an)) = Fm(foc,n(al)a ----afa,n(an))-

Por lo tanto, fq,.. es monomorfismo.

Antes de pasar a la prueba de que es cerrado, serd necesario primero ver que si X Cy A
entonces existe o < & tal que clo(X) = fa,x(cla, (for(X)))-

Observe que dado [a] € A existe un tUnico elemento b € [a] tal que b € A, para o = min{3|3c €
[a] tal que c € Ag}. La unicidad de b se debe a que para todo & fo . es inyectiva. Entonces dado
X existen 1, ..., z, minimos tales que z; € A,, para toda i € {1,....n} y X = {[z1], ..., [xn]}. Sea
o = maz{a;li € {1,...,n}} entonces se tiene que f 1 (X) = {far.a(1), s fan.a(zn)}.

Afirmamos que cly(X) = fo . (cla, (faL(X))).

a,K

. Sea [a] € clg(X) tal que a € Ay, entonces existe un o' tal que fog.0r(a) € clar_, (far,a/ (1), s fan,ar (Tn)).

Ahora bien, como &' > a 'y fa, es cerrado por la proposicién 4.3.2 y la propiedad tres de
cadenas cerradas tenemos que:

fa,a’ (ClQla (fal,oz(xl>7 ceey foz”,oz<xn)>) = CZQ(Q/ (focl,a’ (xl)v ceey foc”,o/ (xn))

De donde, existe b € cla, (fay,a(®1), s fan.a(@n)) tal que fo o (D) = fap,o (@), es decir, a ~ b.
Como claramente fo . (b) € fax(cla, (f2 (X)) v [a] = [b], concluimos que:

K

[a] € fan(cla, (far(X)))-
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. Sea [a] € fax(cla, (fo L(X))) tal que a € Aq, entonces existe

be Clma(fal,a(x1)7 -‘-7fan,oé(wﬂ)) g Aa

y B tal que fo,58(b) = fa,,5(a). Como f, g es cerrado se sigue que:

fag.8(a) € cla, (far 5(21); s for, 5(2n))-

Por ende, por la definicién de la cerradura [a] € cly(X).

De dicho hecho, se sigue que dado X C A tenemos que:

da(X)= |J famlca, (for(1))).20

YCfinX

Con ello en mente estamos listos para demostrar que para todo o < & f, , es cerrado.
Sea X C A, cerrado. Demostremos que fo, . (X) = clo(fa,x (X))

. Como cly es una pregeometria se tiene que fo . (X) C cly(fo x(X)).

. Sea [a] € cly(fax(X)), por definicién, existe Y Cy; X tal que [a] € co(fax(Y)) v
a € A,, minimo. Sea fo(Y) = {[v1], ..., [yn]} donde los y; cumplen con el principio de
minimalidad de la afirmacién anterior y tales que y; € A,, para toda i € {1,...,n}. Debido a
que Y C X C A, se tiene que «; < a para toda 1.

Por la afirmacién anterior, tenemos que existe o’ < « tal que
cla(fanc(Y)) = forselcla,, (Fal (V))):
Ya que foj/ln([Y]) ={for.ar(W1)s e, fan,.a’(Un)} ¥ que for o es cerrado se tiene que:
foo,a(a) € cla, (fora(y1)s s fan.a(yn))-
Dado que {fa,,a(¥1)s - fan.a(yn)} = f(;,lg([Y]) =Y se tiene que:
Jao.ala) € cly, (V) C cly, (X) = X.

La contencién se debe a que cly, es mondétona y la ultima igualdad se debe a que X es cerrado.
Por lo que concluimos que [a] € fo x(X).

Por lo tanto, fa,. es monomorfismo cerrado y por ende se cumple la condicién 2. de ser cerrado
bajo uniones de cadenas cerradas.
Note que si a < 8 < & se tiene que fg . © fa,3 = fa,x debido a que dado a € A, se cumple que
a ~ fo p(a). Por ello, se cumple la condicién 3. de ser cerrado bajo uniones de cadenas cerradas.
Ademés, como
Q[() = To

v fi,x es monomorfismo cerrado, por la proposicién 4.4.2 concluimos que:

AETe.

10Note que la o depende de Y.
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Dado que existe una copia de 2; en 2 al ser f; , inyectiva es claro que la dimensién de A es
infinita.

Queda ver que 2 satisface CN, dado que dicha propiedad no es expresable en L, .,. Para ello,
sea X Cyip A tal que X = {[z4], ..., [x,]} donde z; € Ay, con i € {1,...,n} son minimos. De donde
para o = maz{o;|i € {1,...,n}} se tiene que

clo(X) = fa(cla, (for(X))).

Como f,,. es inyectiva y 2, satisface C’N concluimos que:

lclat, (fa i (X)))] < Ro.

Debido a que al tomarnos las clases la cardinalidad a lo mas decrece se sigue que:
lelo (X)) < No.

Por lo tanto 1 € C’, es decir, C’ es cerrada bajo uniones de cadenas cerradas.
Un ultimo hecho que sera sumamente importante al probar el siguiente teorema es que

dim(2,) = sup{dim(Aa)|o < K}

Primero note que si B C A, es independiente entonces para todo v > « se tiene que fq ,(B) C A,
es independiente, ello se sigue directo de la definicién de clase cuasiminimal excelente 1.d).

Para ver que se cumple la afirmacién, contruyamos una base para 2(, por recursién sobre los
ordinales menores a k.

s Sia =0, sea By una base de 2.
» Sia=p+1,sea Bgyq base de Az y1 que extiende al conjunto independiente fg g1+1(Bg).
= Si « es limite, sea B, base de 2, que extiende al conjunto independiente Uﬁ<a f8,a(Ba).

Con ello definamos B = [J,., Bx]. Afirmamos que B es base de 2, es decir, que genera y es
independiente.
1. Genera: Sea [a] € A, yseab € [a] tal que b € A, para a minimo y supongamos que fq, ~(a) =
fa~(b). Al ser B, base se tiene que b € cly, (B, ), entonces existe B’ = {b1,...,b,} C B, tal
que b € cly_ (B').

Como a ~ b por v, @ es minimo y fo, cerrado:

faoy(a) € cla, (fary (B'))-

Por lo que por definicién concluimos que [a] € cly([B']) y como [B’] C B se tiene que
[a] € cly(B).
Por lo tanto, B genera.

2. Independiente: Sea [b] € B. Procedamos por contradiccién, supongamos que [b] € cly (B\{[b]})
entonces por finitud hay B’ = {[b1], ..., [b»]} donde b; son minimos tal que [b] € cly (B'\{[b]})
y supongamos que b € A, y b; € A, para todo i € {1,...,n}. De donde por definicién existe
un S tal que:
Fas(6) € el ({fars®a)li € {1, e n A D))

Pero note que {fo, g(a:)]i € {1,....,n}} U{fas(b)} C Bg, lo cual es una contradiccién con la
independencia de Bg. Ergo, B es independiente.
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Dado que |B| = sup{dim(2,)|a < k}, se tiene la afirmacién deseada, es decir, que dim () =
sup{dim(Uy)|a < K}. O

Con dicha proposicién, ahora si estamos en posicion de demostrar el gran teorema de esta
seccién.

Teorema 4.4.1. Sea C una clase cuasiminimal excelente tal que C es definible por T¢ en Ly, .
excepto CN y la cerradura es definible en Ly, .,. Si hay un 2 € C de dimension infinita, entonces
hay elementos de C de cardinalidad (dimension) arbitraria que satisfacen CN.

Demostracion. Lo que haremos sera construir por recursion sobre los ordinales infinitos una cadena
cerrada (91a>aeoR\w11tal que para todo 2, se tenga que A, € C, dim(2,) = |a|, o enumere una
base de 2, y tal que el monomorfismo cerrado de 2, a 2, se extiende a una inmersién de ordinales
de a a v que respeta las bases si a < 7.

= Como C es una clase cuasiminimal excelente con un modelo infinito, por proposicién 4.4.1
tenemos 2 € C tal que dim(2() = |w]|. Sea 2, = A y enumeremos una de sus bases con w.

» Si o = 8+ 1, por hipétesis de induccién hay 2z tal que dim(2g) = |3 = |a|. Como S es
biyectable con 8+ 1, sea Az 1 = Ag. Sea {b;}i«p la enumeracién candnica de la base de Ag
y enumerémoslo ahora de la siguiente manera:

[ ] b6 = bﬁ.
o b :=0b;_1 s j€w\{0}
o b =b;sii>w.
Note que {¥}jep41\(s} es biyectable con {b;};<s por lo que por el teorema 4.3.3 hay fz 41

Az — Agy1 monomorfismo cerrado que respeta la biyeccion dada. Claramente g1 € C.
Ademaés, definamos para toda o < 5+ 1

fa,p+1 1= f3,8+10fa,p-

Note que es cerrado al ser composicién de monomorfismos cerrados, por cémo se definié se
cumple la parte 2. de la definicién de cadenas cerradas y cumple que los monomorfismos
cerrados son inmersién de ordinales que respetan las bases.

= Si « es limite, realice la construccion de la proposicién anterior. Respetando las enumeraciones
de las bases anteriores.

Por lo tanto, para cada ordinal «a existe un 2, € C. De donde concluimos que para todo k
cardinal hay un B € C tal que dim(B) = k. O

Con lo que queda demostrada la existencia. Concluyamos con la prueba del Teorema*.

Teorema*. Si C es una clase cuasiminimal excelente definida por Te en Ly, . excepto CN, el
operador cerradura es definible en Ly, ., y tiene un modelo de dimension infinita entonces C es no
numerable categorica.

11 Donde OR es la clase de todos los ordinales.
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Demostracion. Por el teorema anterior sabemos que hay al menos un modelo de cada cardinalidad
no numerable y por los teoremas 4.3.2 y 4.3.3 hay a lo mas uno. Por lo tanto, hay un tnico modelo
para cualquier k no numerable, es decir, C es no numerable categorica. O

Con ello terminamos nuestro estudio de las clases cuasiminimal excelentes en general, es momen-
to de enfocarnos en los campos pseudo-exponenciales y ver que estos forman una clase cuasiminimal
excelente.



Capitulo 5

Cn . *x , o
EC_ . ..p, €S NO numerable categodrica
Y

La prueba de que EC.o; ", es no numerable categérica serd via el Teorema*, es decir, tendremos
:

cn,x

que demostar que EC, ;"

5, satisface todas la hipétesis de dicho teorema; las hipétesis de éste son:

1. ECT ., estd definida en L, ,, salvo CN.

est,sc

2. La cerradura es definible en L, , .

* . . .
3. ECC7. ., es cuasiminimal excelente.

4. EC . tiene un modelo de dimensién infinita.

cnyk 1
est,sch

se realiza en el apéndice C. Por lo tanto, sélo nos queda demostrar que EC..;". , es una clase
,

cuasiminimal excelente, pero como veremos requerird de bastante trabajo demostrarlo.
La forma en cémo procederemos es ir demostrando que ECr; ", satisface cada uno de los puntos
de la definicién de clase cuasiminimal excelente enunciada en la seccién 4.2.

Afortunadamente 1. y 2. se siguen del capitulo 2, por como se definié £C y 4. es lo que

5.1. Condicién 1.

Primero probaremos los dos hechos més sencillos, es decir que se satisfacen 1. a) y 1. b) de
la definicién 4.2.3. Recordemos que L es el lenguaje de los campos pseudo-exponenciales que se
encuentra al inicio del capitulo 2 y L* es la extension del lenguaje que se hizo en la seccién 2.5.
También es pertienente que el lector recuerde la defincién de Ecly, que es precisamente la definicién
2.3.2 de este documento.

Lema 5.1.1. Sean (A, Ecly) y (B, Eclyg) dos L*—estructuras tal que 2 € 5CZZ£:Ch yf:A—>B
un L*—isomorfismo tal que para todo X C A y a € A se satisface que a € Ecly(X) sii f(a) €
Eclyg(f(X)). Entonces B € ECgyy”,p, con Eclsy.

1La propiedad 1. es bésicamente la axiomatizacién y la propiedad 2. es la proposicién 2.3.2.
prop y prop: prop

97
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Demostracion. Como por hipdtesis 2 es isomorfa a B, ambas estructuras satisfacen exactamente las
mismas férmulas en L,,, ., por el lema 1.2.1. Por lo tanto, como 2A E Tgeen.«  entonces B E Tgpen

est,sch est,sch

De ahf que B € £C™* . con Ecly. O

est,sch

Lema 5.1.2. Dadas 2 € EC;", , y el operador Ecly : P (A) — P (A) entonces (2, Ecly) es una
pregeometria, es decir:

1. Si C C A entonces C C Ecl(C) y Ecl(Ecl(C)) = Ecl(C).
2. Si C C B C A entonces Ecl(C) C Ecl(B).

3. (Principio del intercambio) Si C C A, a,b € C y a € Ecl(C U {b}) entonces a € Ecl(C) o
bien b € Ecl(C U {a}).

4. (Principio de finitud) Si C C A y c € Ecl(C) entonces hay Cy C fin, C tal que c € Ecl(Cy).
5. (CN) 8i C Cyip A entonces Ecl(C) es a lo mds numerable.

Demostracion. 1. Es trivial el hecho que C' C Ecl(C). Demostremos que Ecl(Ecl(C)) = Ecl(C).

La contencién se sigue de la primera afirmacion, la segunda contencién la haremos por
casos.

a) Caso 1: Sean C finito y a € Ecl(Ecl(C)). Por definicién hay X Cy;,, Ecl(C) tal que a €
Ecl(X). A X lo podemos ver como {b1,...,bm, c1, ..., ¢ } tal que {b1,..., b} C Ecl(C)\C
y {c1,...,¢} € C. Aplicando el lema 2.3.2 (5) a los elementos de C' que no estdn en X
(podemos agregar todos al ser C' finito), tenemos

Ahora bien, como cada b; € Ecl(C) se tiene que 9({b;} U C) = 9(C) por lo que por el
lema 2.3.2 (4) tenemos que

A({b1, s b} U C) = O(C).

De donde concluimos que:
0({a,b1,....,bn} UC) =0(C).

Aplicando el lema 2.3.2 (2) m veces nos queda que d({a} U C) = 9(C), es decir, a €
Ecl(C).

b) Caso 2: Sea C' infinito. Como C' es infinito es suficiente probar que dado F' C;,, Ecl(C)
hay un E Cyyy, C tal que Ecl(F) C Ecl(FE). Sea ay, ..., a, una enumeracién de los ele-
mentos de F. Dado a; € F entonces por principio de finitud ? hay un E,, C fin C tal que
a; € cl(E,,;). Como podemos hacer eso para cada 4, considere F = Uie{l,...,n} E,,; note
que E Cgip, Cy que F Cpiy Ecl(E). Por ser Ecl monétona 2, Ecl(F) C i, Ecl(Ecl(E)),
pero al ser E finito por el inciso anterior Ecl(Ecl(E)) = Ecl(FE). De donde concluimos
que Ecl(F) Cyin Ecl(E).

2No lo hemos probado pero se realizard a continuacién y la prueba no depende de que Ecl(Ecl(C)) = Ecl(C).
3Nuevamente no lo hemos probado pero lo probaremos a continuacién sin usar este hecho.
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2. El unico caso que no se sigue directo de la definicién de Ecl es cuando tanto C' como B son
finitos, por lo que unicamente demostraremos dicho caso. Sea a € Ecl(C) entonces como C
es finito por definicién se tiene que

d(C U{a}) =0(C).

Luego como B es finito usando el lema 2.3.2 (5) para todo b € B\C se tiene que
d(B U{a}) = 9(B),

es decir, a € Ecl(B).

3. El caso en el C es infinito se sigue del caso en el que C' finito, entonces tinicamente haremos
este tltimo. Sea a € FEcl(C U {b})\Ecl(C). Por definicién d({a,b} UC) = d({b} UC) vy
dado que a ¢ Ecl(C) por definicién 9(C) < d({a} U C). Por lo tanto, del lema 2.3.2 (3)
I{a,b} U ) = 0({a} UC), es decir, b € Ecl(C U{a}).

4. Se sigue de la definicién.

5. Es nuestro cuarto axioma de los campos pseudo-exponenciales.
O

CN % 3 4 al 3 o) J
Por ende 5Ces£,sch cumple con 1. a) y 1. b), para ver que cumple con 1.c) serdn necesarias las
siguientes proposiciones intermedias.

Proposicién 5.1.1. Sean A € & X C A ya € Ec(X) entonces para todo b € A tal que

est,sch’

E(b) = a tenemos que b € Ecl(X).

Demostracion. Como Ecl es mondtona es suficiente demostrar que b € Ecl({a}), es decir, que
o({b,a}) = d({a}).

Por el lema 2.3.2 (1) 9({a}) < 9({a,b}), por lo que demostraremos Unicamente la otra desigual-
dad.

Por el lema 2.3.1, hay un X’ que satisface {a} C X’ Cy;, D y que 6(X’) = 9({a}). Note que
como E(b) = a:
tr(X'UE(X") 0

tr(X' UE(X") U{E(b),b}) = {tr(X’ UE(X")+1

y que: .
lin(XTU{b}) = {ZZE?; +1 ’

Si sucede el caso uno respecto a la trascendencia es claro que §(X’ U {b}) < §(X’). Mientras
que si sucede el caso dos respecto a la trascendencia entonces lin(X’ U {b}) = lin(X') + 1 pues
si no, b no seria algebraicamente independiente de X’. Lo cual implica que también tengamos que
§(X'U{b}) <6(X).

Por lo tanto, en cualquier caso:

§(X'U{b}) < 6(X").
Como X' U {b} D {b,a} y por definicién la dimensién es el minimo, tenemos que:

9({b,a}) < (X' U{b}) <6(X') = I({a})
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Por lo que concluimos que 9({b,a}) = 9({a}), es decir, b € Ecl(X).

O
Proposicién 5.1.2. Sean A € EC.}%, ., X C A yy € X entonces
1. 1€ Ed(X).
2. Sia€ Ec(X) entonces 1 +a € Ecl(X).
Demostracion. 1. Dado que Ecl es monétona es suficiente demostrar que 1 € Ecl({y}) o equi-

valentemente que 9({y,1}) = 9({y}). Por el lema 2.3.2 (1) se tiene que 0({y,1}) > 9({y})
por lo que s6lo queda demostrar la otra desigualdad.

De manera anédloga a como se hizo en la proposicién anterior, sea X’ C D tal que y € X' y
tal que 0({y}) = 6(X’). Debido a que 1 es algebraico sobre Q se tiene al igual que en el caso
anterior que:

tr(X"UE(X) U{E),1}) = {Zg 8 igii +1 O
Yy que:
vy =)

Si sucede el caso uno respecto a la trascendencia el razonamineto es andlogo al anterior. Ahora
bien, si sucede el caso dos entonces afirmamos que lin(X' U {1}) = lin(X') + 1.

Supongamos no fuera asi, es decir, supongamos que 1 es combinacién lineal de los x;, por
ende
_ n
1= Zzzl(nz/mz)ml

con n; € Z'y m; € N. Mulplicando por M :=II"_;m; y definiendo Mn; := n/ se tiene que:
M =" nixz;.
Luego aplicando la exponencial a dicha expresién se tiene que:
(B)M =TI, B(w:)™.
Multplicando por todos aquellos n; negativos y restando nos queda que
Iy 0B ()™ — (<o B(z) ") (B(1)M = 0.

Lo cual implica que E(1) es algebraicamente dependiente de X’ U E(X"), lo cual contradice
el hecho de que tr(X' U E(X')U{E(1),1}) =tr(X' U E(X")) + 1.

De ahi que, lin(X'U{1}) = lin(X') + 1; por lo tanto, realizando un razonamiento andlogo al
de la proposicién anterior se tiene que 9({y,1}) < d({y}).

2. La prueba es analoga a la anterior, utilizando el hecho de que a y a + 1 son algebraicamente
dependientes.
O
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Proposicién 5.1.3. Sean 2A € ECS" X C A entonces Ecly(X) € E, y Ecly(X) 2 2.4

est,sch Y est,sch

Demostracion. Como estructura Ecly(X) = A [pe, (x). Lo primero que demostraremos es que
Ecly(X) es un campo algebraicamente cerrado. Sea {ag,...,an} C Ecly(X) y p(x) = X ya;z".
Como 2 es algebraicamente cerrado, existe un b € A tal que p(b) = 0. Afirmamos que b €
Ecly({ai}icqo,....n}) 0 equivalentmente que

O({aitiefo,...ny) = 0{aiticqo,....ny U {b})-

Utilizando que b es algebraicamente dependiente de {ai}ie{o,l,...,n} se puede realizar un razona-
miento andlogo al de la proposicién anterior para concluir la igualdad.

Por lo tanto, b € Ecl({ai}ico,..ny) € Ecl(X). Por lo que hemos demostrado que Ecl(X)
es cerrado bajo soluciones de polinomios. Utilizando ello y la proposiciéon anterior veamos que es
cerrado bajo inversos (aditivo y multiplicativo), bajo productos, bajo sumas y bajo restas:

s Inverso aditivo: Dado a € Ecl(X), considere p(x) = = + a.

» Inverso multiplicativo: Dado 0 # a € Ecl(X), como 1 € Ecl(X), por la proposicién anterior,
entonces por el inciso anterior —1 € E¢cl(X); por lo que considere p(x) = ax — 1.

= Cerrado bajo producto: Dados a,b € Ecl(X), por los dos incisos anteriores se tiene que
a=1,—b € Ecl(X) por lo que considere p(x) = a1z —b.

» Cerrado bajo sumas: Dados a,b € Ecl(X), por los dos inicisos anteriores a~'b € Ecl(X),
luego por el inciso dos de la proposicién anterior 1+ a~'b € Ecl(X) y de nuevo por el inciso
anterior concluimos que a(l + a~'b) € Ecl(X); como a(l +a~1b) = a + b, concluimos que
a+be Ec(X).

» Cerrado bajo restas: Dados a,b € Ecl(X), por el inciso uno —b € Ecl(X) y al ser Ecl(X)
cerrado bajo sumas, por el inciso anterior, concluimos que a — b € Ecl(X).

De donde se sigue que Ecl(X) es un campo algebraicamente cerrado, es decir, Ecl(X) satisface
el axioma I.
Para ver que satisface el axioma I, note primero que 1 € Ecl(X) por la proposicién anterior y
por la proposicién 5.1.1
{z € A|B(x) = 1} C dom(Bpax))-

Como Ker(E) es estandar, el Ker(Egq(x)) es estdandar. También dado que E es suprayectiva en
A se tiene que Epq(x) es suprayectiva en en Ecl(X)*.

Ahora bien, veamos que es cerrada bajo la exponencial. Sea a € Ecl(X), afirmamos que d({a}) =
9({a, E(a)}).

La prueba es andloga a la prueba de la proposicién 5.1.1. Lo tinico que hay que notar es que
dado 6(X’) = 9({a}), como en la prueba anterior, si

tr(X' UE(X")U{E(a),E(E(a))}) =tr(X'UE(X")) + 1

entonces lin(X' U{E(a)}) = lin(X') + 1, ya que si lin(X' U{E(a)}) = lin(X") entonces E(F(a))
serfa algebraico en X’ U E(X’). De ahif que Ecl(X) satisface el axioma I1.

4La definicién de este tlimo hecho es la definicién 2.2.1.
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Es claro que Ecl(X) satisface la propiedad de Schanuel y CN porque todo subconjunto de
nuestro nuevo universo es subconjunto de A. Por ende, queda probado que Ecl(X) € £ (., ¥
ademds note que Ecl(X) es infinito.

Veamos que Ecl(X) es subestructura fuerte de 2. Como Ecly (X) es la restriccién de 2 a nuestro
universo y es cerrada bajo funciones, es claro que Fecly (X) es subestrucura de 2 en L.

Para la segunda condicién, sea Y C ¢;,, Do y lo que debemos demostrar es que §(Y/Ecl(X)) > 0.
Como Ecl(X) es infinito, sea Z Cy;,, Ecl(X). Por el lema 2.3.1, hay un Z’ D Z finito tal que

52"y =0(2)y 6(Y)Z") > 0.

Ademés note que Z' C Ecl(X), ya que dado a € Z’ se tiene que d(Z U {a}) < 6(Z’), al ser la
dimensién el minimo, y 6(Z’) = 9(Z). De donde se concluye que Z' C Ecl(Z), dado que Ecl es
mondtona concluimos que Z' C FEcl(X).

Por lo tanto, por definicién de predimensién relativa §(Y/Ecl(X)) > 0.

Como se satisfacen las dos condiciones de ser subestructura fuerte, concluimos que Ecly (X) 2 2.

O

Antes de pasar a probar que Ecly(X) € 5C§Zt’:ksch, es preciso demostrar un par de proposiciones
de geometria algebraica.
Proposicién 5.1.4. Sean 2 € & (., A 3B,y V C A" x (A*)™ una variedad algebraica libre,
irreducible, de dimensién n y rotunda definida sobre < C' >9qC A entonces V' = Vg (Icosy (V) C
B"™ x (B*)™ es libre, irreducible, de dimension n y rotunda definida sobre < C >gq.

Demostracion. Claramente se encuentra definda sobre < C' >¢. Demostremos que cada una de las
propiedades se mantiene:

s Libre: Procedamos por contradiccidon. Supongamos que V' no es libre de dependencia aditiva
sobre B, entonces hay X" ;m;x; — b € Iy (V') tal que b € Dg\ Dy, tiene que encontrarse
ahi pues si estuviera en Dg tendriamos una contradicciéon con la libertad sobre 2 . Ahora
bien, ya que V C Vg (I (V)) y que V # 0, hay un (v, E(v)) € V C A™ x (A*)" tal que
¥ ym;v; = b; como 2 es un campo tal que Dy = A, ello implica que b € Dy, lo cual es una
contradiccién con la libertad sobre 2. El caso de dependencia multiplicativa es anédloga.

= Irreducible: La prueba se sigue del hecho de que por el apéndice B los campos algebraica-
mente cerrados eliminan cuantificadores, de que ser irreducible es definible en L, ., por [14] y
que por el Teorema de las Bases de Hilbert I.cs, (V) estd generado por un nimero finito de
polinomios.

= Dimensidén n: La prueba es aniloga a la de ser irreducible, sélo que ahora lo que utilizamos
es que la dimensién es definible en L, ., ello lo sabemos por el apéndice B.

» Rotunda: Como la dimensién no cambia, se sigue que V' C B™ x (B*)" es rotunda.

O

Proposicién 5.1.5. Sean A, B € ECL7, ., yV € A" x (A*)™ como en la proposicién anterior. Si
(@, E(a)) € B™ x (B*)™ es genérico en Vs (Icosy (V) sobre < C >y entonces es genérico en V
sobre < C >gq.
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Demostracion. Lo que afirma la proposicién es que

]I<C>\21 (V‘B (H<C>~21 (V))) = ]I<C>\21 (V)7

por lo que demostraremos esta tltima afirmacion.
Al ser V definida sobre < C' >y, se tiene que V = Vy(Iccs, (V)), como A C B se tiene
que
VC V‘B(H<C>Ql (V))

Por lo tanto, por el lema 1.3.1 concluimos que:
Lecso (Vo (laosy (V) € leosq (V).

Sean p € I(V) v (Z,7) € Vu(Icosy(V)), entonces por la definicién de Vg se tiene que

p('fa g) = 0. Por endea pe ]I<C>Ql (V‘B (]I<C>m(V)))
L]

Definicién 5.1.1. Dados 2 € £C"* v X, Y C A, diremos que X es fuerte en Y relativo a 2

est,sch

si para todo Xy Cy,, X se cumple que dg(Xo/Y) > 0 y lo denotaremos por X Zg Y.

Note que en el caso que Y = A la definicién es andloga la de subestructura fuerte, sélo que
ahora no pedimos que X sea estructura sino tinicamente un subconjunto. Ademas es claro que toda
subestructura fuerte es fuerte en A relativo a 2.

Lema 5.1.3. Si? € EC" , y X C A entonces Ecly(X) € EC"

est,sch’

Demostracion. Por la proposicién 5.1.3 sabemos que Ecly(X) € 5§Q7SCh, por lo tanto tnica-
mente queda ver que Ecl(X) satisface el axioma V de los campos pseudo-exponenciales. Sea
V C Ec(X)™ x (Ecl(X)*)™ una variedad irreducible, libre y rotunda definida sobre Ecl(X) tal
que dim(V) =ny C Cy Ecl(X).

Primero note que podemos suponer que C' g 2. Pues en caso que no lo sea, por el lema 2.3.2(2)
hay C' Cpin Ecl(X) tal que dpe(x)(C' U C) = Ogax)(C), como Ecl(X) 3 2 por el lema 2.3.3 se
satiface que 0y (C'U C') = 0y (C) y por el lema 2.3.2(1) concluimos que C U C’ Sy A. Por lo que
podriamos tomar a C’ U C en vez de C' y tomar los puntos genéricos respecto a dicho campo.

En segundo lugar, como 2 satisface el axioma V', por las dos proposiciones anteriores hay un
(@, E(a)) genérico en V sobre < C >g, por lo que solo queda demostrar que a; € Ecl(X) para toda
i € {1,...,n}, pero antes de hacer ello, hay ciertas propiedades que debemos destacar.

Como V' es libre sobre Ecl(X), se tiene que V es libre sobre < C' >pgg(x), por lo que a es
linealmente independiente y més aun:

lin(a/C) =n,

ya que dada Cj base de C| se tiene que lin(aUC) = n+|Cy| pues aUCj es un conjunto independiente.
Ademas, como (a, E(a)) es genérico, Loccyug(cy(a, £(a)) = V y por la proposicién 1.3.4 sabemos
que dim(Loccup(c)(a, E(a))) = tr(a, E(a)/C U E(C)), por ende:

tr(a, E(a)/CUE(C)) =dim(V) =n.
En consencuencia, de las dos igualdades llegamos a que:

§(a/C) = tr(a, E(@)/C U E(C)) — lin(a/C) = 0
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o equivalentemente que:

d{ayuC) =4(C).

Con base en ello, demostremos que a; € Ecl(C) para toda i € {1,...,n}, es decir, que 9(C U
{a;}) <0(C). Sea C CY Cyip A tal que §(CUY) = 09(C).

Por ende, como C Sy 2 tenemos que §(Y/C) > 0, de donde por la dltima igualdad del razona-
miento previo se tiene que:

J(YUuQ)>6(C)=0d(Cuda}).
Como C'U{a;} CCU{a} y como la dimensién por definicién es el minimo,
s(Cufa}) = 0(CU{ai}),

por lo que concluimos que:

a(C) > a(C' U {as}).

Por lo tanto, a; € Ecl(C) C Ecl(X) para toda i € {1,...,n}. De donde concluimos por la
proposicién 5.1.3 que (a, E(a)) € Ecl(X)" x (Ecl(X)*)" y que Ecl(X) € ECS™* O

est,sch*

Por dltimo, veamos que los campos pseudo-exponenciales satisfaen 1.d), para ello serd necesario
primero demostrar un tltimo lema.

Lema 5.1.4. Sean 2,B € ECy7 ., y X, X' Cpin A tales que tpqL;Ql (X) = zquL;B (X") entonces si
I(X) < n entonces I(X') < n.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que X es linealmente independiente de
tamafio m, es decir, lin(X) = m. Note que por el lema 2.3.1 hay Y linealmente independiente de
tamano p tal que (X)N(Y) = {0}, §(XUY)=9(X)y Y C Ecl(X). De donde tenemos:

0X)=0XVUY)=tr(XUYUEX)UE({Y)) —lin(XUY)<n

Lo que implica que:
tr(XUYUEX)UE®Y)) <n+m+p.

Considere Locg(X UY UE(X)UE(Y)), sabemos que es irreducible y que dim(Locg(X UY UE(X)U
E(Y)))=tr(XUYUE(X)UE(Y)); ademéds YUE(Y) es genérico en Locy(X UYUE(X)UE(Y))x
y libre sobre < X U E(X) >¢ al ser (Y) N (X) = {0}. De donde:

A F Rpoco(xuyuB(x)uey)) [X]-

Ahora bien, como X’ tiene el mismo tipo libre de cuantificadores que X:

B E Rpocq(xuyuBx)UENY)X']-

Por ende, hay un Y’ C Ecl(X’) tal que Y/ U E(Y”) es genérico en Locg(X UY UE(X)UE(Y))x
sobre X’ U E(X’). Afirmamos que Locg(X',Y', E(X"), E(Y")) C Locg(X,Y, E(X), E(Y)).
Sean (01,02, 03,04) € LOCQ(X/, Y E(X",E(Y')y f(Z1,20,23,24) € Q[X] tal que f(X,Y, E(X),E(Y)) =
0, entonces para todo (wy,ws) € Loc(X,Y, E(X), E(Y))x: se tiene que f(X’', wy, B(X'),w3) = 0.
Por ende, como Y/ U E(Y") es genérico en Locg(X,Y, E(X), E(Y))x: sobre X' UE(X') se tiene que
fF(X Y E(X'),E(Y'") = 0. Por lo que por definicién del locus se tiene que f (o1, 02, U3,74) = 0, es
decir, (v1,72,03,74) € Locg(X,Y,E(X), E(Y)).
De donde se tiene que dim(Locg(X',Y', E(X'), E(Y")) < dim(Locg(X,Y, E(X),E(Y)) y por
lo que:
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tr(X'UY'UE(X'UY")) = dim(Loco(X',Y', E(X'), E(Y"))) <
dim(Locg(X UY UE(X)UE(Y)) <n+p+1.

Como Y' U E(Y’) es genérico en una variedad libre sobre < X' U E(X’) >5 y X’ es linecalmente
independiente, ya que X lo es, se tiene que Y es linealmente independiente y que (Y')N(X’) = {0},
por lo que lin(Y' U X') =1 + p. De ahi que:

S(X'UY") <n.
Por 1ltimo, como por definicién la dimensién es el minimo concluimos que:
I(X') <n.
O

Lema 5.1.5. Si f es un L*—monomorfismo parcial de % € ECJL" ., a B € EC.L" ., donde f

va de {X}U{y} C Aen {f(X)}U{f(y)} C B, entonces tenemos que y € Ecly(X) si y sdlo si
fy) € Ecly (f(X)).

Demostracion. Supongamos que y € Ecly(X) entonces por el principio de finitud hay un
Xo Crin X tal que 9(Xo U {y}) = 9(Xo), en particular 9(Xo U {y}) < 9(Xo)

Ahora bien, como f es un L*—monomorfismo tpqL;m (Xo UA{y}) tpg;%(f(Xo) U{f(y)}), de
donde por la proposicién anterior concluimos que

I(f(Xo) U{f(y)}) < I(Xo).

Luego dado que 9(f(Xp)) < 9(f(Xo)) v utlizando de nuevo la proposicién anterior pero en el
sentido contrario concluimos que:

d(Xo) < 9(f(Xo))-

De las dos desigualdades concluimos que:
A(f(Xo) U{f(y)}) < 0(f(Xo)).

Por lo que f(y) € Eclu(f(Xo)) C Ecln(f(X)).
Se realiza de manera anéloga. O

Por lo tanto, tenemos que EC.;”" , satisface la condicién 1. de ser clase cuasiminimal excelente.

La condicién 2. y 3. seran estudiadas en la siguiente seccion.

5.2. Ny-homegeneidad y excelencia

Antes de pasar a la prueba de que la clase de campos pseudo-exponenciales cumple con la
segunda condicién de clase cuasiminimal excelente es necesario probar algunas proposiciones y
algunos lemas.

Proposicién 5.2.1. Si® € EC.L" ., y X Crin A es independiente respecto a Ecl entonces X Za
2A.
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Demostracion. La prueba la realizaremos por induccién sobre n.

Sin =0 entonces X =0y @ =g 2, pues 2 satisface la propiedad de Schanuel.

Supongamoslo para n y demostrémoslo para n 4 1. Sea X Cy¢;, A independiente tal que X =
{1, s Tn,Tnt1} vy Y € D. Considere Xg = X\{z,+1} y note que por hipétesis de induccién
Xo S 2

Por el lema 2.3.1 hay X’ C;, D tal que 9(Xo) = 0(X'UXp) y X' N Xy =0; como Xo Zo A se
tiene que

5(X'/Xo) > 0.

De donde
o(Y/X) > (Y/X) - 0(X'/Xo).

Lo cual por la definicién de §(./.) es igual a:

(0(Y UXo U{znt1}) —0(X" U Xo)) — (6(Xo U{znt1}) — 3(Xo)).

Ahora bien, como 9(Xo U {zn41}) > 9(Xo) = 6(X' U Xp), ya que 2,41 ¢ Ecl(Xp), y debido a
que XoU{zpt1} € XoU {zp41} UY se tiene que

S(XoU{rni1}UY)=8(X"UXp) >0
o equivalentemente que
§(XoU{zpi1UY) —6(X" U Xg) > 1.
Por lo que se tiene que:
(0(Y UXo U{znt1}) — 6(X" U Xo)) = (6(Xo U{znt1}) —(Xo)) = 1= (0(Xo U{zns1}) — 6(Xo)).

También note que como Xy g XA, por los corolarios 2.1.1 y 2.1.2 y la propiedad de Schanuel se
tiene que:

0 < 6({znt1}/Xo) = 6(Xo U{znia}) — 0(Xo) < 6(wns1) < 1.

De donde:
1= (6(Xo U {zns1}) — 6(Xo)) = 0.

Por lo tanto, concluimos que:
5(Y/X) > 0,

y como Y era un subconjunto arbitrario se tiene que:
X S 2.

O

Corolario 5.2.1. Si?A € EC.", ,, G C A cerrado y a € A independiente de G entonces GU{a} Za
2.
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Demostracién. Primero note que como G es cerrado se tiene que Ecl(G) = G y por la proposicién
5.1.2 G =g .

SeanY Cyip Dy Z Cyyy GU{a}. Sia ¢ Z por el hecho de que G Sy 2 no hay nada que hacer
por lo que supongamos que Z = Zy U {a}.

Por el lema 2.3.1 hay Z’ C D tal que 9(Zy) = 0(Zy U Z’'), mas ain Z' C Ecl(G) = G y
ZyU Z' Zg A. Por otro lado, como a ¢ Ecl(G) se tiene que a ¢ Ecl(Zy U Z') por lo que realizando
un argumento andlogo al del paso inductivo anterior, donde el papel de X es jugado por Zy U Z/,
concluimos que §(Y/Zy U Z' U{a}) > 0.

Por lo tanto, se tiene que G U {a} ZSo 2.

O

Proposicién 5.2.2. Sea A € ECY/ .- Six & Ecl(() entonces {x} ZJar 2A.

Demostracion. Como x ¢ Ecl((), se tiene que d({z}) > 0 y debido a que 6({z}) < 1, concluimos
que 0({z}) = 1. De ahi que 0({z}) = 6({z}). De dicha afirmacién se sigue trivialmente que para
todo Y Cyyp A se cumple que:

5(v/{a}) > 0.

Por lo tanto, {z} Zo 2. O
Una dltima proposicién que se encuentra intimamente ligada a las anteriores es la siguiente.

Proposicién 5.2.3. Si A € ECL7 ., Ker(By) = 72 y X Za A tal que X Cyin A entonces
XU {T} jg{ 2A.

Demostracion. Sea'Y Cy;p A, demostremos que §(Y/{7} U X) > 0. Por el lema 2.3.1 se tiene que
SY/H{rtuX)=6Y U{r}/X)—68(r/X).

Como X Zo 2, se tiene que 6(Y U {r}/X) > 0. Més aiin, afirmamos que §(7/X) = 0.
La prueba de dicha igualdad la haremos por casos:

1. Caso 1: Si 7 € (X) entonces lin(r/X) = 0. Ademds se tiene que 7 es algebraicamente
independiente sobre X U E(X) y como E(7) =1 se tiene que tr(7, E(7)/X U E(X)) = 0. Por
ende, 0(7/X) = 0.

2. Caso 2: Si 7 ¢ (X) entonces lin(1/X) = 1. Ademds como X Zg A se tiene que §(7/X) > 0,
lo cual implica que
tr(r,E(T)/ X UE(X))>1

pero dado que E(7) = 1, nos queda que tr(r, E(7)/X U E(X)) = 1. Por ende, §(7/X) = 0.
Por lo tanto, en cualquiera de los casos se tiene que 6(7/X) = 0, de donde concluimos que
S(Y/H{rtuX)=6(YU{r}/X)>0.
O

Proposicién 5.2.4. Sean 20, € EC" ;,, X C Ayac Atal quea ¢ Ecly(X). Sean Y C A" y

be A tal queb ¢ Ecly (Y). Sig: X — Y es un L—monomorfismo parcial entonces f = gU{(a,b)}
es un L—monomorfismo parcial.
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Demostracion. Demostraremos que para toda ¢ libre de cuantificadores y {1, ..., 2, } C X se tiene
que:
UE Gla, 21, a] st AF Glb, g(@1), o g(w0)]

Consideraremos unicamente los casos cuando ocurre a, pues en caso de que no suceda, la afirmacién
anterior se sigue del hecho de que g es monomorfismo parcial.

La prueba la haremos por induccién sobre n y por induccién sobre la formacién de férmu-
las. Primero es pertinente observar que toda férmula atémica en n variables es equivalente a
(f(v1y.yvp) = 0) con f € Q[Z] 0 E(X11¢;vi +qey 1, 21 1¢ivi+qey c1) donde ¢; € Q o V(2 gl +
qr c1+ gl o, D110 + gk e1 + gl co) donde g; € Q.

Sea n =0y ¢ una férmula atémica.

Supongamos que 2 F ¢[a].

La prueba de que 2’ F ¢[b] la haremos por casos

= Caso 1: Sea ¢ := (f(v1) = 0) donde f € Q[z]. Note que f debe ser el polinomio cero ya
que si no lo fuera, como Q C Ecl(X) y Ecl(X) es un campo algebraicamente cerrado por la
proposicién 5.1.3 se tiene que a € Fcl(X), lo cual contradice la hipétesis. Por ende, f debe
ser el polinomio cero, de donde se tiene que 21 F ¢[b].°

» Caso 2: Si ¢ := (E(vi,v1)) note que 2A ¥ ¢la] y A ¥ ¢la], ya que d(a,1) > 9(1) pues
a ¢ Ecl(X).
Si ¢ := (E(cg,v1)), note que A ¥ ¢[0,a] pues E(0) = 1.
Si¢:= (E(c1,v1)) 0 ¢ := (E(v1,¢1)), note que A ¥ ¢[1,a] y A Z ¢la, 1], en el primero de los

casos ya que FE(1) € Ecl(X) para todo X y en el segundo pues Ker(E) C Ecl(X) para toda
X.

El anadlisis en el resto de las combinaciones es analogo, por lo que el caso es vacio.

» Caso 3: Si ¢ := (V(v1)), note que 2A ¥ Vla], ya que por la proposicién 5.1.3 Ecl(X) es un
campo algebraicamente cerrado.

El analisis del resto de las combinaciones es andlogo debido a que 0,1 € Q.

Debido a que ellos son todos los casos tenemos la ida.

La vuelta es analoga.

El paso inductivo sobre las féormulas libres de cuantificadores se sigue directo de la hipétesis de
induccién, por lo que tenemos probado el caso n = 0.

Para hacer la exposicién lo méas limpia posible y debido a que el paso n + 1 es analogo al paso
n = 1, haremos este dltimo.

Seann =1, 1 € X y ¢ una féormula atéomica.

[= JSupongamos que 2 F ¢la, 21]. La prueba de que 2’ lo satisface la haremos por casos de igual
manera a como se realizé con en el caso n = 0:

» Caso 1: Sea ¢ := (f(v1,v2) = 0) donde f € Q[z1, x2]. Note que f (v, z1) debe ser el polinomio
cero, ya que si no lo fuera como QU {z1} C Ecl(X) y Ecl(X) es campo algebraicamente
cerrado por la proposicién 5.1.3 se tiene que a € Ecl(X), lo cual contradice la hipétesis. Por
ende, 2 F Vv (f(v1,21) = 0). Luego reestringiendo a 2 al lenguaje de campos, utlizando el

5Puede parecer extraiio al lector considerar el polinomio cero pero el polinomio cero ocurre en la férmulas atémicas,
por ejemplo con ¢ := (a = a).
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hecho de que los campo algebraicamente cerrados eliminan cuantificadores® y como ¢ es un
L—monomorfismo parcial, se tiene que A" E Vi (f(v1,g(z1)) = 0). De donde se sigue que

A E b, g(a1)]-

» Caso 2: Si ¢ := (E(v1,v2)), note que A ¥ dla, x1] y A ¥ ¢[x1,a], ya que por la proposicién
5.1.3 Ecl(X) es cerrado bajo imdgenes y preimagenes de la exponencial, por lo que el caso es
vacio. El estudio del resto de los casos es andlogo a los casos de cuando n = 0.

s Caso 3: Si ¢ := (V(v1,v2)) note que A ¥ Via,z1] y A ¥ V[z1,a], ya que por la proposicién
5.1.3 Ecl(X) es un campo algebraicamente cerrado. El estudio del resto de los casos es andlogo
a los casos de cuando n = 0.

La vuelta es analoga.
El paso inductivo se sigue directamente de la hipétesis de induccion, por lo que hemos demos-
trado el caso n = 1.
La prueba para n + 1 es andloga a la prueba anterior.
Por lo tanto, f = gU {(a,b)} es un L—monomorfismo parcial.
O

Es pertinente notar que si a ¢ Ecl(X) entonces tpqu‘21 (a/X) realmente no nos dice nada, ya que
a Unicamente satisface las férmulas triviales, a dicho tipo se le conoce como el tipo genérico.

Proposicién 5.2.5. Sean ,2' € EC* , , X CAyY CA'. Sig: X =Y es un L—monomorfismo

est,sch’

parcial entonces existe un f L—isomorfismo de < X > a <Y >q tal que Vo € X(f(z) = g(x)).
Demostracion. Recuerde que < X >g es el campo exponencial tal que:

" Dexsy =(X) ¥y Ecxso = B [Doyoy -

» Cuyo campo subyacente es Q(Dcxsy UEcxsy (Dexsy)).

Lo que haremos sera definir primero un L—monomorfismo parcial go tal que f C go vy go :
D<X>m U E<X>Q‘ (D<X>‘2‘) — D<Y>‘B U E<Y>% (D<Y>f3) de la Siguiente manera.

1. Caso 1: Si a € Dcxs,, se tiene que ¢ = X7 ,¢q;z; para {z1,...,2,} C X entonces sea
go(a) :== Xi1gi f(wi).

2. Caso 2: Si a € Fcexsy(Dexsy), se tiene que a = E(X7,¢;z;) entonces sea go(a) :=
B f (2:)).

Por definicién se tiene que f C go, go : Dacx>gq U Ecxsy(Dexsy) = Deysy UEcysy (Deysy)
y dado que f es un L—monomorfismo parcial y que en nuestro lenguaje podemos escribir combina-
ciones lineales de elementos de X se tiene que gy es un L—monomorfismo parcial.

Para extender gg, recuerde que

QD<x>q UEcx>y(Dax>q)) = U Q(2)
ZCfinDax>gUE<x>o (Dax>y)
y que dado Z = {z1, ..., 2, } se cumple que:
Q(Zl7 Z’n) = {p(zh (XX} Zn)/(I(Zh ey Z’n)|p7 qc Q[Z] y q(zlv ey Zn) 7& 0}

6Dichos hechos se tocan en el apéndice B y se desarrollan en [21].
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Definamos g :< X >9—< Y >g como sigue:

P(@1s e @) /(21,0 @n) = P(go (1), -5 go(2n)) fa(g(21), s g(20))-

Afirmamos que f C g es un L—isomorfismo.

Primero note que es suficiente con que demostremos que es isomorfismo de campos, pues gg se
comporta bien con la exponencial y el dominio de la exponencial no crece del dominio de gg al de
g.

Para probar que es isomorfismo de campos, probemos que dado Z Cf;p, De x>y UEc x>y (Dexsy)
entonces g [g(z): Q(Z) — Q(g(Z)) es isomorfismo.

Note que es posible escribir polinomios con coeficientes en Q en nuestro lenguaje y como g es
un L—monomorfismo parcial se tiene que

por lo que g [g(z) es isomorfismo.
El hecho de que g :< X >g—< X >q es L—isomorfismo se sigue de la finitud de los polinomios.
O
Lema 5.2.1. Sean €, B, B € EC1"7, , tal que € 3B, & 3B y € =, . Seana € B" y
a’ € B™ tal que CU{a} I B y C"U{a’} Zwr B'. i existe un L—isomorfismo f de < CU{a} >u
a < C'"U{V} > tal que f(a) =b y Ve e C(f(c) = g(c)) entonces

L (= AN
tPqty (a/C) = tpgy,, (@ /C").
Demostracion. La prueba es sumamente técnica y puede ser consultada en [31]. O

Con dichas proposiciones estamos en posiciéon de demostrar la primera condicién de Rp—homogeniedad.

Corolario 5.2.2. Sean 2,5 € chgfsch, G C AyG' C B tales que G, G’ son vacios o numerables

y cerrados y g : G — G’ un L*—isomorfismo. Six € A y 2’ € B son independientes de G y G’
respectivamente entonces g U {(x,2')} es un L*—monomorfismo parcial.

Demostracion. Sean x ¢ Ecl(G) y o' ¢ Ecl(G"). De donde por las proposiciones 5.2.4 y 5.2.5 existe
un L—isomorfismo f de < GU{a} >y a < G'U{a'} >p talque f D gy f(x) =12

Por otro lado, si G es cerrado y « es independiente de G por el corolario 5.2.1 G U {z} ZSo 2;
mientras que si G = (), por la proposicién 5.2.3 {z} = G U {z} Za 2. Andlogamente podemos
concluir que G’ U {2’} S B. Ademds, si G y G’ son cerrados se tiene que G S Ay que G' 3B
por la proposicién 5.1.3; mientras que si G = (), por la propiedad de Schanuel se tiene el resultado
deseado.

Por lo tanto, por el lema anterior se tiene que:

thepy (/G) = tpjy, (' /G).

Por lo que la definicién de L* —monomorfismo parcial concluimos que gU{(x, z')} es un L* —monomorfismo

parcial.
O

Antes de pasar a la segunda condicion de Ng—homogeniedad es pertinente demostrar dos pe-
quenas proposiciones.



5.2. Ro-HOMEGENEIDAD Y EXCELENCIA 111

Proposicién 5.2.6. Sean A € ECC". . Ker(Ey) = 72, X Cpip A, 7€ X Zq A ya e A
tal que {a} es linealmente independiente y que (a) N (X) = {0} entonces Locy xup(x)(a, E(a)) es

irreducible, rotundo y libre sobre < X >q.

Demostracion. Como por definicién es la minima variedad que contiene a (a, E(a)) es irreducible.
Para probar que es rotunda, sea M € Mat,x,(Z). Como Ma € D, dado que X g 2 se tiene
que:
d(Ma/X) > 0.

Luego lin(a/X) = n, por un argumento andlogo al del lema 3.2.1 se tiene que rg(M) = lin(Ma/X),
es decir,
tr(MaU E(Ma)/X UE(X)) > lin(Ma/X) =rg(M).

Debido a que por la proposicién 1.3.4
tr(Mau E(Ma)/X U E(X)) = dim(Locy, xupx)(Ma, E(Ma)))

y que por el lema 3.2.4 dim(Locy xup(x)(Ma, E(Ma))) = dim([M]Locy, xur(x)(a, £(a))) conclui-
mos que
dim([M}Locm’XUE(x)(&, E(a))) Z ’I“g(M)

Para probar que es libre de dependencia aditiva procedamos por contradiccién, es decir, su-
pongamos que hay un k € Z"\{0} tal que X7 (k;z; — 2’ € Iex>y (V) v @/ € Dexs,. Como
Doxsy, =< X > entonces ' = £, ¢;x;. De donde como (a, E(a)) es genérico, se tiene que

E?Zlkiai — Eglqzl’l = O

Por ende,
n _\m
Y kia; = X0, iy,

como (a)N{X) = {0} y {a} es linealmente independiente, se tiene que k; = 0 para todo i € {1,...,n},
lo cual es una contradiccién con la hipétesis. Por lo que, la variedad si es libre de dependencia aditiva.
La prueba de que es libre de dependencia multiplicativa es andloga a la anterior sélo que utli-

zamos el logaritmo y el hecho de que 7 € X.
O

Proposicién 5.2.7. SeanA,B € ECS"" . C CAyC' CB. Sif:C — C" esun L*—monomorfismo

est,sch’ _ _
parcial ya € A™ yb € B" son tales que Iy <>y (@, E(@)) = I <crsq (b, E(b)) y Locy <4 (@, E(a))
es kummer genérico, entonces -

i1, @/C) = trjp, (b/C).

Demostracion. La prueba se realiza por induccién sobre la formacién de férmulas usando el hecho
de que las féormulas son basicamente polinomios exponenciales y como por hipdtesis ambas tuplas
cumplen los mismo polinomios se tiene el resultado deseado. La razén por la cual se pide la hipétesis
extra de que Locy <oy (G, E(a)) sea kummer genérico es porque en las férmulas ocurren términos
de la forma E((1/m)a).

O

Con ambas proposiciones en mente estamos en posiciéon de probar un primer acercamiento a la
segunda condicién, la cual llamaremos Ry—homogeniedad sobre el (.
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Lema 5.2.2. (Ng—homogeniedad sobre el §) Sea A,B € EC.y";, v sea f un
L*—monomorfismo parcial tal que el dom(f) = X es finito y |X| = n. Siy € Ecl(X) entonces
existe y' € B tal que f U{(y,y')} es un L*—monomorfismo parcial.

Demostracion. Primero note que podemos suponer sin pérdidad de generalidad que 7 € X, ya que
sino fuera asi, lo agregamos y definimos ' = f U {(r,7')}, donde 7’ es el generador del niicleo en
B, v que X\{7} es independiente respecto a Eclg pues en caso que no lo sea nos tomamos una
base. La prueba se divide en dos casos:

1. Caso 1: Sea y € Ecl(X) linealmente dependiente de X, entonces y = X7, ¢;x; tal que ¢; =
m;/n; Vi € {1,...,n}.Seay’ = X7 ,q; f(z;). Afirmamos que fU{(y,y’)} es un L*—monomorfismo
parcial.

Sea ¢(v1, ..., Up, Up+1) una férmula libre de cuantificadores. Considere ¥ (v, ..., v,,) la férmula
que se obtiene de ¢ al sustituir todas las ocurrencias de v,41 por X ;1/m;(n;v;). Note que
dicho elemento lo podemos escribir en nuestro lenguaje, ya que contamos con las funciones
1—arias de multiplicar por 1/m. Ahora bien, es claro que

AE d)[:rla ) l'n,y] < AE 77[}[551, axn]
Dado que % es una libre de cuantificadores y f es L*—monomorfismo parcial se tiene

AEY[x1, .oy Tp] < BEY[f(x1),..., f(T0)] < BE O[f(x1), ..., f(T0), ]

De donde concluimos que

AE G[T1, .0y Ty y) < BE O[f(21), o, f(T0), Y]

Por lo que fU{(y,y')} es un L*—monomorfismo parcial.

2. Caso 2: Sea y € FEcl(X) linealmente independiente de X. Por el lema 2.3.1, hay ¢’ €
Ecl(X)™~ 1, podemos tomarlo ahi ya que lo estamos realizando respecto al modelo Ecl(X),
linealmente independiente tal que (X U{y})N(y") = {0} y dpa(x)(X U{y,7'}) = Opax)(X U
{y}). Dado que Ecl(X) 3 A se tiene que oy (X U {y,7'}) = (X U {y}).

Afirmamos que oy ({y, 7'}/ X) = s (X U{y,7'}) — 02 (X) = 0.
" Como §(X U{y,7'}) = 0(X U{y}) y y € Ecl(X) se tiene que 6(X U{y,7'}) = 9(X)
y dado que la dimensién es el minimo y §(X) es uno de los elementos del conjunto se

tiene que
A(X) - §(X) <0.

Por lo que
5(X U {y,7}) — 8(X) <.

] Como X\{7} es independiente, por las proposiciones 5.2.1 y 5.2.3 X =g 2 y como
{y, 7'} C A se tiene que

0({y, 7'}/ X) =0({y, 7'} UX) - d(X)>0.
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Por lo tanto, dy ({y,7'}/X) = 0.
Note que X U{y, 7'} Za 2 pues dado Z Cy;y, A se tiene que

la dltima desigualdad se debe a que 6(X U {y,7'}) es el minimo y el otro sumando es un
elemento del conjunto.

Por otro lado, como y es linealmente independiente de X, ¢’ es independiente y (X U {y}) N
7"y = {0}, se tiene que {y,y'} es linealmente independiente y que (X) N {({y,y'}) = {0}. De
donde por la proposicién 5.2.6

LOCQl,XUE(X) (y7 :‘7/7 E(y)7 E(g/))

es irreducible y libre sobre < X >g, ademés podemos suponer que es kummer genérico, pues
en caso de que no lo sea nos tomamos el m € N para el cual se satisfaga (ver el teorema
3.2.1). Considerando la variedad V' C A™T™ x (A*)"*™ al dejar libres en los polinomios de
I(Locy, xurx) (¥, ¥, E(y), E(y'))) las ocurrencias de X U E(X) se satisface que

A E Ry [X].
Como f es un L*—monomorfismo parcial tenemos que
B F Ry [f(X)]
Luego por la interpretacién de Ry existe {u, @'} C Ecl(f(X)) tal que (u, @, E(u), E(@')) es
genérico en V sobre < F(X) >g. De donde por la proposicién 5.2.7 concluimos que
tpl?fm (v,7'/X) = tpéﬁB (u, @'/ f(X)).

Ahora bien, afirmamos que
fX)U{w, @'} Za B

o equivalentemente que 9(f(X)) = d(f(X) U {u,@’'}). Para probar esto ultimo procedamos
por contradiccién. Supongamos que 9(f(X)) =6(Z U f(X)) < 6(f(X) U {u,@'}).

Dado que 6({y,%’'}/X) = 0 y que los tipos libres de cuantificadores sobre L son iguales, se
tiene que 6({u, @'}/ f(X)) =0, es decir,

0({u, u'} U f(X)) = o(f(X)).

Por ende, §(Z U f(X)) < §(f(X)) o equivalentemente §(Z/f(X)) < 0.

Por otro lado, como X\{7} es Ecl independiente y f es un L*—monomorfismo parcial se
tiene que f(X\{7}) es independiente y por las proposiciones 5.2.1 y 5.2.2 f(X) Zo B. Por
lo tanto, 6(Z/f(X)) > 0, lo cual es una contradiccién.

De ahi que:
FX)U{u,u'} Ze B.

Por lo tanto, por el lema 5.2.1 se tiene que

tPepa (v, 5/ X) = o, (u, @'/ (X))

Por lo que fU{(y,u)} es el L*—monomorfismo parcial buscado.
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El siguiente corolario generaliza el lema anterior.

Corolario 5.2.3. Sea 2, B € ECC" ., y sea f un L*—monomorfismo parcial tal que el dom(f) = X
es finito y que | X| =n. Siy € Ecl(X)" entonces existe ' € B™ tal que f U {(yi,¥;)}icq1,... n} €5
un L*—monomorfismo parcial.

Demostracion. Construiremos f U {(yi,¥;) }ie{1,....n} POr recursiéon sobre i < n.

» Sea i = 1, entonces por el lema 5.2.2 existe y{ tal que fU{(y1,y;)} es un L*—monomorfismo
parcial.

» Sea i = j + 1, entonces por construccién tenemos que g = f U {(yi,¥;)}icq1,....;} € un
L*—monomorfismo parcial tal que dom(g) es finito. También como y;11 € Ecl(X) enton-
ces Yj+1 € Ecl(X U{y1,...,y;}), por lo que por el lema anterior concluimos que hay y;-_H tal
que fU{(yi,¥;)}iequ,...,j+13 s un L*—monomorfismo parcial.

Por lo tanto, después de n pasos contaremos con el L*—monomorfismo parcial deseado. O
Pasemos a la prueba de Ng—homogeniedad en el caso general.

Lema 5.2.3. Sean 2A,B € EC..7 ., G € A cerrado y numerable y G' C B cerrado y numerable,

G =, G. Si f es un L*—monomorfismo parcial tal que el dom(f) = X es finito y que |X| =n. Si
y € Ecl(X UG) entonces existe y' € B tal que gU f U{(y,y")} es L* —monomorfismo parcial.

Demostracion. La prueba se encuentra en [8], desafortunadamente no realizaremos la prueba, ya
que se utiliza maquinaria que no se desarroll6 en este trabajo. O

5.3. Conclusiones

Después de tanto trabajo es momento de recolectar los frutos.

Teorema 5.3.1. 5cgjg*sch es una clase cuasiminimal excelente.

Demostracion. Por la seccién 5.1 y 5.2 se tiene que ECL.;", ,, satisface las primeras dos condiciones
de ser clase cuasiminimal excelente. Por el trabajo de Martin Bays, Bradd Hart, Tapani Hyttinen,
Meeri Kesild, y Jonathan Kirby [9] se tiene que la propiedad de excelencia se sigue de estas dos y

por lo tanto, ECS;" ., es un clase cuasiminimal excelente.” O

Teorema 5.3.2. EC.." . es no numerable categdrica.
:

cn,*

Demostracion. Del teorema anterior y de la primera observacién del capitulo, se tiene que £C__;", .,

cn,*

cumple con las hipétesis del Teorema* y por el Teorema™ se tiene que EC..,". ., es no numerable
categorica. ]

Por lo tanto, en particular contamos con un tinico campo pseudo-exponencial de tamano del
continuo. De ahi que surja la pregunta de si Ccz;, es dicho modelo y justamente ello es lo que afirma
la conjetura de Zilber.

7La prueba de dicho hecho como se mencioné en la capitulo 4. se encuentra fuera de los propésitos de este escrito.
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Conjetura de Zilber. El campo pseudo-exponencial de cardinalidad 2% es isomorfo a C.yp.

Note que en particular si la conjetura de Zilber es cierta entonces la conjetura de Schanuel es
cierta dado que el axioma II] es una generalizacion de la conjetura de Schanuel.

Con dicha conjetura terminamos este trabajo esperando poder demostrar en algin momento la
conjetura de Zilber, la cual en palabras de Kirby “esta lejos de ser alcanzada”[16].
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Apéndice A

Thumbtack Lema

Como se mencioné en el teorema 3.2.1, no vamos de demostrar el Thumbtack Lema (probable-
mente podria ser un tema de tesis por si s6lo) pero creemos que es pertinente enunciarlo y entender
su importancia.

El lema fue enunciado y demostrado parcialmente por Zilber en [32]. Decimos que parcialmente,
dado que Bays encontré un error en el articulo original, lo que dié lugar a un nuevo articulo [7] por
Bays y Zilber en el cual se corrigieron dichos errores.

El enunciado que nosotros daremos en este apéndice es la versién 3 del Thumbtack Lema dada
por Kirby en [17].

Thumbtack Lema. Sea F = K(ay,...,a,,v/b1,...,v/b.) tal que K es un campo algebraicamente
cerrado de caracteristica cero. Supongamos que c1, ..., Cp, Se encuentran en una extension de F tales
que son multiplicativamente independientes de K* U {by,...,b.}. Entonces existe N € N y raices
N—ésimas ci N, ...,Cm,N tal que eziste un dnico tipo de isomorfismo de los sistemas adecuados de
raices de {¢1,N,...;Cm N} SObre F.

Observacién 6. Note que cq, ..., ¢, deben estar necesariamente en una extension propia de K, ya

) b b
que si estan en K, como K es por hipotesis algebraicamente cerrado, entonces podemos diferenciar
todas la n—ésimas raices entre si.
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Apéndice B

La dimension es definible en los
campos algebraicamente cerrados
caracteristica cero

Lo que demostraremos en este apéndice es que la dimensién es definible en los campos algebrai-
camente cerrados de caracteristica cero, vistos como la clase de estructuras ACFj en el lenguaje

Lo ={co,c1} U{—,+,-}U {1/m'}m€Z\{O}

y que satisfacen el axioma I de T, gcem L

Observe que toda variedad en el lenguaje original L* es definible en el lenguaje Ly y que toda
variedad es definible por una férmula en L, , por el Teorema de las Bases de Hilbert. Por la
primera observacién, se tiene que si demostramos que la dimensién es definible en ACF{y, entonces
la dimensién serd definible en £C;", . La segunda, nos permite trabajar en Ly, por lo que en el
resto del apéndice todas las definiciones y afirmaciones serdn respecto a Ly, .

Como se menciona en el escrito, la prueba requiere de ciertos conceptos que no han sido in-
troducidos hasta este momento. Lo que haremos en un primer momento seréd introducir algunas

definiciones y ciertos hechos que nos serdn ttiles en el momento de la prueba.’

Definicién B.0.1. Un modelo 2 es fuertemente minimal, si para todo X C A definible se satisface
que X es finito o A\X es finito.
Una teoria T es fuertmente minimal si todo modelo de T es fuertemente minimal.

Hecho B.0.1. La teoria de los campos algebraicamente cerrados de caracteristica cero es fuerte-
mente minimal.

Antes de continuar es preciso introducir un poco de notacién. Dados 2l un modelo en el lenguaje
L', una férmula ¢(Z; ) con n 4+ m variables libres y b € A™ tenemos que:

d(A™;b) :={a € A"|AF ¢(a,b)}.

1En caso que no le sea suficiente al lector este pequefio resumen de conceptos, le sugerimos consultar las secciones
6.1y 6.2 de [21].
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Definicién B.0.2. Dados 2 un modelo en el lenguaje L' y ¢(Z) una férmula en el lenguaje L,,
donde Ly = L' U{csla € A}, definimos el Rango de Morley respecto a 2, denotado por
RM?* (), de ¢(z) de la siguiente manera:

= RM™(¢) > 0 sii p(A™) # 0.

» Sia=p+1. RM*(¢) > B+ 1 sii existen {1, (%) }neo tal que los 1, (A™) son ajenos dos a
dos, para toda m € w se satisface que 1,,(A") C ¢(A™) y que RM2(1,,) > B.

» Si a es limite. RM®(¢) > a sii RM®(¢) > 3 para toda f < .

En caso de que ¢(A) = () convendremos que RM?(¢) = —oo.
Definimos el Rango de Morley, denotado por RM(¢), como el Rango de Morley respecto a
un modelos monstruoso?, a dicho modelo lo denotaremos por 9, es decir,

RM(¢) = RM™(9).

Por otro lado, dado p un tipo, definimos RM (p) = inf{RM($)|¢ € p} y con ello dado, a € M™
y E C M, definimos RM (a/FE) = RM (tp(a/E)).

La siguiente proposicién contiene los hechos que utilizaremos respecto al Rango de Morley en
nuestra prueba.

Hecho B.0.2. Dados 9% un modelo monstruoso de en una teoria fuertemente minimal y X, Y C A™
tal que X y 'Y son definible, entonces se tiene que:

1. Dados 2 un modelo chico de la teoria y Z C A™ definible por la formula ¢, se tiene que
RM™(¢) = RM(9).

2. RM(X) =0 siit X es finito.
RM(XUY)=maz{RM(X),RM(Y)}.
4. RM(X) =sup{RM(a/E)la€ X,E C M,|E| <|M|,X es E definible}

5. RM(a/E) = dimgq(a/E). Por dimge nos referimos a la dimensidn respecto a la pregeometria
acl introducida en el capitulo 4 (pdgina 84).3

Un dltimo hecho que es importante destacar y que nos permite ver la razén por la cual se
introdujo el concepto de Rango de Morley en este apéndice es el siguiente.

Hecho B.0.3. Si %l es un campo algebraicamente cerrado de caracteristica cero y V' es una variedad
irreducible entonces RM (V') es la dimensidn algebraica de V.

Por ende, demostraremos que el Rango de Morley es definible en los campos algebraicamente
cerrados y con ello tendremos que la dimensién es definible.

Teorema B.0.3. FEl rango de Morley es definible en los campos algebraicamente cerrados de ca-
racteristica cero.

2Los lectores que no conozcan dicho concepto, les sugerimos ver la discusién en pag. 219 de [21].
3La definicién de dimensién relativa es la definicién 4.1.6 de este escrito.
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Demostracion. Sea 2l un campo algebraicamente cerrado de caracteristica cero. Lo que haremos
serd demostrar que dada una férmula ¢(Z; §) tal que |Z| = n, existe un férmula ﬂZ’k(g) tal que para

todo k < n 'y todo b € A™ se satisface que:
nk e T
RUE my " [b] sii RM(4(A";0)) >k
La prueba la haremos por induccién sobre n.

» Seann = 1y ¢(z;y) una férmula. Como n = 1 entonces RM (¢(A; 7)) =00 RM(p(A; 7)) = 1.
Por ende tinicamente debemos mostrar que la propiedad “ > 0” y “ > 1”7 son definibles.

Recuerde que RM(X) > 0 sii X es distinto del vacio por lo que definamos:
7y’ () = Fwg(x; 7).

Claramente dicha férmula cumple lo deseado.

Ahora bien, recuerde que RM(X) = 0 sii X es finito. Por ende RM(X) > 1 sii X es infinito.
Para definir ello, note que existe N € N tal que [¢(A;b)] < N o |A\¢(A;b)| < N para todo
b € A™. Pues si no fuera el caso se tendria que

n n

(B 3wy I 1 Fwon ((\ @i # 25) A (N 6@ 7)) A (N —d(as;9)|n € w}

i#j i=1 i=1

es satisfacible, lo cual contradice el hecho de que los campos algebraicamente cerrados son
fuertemente minimales.

De donde se tiene que ¢(A;b) es infinito sii |¢(A;b)| > N. Por lo tanto, sea

N

my(5) =3y Fen (N 20 # 25) A (N Sl D).

i#j i=1
Claramente por las reducciones realizadas dicha férmula cumple lo deseado.
» Supongdmoslo para n — 1 y demostrémoslo para n. Sea ¢(Z; ) una férmula, se tiene que para

todo b € A™ el MR(¢(A™;b)) < n. Por lo que sélo hay que ver que las propiedades “ > k”
con k € {1,...,n} son definibles.

Para el caso k = 0, note que M R(p(A™;b)) > 0 sii ¢(A";b) es no vacio, por lo que sea:

n,0

Ty (§) = 3x1.. 3xn (21, .oy 203 7).

Claramente dicha férmula cumple lo deseado.

Ahora bien, sea k € {1,...,n — 1}. Considere ¥ (z2, ..., z,;y) = Jz10(Z;7y), para simplificar
la notacién, sea (xa,...,2,) = T_. Como ¥(Z_;7) es tal que |Z_| = n — 1 por hipdtesis de

induccién existe Wz_l’k(g) tal que para todo b € A™ se cumple que:

Ak 7 P it RM(p(A" b)) > k.
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Por otro lado, considere
By ={ac A" Y{cc A FE ¢[c;a,b]} es infinito}.
Por un razonamiento andlogo a lo que se hizo en la base, existe un N tal que:
a € By sii |{c|AF ¢[c;a,b]}| > N.

De donde tenemos que Bj es definible por:

N
5(z_;9) =3z Fan ( )\ 2 # 27) A (N 62322, . 203D))).
i#j i=1
Debido a ello por hipétesis de inducciéon hay 7r§717k71(y) tal que para todo b € A™ se cumple
o AEf D) st RM(6(A™Y0) >k — 1.
Sea ﬂZ’k(gj) (7)Y Wz_l’k(gj). Afirmamos que dicha férmula cumple lo deseado, es

decir, para todo b € A™:

Ak 7y PPyl TV b] sit MR(¢(A™,D)) > k.

La realizaremos por casos.

1. Caso 1: Supongamos que 2 = wzfl’k[l_)], entonces existe @’ € A"~ ! tal que dimgq(a’/b) >

ky 2 FE 3z16(x1,a’;b), por el hecho B.0.2 (4. y 5.). Por la definicién de satisfacibilidad,
existe a € A tal que 2 E ¢[a,a’;b]. De donde se tiene que

dimae((a,a@)/b) > dimaa (@ /) > k.

Pero como RM es el supremo

RM (p(A™; b)) > dimac((a,a’)/b),

por lo que concluimos que

RM(¢(A™;D)) > k.

2. Caso 2: Supongamos que

Ak~ PP AT,

entonces para todo @ € A"~ ! tal que 2 F [a’; b] tenemos que dim,q (@' /b) < k y que
hay un @’ tal que dimgae(a’/b) > k — 1y 2 E §[a”;b]. Como 6(A"1;b) C (A" 1;b)
entonces concluimos que dim,q(a”/b) = k — 1.

Ahora bien, como @’ € §(A" 1;b) por contruccién tenemos que Y = ¢(A;a",b) es
infinito, ya que los campos algebraicos son fuertmente minimales se tiene que A\Y es
finito, sean ay, ..., a, sus elementos. Note que a; € acl(a” Ub) para todo i € {1,...,n}
pues y(z;Z_,7) := —¢(x;T_,7) es tal que y(A;a”,b) es finito y que A = v(a;;a”, b).
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Por otro lado, como dimaa (@’ /b) =k —1y dimge(A") = n > k — 1, entonces existe
a ¢ acl(a” Ub) pero como todos los elementos A\¢(A;a”, b) se encuentran en la cerradura
entonces a es tal que:

A E ¢la,a”’;b]
y ademas dimge (a/a”,b) = 1.
Por ende, RM (¢(A™;b)) > dimae(@”,a/b). Debido a que:

dimaer((a,a”)/b) = dimae (@ /b) + dimae(a/(@”, b))

¥ que por construccién dimge(a”/b) =k — 1y dimge(a/a”,b) = 1, concluimos que:

RM(¢(A";b)) = k.

Supongamos que RM (¢(A™; b)) > k entonces hay un a = (a,a’) € A™ tal que dimq(a/b) >
k. De donde se tiene que

dimae (a/b) = dimae (@' /b) + dimae(a/ (@, b)) > k.
Con ello en mente, dividamos en dos casos:

1. Caso 1: Si dimge (@' /b) > k como @ € (A" 1;b) entonces RM ((A™1:b)) > k, de
donde concluimos que
n—1,ky
AEm, b
y por ende se satisface la disjuncion.
2. Caso 2: Si dimaa (@' /b) < k, como dimac(a/b) > k 'y dimge(a/(@,b)) <1, concluimos
que dimae(a'/b) = k — 1y dimge(a/(@’,b)) = 1. De la segunda igualdad, se sigue que
a ¢ Acl(a@ Ub) por lo que para todo y(z;Z_,7) férmula se satisface que:

A ¥ vyla;a’,b] o y(A;a@’,b) es infinito

En particular, ello se satisface para ¢(z;7) y como 2 F ¢[a;b] entonces 7¢(A;&’,5)
es infinito. Por lo que por la definicién de §, se cumple que a’ € (A" b) y como
dimge (@' /b) = k — 1, concluimos que RM (6(A™ ;b)) > k — 1. Por lo tanto,

AE 7y D)

y por ende se satisface la disjuncion.

. _ —1.k—1,— . , .
Si k = n, entonces WZ’k(y) =7y ok (g) y por un razonamiento andlogo al anterior se

cumple lo deseado.

Por lo tanto, el Rango de Morley es definible en los campos algebraicamente cerrados de carac-
teristica cero. O

Por lo tanto, por el hecho B.0.3 y el teorema anterior se tiene que la dimensién de variedades
irreducibles es definible en ACFy.

4Ver [21] para una prueba.



126 APENDICE B. LA DIMENSION ES DEFINIBLE EN LOS CAMPOS ALGEBRAICAMENTE CERRADOS CA



Apéndice C

£C* . tiene una modelo de
est,sch

dimension infinita

La razon por la cual este resultado lo presentamos como un apéndice es porque se sigue del
capitulo 3., pero para entender el enunciado es necesario haber leido la primera seccién del capitulo
4.

Antes de pasar a la construcciéon del modelo infinito es importante demostrar una pequena
proposicién que es cierta para cualquier pregeometria.

Proposicién C.0.1. Sean (A, cl) una pregeometria y C = {c;}icuw\joy € A. Si para todan € w se
tiene que cpy1 & cl({c1,...,cn}) entonces C es independiente.

Demostracion. La prueba se sigue del principio de finitud y la hipétesis. O

Con ello en mente realicemos la construccién.

Construccién. Realicemos la siguiente construccion por recursion sobre los naturales:
= Sin =0, sea By =NE.
w Sin=k+1, sea Bry1 = Bi|(Br x By)

Con ello definamos B = ELAYCEA

new — N

Por el lema 3.2.2 se tiene que B es un campo pseudo-exponencial, ya sélo queda ver que es de
dimension infinita pero para ello serd preciso demostrar primero una proposicién intermedia.

Proposicién C.0.2. Sea C = {c,|n € w\{0}} tal que (cpi1, E(cny1)) es genérico sobre B, X B
y Cp, = {ci|t € {1,...,n}} entonces para todo X Cy;p By, yn € w\{0} se tiene que

0, (X/Cp) > 0.

Demostracion. La prueba la haremos por induccién fuerte sobre los B,, y por induccién sobre los
conjuntos finitos de B,,.
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APENDICE C. £C537 ey TIENE UNA MODELO DE DIMENSION INFINITA

» Sea k = 1, es decir, sea X = {z}. Si # € (Cy11) no hay nada que hacer por lo que su-
pongamos que X es linealmente independiente de {cy,...,c,41}. Como X es linealmente in-
dependiente de {c1,...,cn4+1} lo que debemos demostrar es que tr(z, E(z)/{c1,...,cn41} U
{E(c1),..., E(cns1)}) > 1. La prueba de ello se hard por casos dependiendo del primer mo-
mento de la construccién en el cual ocurre {z, E(x)}:

1. Caso 1: Supongamos que {x, E(z)} se encuentra por primera vez después de aplicar el

paso 9 de la construccién!, entonces = q1d + gacny1 tal que d € D, v q1,q2 € Q,
observe que g2 # 0 pues = ¢ B,,.
Si z es algebraicamente independiente sobre C,,+1UE(C},41) no hay nada que hacer mien-
tras que si es algebraico sobre Cy,+1UE(C),41) entonces existe p(1, Y1, .., Ym, 21, -, 2k) €
Q[X] tal que

p(x, e, B(Y), ..., E(c))) = 0.

Afirmamos que ¢, # cp41 para toda i € {1,...,m} y que ¢ # c,41 para toda i €
{1, ..., k}. Procedamos por contradiccién, es decir, supongamos que ¢; = ¢,+1 para alguna
ie{l,...,m}oquec; =cp41 para alguna i € {1,...,k}. Al sustituir z; en p(z1,7, Z) por
4122 + q2Yn+1 10s queda que

p(d,cy,....c. cni1, E(c)), ..., E(c})) =0,

dado que g2 # 0y que d € B, se tiene que ¢, 11 0 E(c,11) es algebraico sobre B,,, lo cual
es una contradiccién con que (¢p41, F(cny1)) es genérico sobre B,, x B. Por ende, no
puede ser posible que ¢ = ¢, 41 para alguna i € {1,...,m} o que ¢ = ¢,41 para alguna
1e{l,..., k}.

Por ende, x es algebraicamente independiente de Cj,11 U E(Cp41).

. Caso 2: Supongamos que {z, E(z)} se encuentra por primera vez después de aplicar

el operador e, entonces por construcciéon E(z) es algebraicamente independiente sobre
{1, erseni1} U{E(c1), ..., E(cnt1)}; por lo tanto no hay nada que hacer.

. Caso 3: Supongamos que {z, E(x)} se encuentra por primera vez después de apli-

car el operador [, entonces por construccion x es algebraicamente independiente sobre
{c1,.erseni1} U{E(c1), ..., E(¢nt1)}; por lo tanto no hay nada que hacer.

. Caso 4: Supongamos que {x, E(x)} C B,, entonces x ¢ (C,), de donde por hipétesis

de induccién x o E(x) es algebraicamente independiente de C,, U E(C},). Realizando un
argumento andlogo al del caso 1. se sigue que z o E(z) es algebraicamente independiente
de Cn+1 U E(Cn+1)

Note que ellos son todos los casos, dado que al aplicar el operador a no crece el dominio. Por
lo tanto, si X = {z} entonces §(z:/Cp41) > 0.

» Sea k =r+ 1, es decir, sea X = {z1,...,z,+1}. Note que por el lema 2.1.3(3) se tiene que

(X \{@rg1} U{zrq1}/Crpr) = 0(X\{@r i1}/ Cnir) 4+ 0(@ri1 /X \{@r g1} U Crpa).

Luego por hipdtesis de induccién el primer sumando es mayor o igual a cero y por un argu-
mento analogo al de la base se puede demostrar que el segundo sumando es mayor o igual a
cero. De donde se tiene la desigualdad deseado.

1Ver pagina 73.



129

Por lo tanto, dados n € w\{0} y X Cyin By, se satisface que:

6(X/Cn) > 0.

Proposicion C.0.3. B es de dimension infinita.

Demostracion. Afirmamos que para toda n € w\{0} se tiene que ¢, 11 ¢ Ecls(C,)?. La prueba la
haremos por induccién fuerte sobre n.

Como B,11 T B se tiene que para toda X C B,i1 On(X) = 0n,,,(X) y que dn(X) =
ds,,,, (X) por el lema 2.3.3, por lo que trabajaremos con la predimensién y la dimensién respecto
a B,41 y quitaremos el subindice.

Por el lema 2.3.1 9(Cp11) = 6(X U Cpy1) para X C B,y linealmente independiente tal que

(Xyn{{e1y ooy eng1}) = {0}.
Afirmamos que 6(X U {cp+1}/{c1,--scn}) > 0.
Por el lema 2.1.3(3) se tiene que

(X U{cns1t/{ct, - cn}) = 0(cns1/{c1,yen}) + 0(X/{c1,y oy enat})

Como (¢p41, E(cnt1)) es genérico sobre B, x B se tiene que

tT(CnJrl»E(CnJrl)/{Clv ey Cn} U {E(Cl)v ’E(Cn)}) =2

por lo que
d(cn+1/{crs sen}) >0

y por la proposicién anterior se tiene que §(X/Cy1) > 0.
Por ende,

(X U{cni1t/{c1, yen}) = 0(cnsr/{ctyoyen}) +06(X /ety oy eni1}) >0,
pero note que ello implica por definicién de predimensién relativa que:
(X UCht1) >0(C) > 0({ca, -y cn}).
Como por hipétesis §(X U Cyy1) = 9(Cpt1) se tiene que:
0({c1, ... ent1}) > 0({ca, o en})

Por lo tanto, para toda n € w\{0} se cumple que ¢,+1 ¢ FEcl(C,). De donde debido a la
proposicién C.0.1, se tiene que C' es independiente y por ende B es de dimensién infinita. O

2Utilizaremos la notacién de la proposicién anterior.
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o »
Notacion
s X Cyin A X es subconjunto finito de A.

w 2B, ¢, ... son modelos y A, B, C... son los respectivos universos.

s Eestt Es la clase de estructuras que satisfacen los axiomas I y II, campo algebrdicamen-
te cerrrado de caracteristica cero y exponencial con nucleo estandar cuyo dominio es A y
contradominio es A*.

n Eestosen: Es la clase de estructuras que satisfacen los axiomas I, I1 y II1, lo anterior y la
propiedad de Schanuel.

» Egiisen: Es la clase de estructuras que satisfacen los axiomas I, I1, III y IV, lo anterior y

FEcl satisface CN.

= ECoyy sent Es la clase de estructuras que satisfacen los axiomas I, I'1, I11, IV y V, lo anterior

y cerradura exponencial-algebréica fuerte.

] ECZ;’*SC,L: Los campos pseudo-exponenciales, son las estructuras en el lenguaje extendido L*
;

tal que satisfacen los axiomas I, I, I[11, IV y V.

(X): Es el Q—espacio vectorial generado por X.

s < X >g: Es el campo exponencial generado por X en 2.

= D: D es el dominio de la exponencial del campo pseudo-exponencial  en cuestion.

= 7: 7 generador del nicleo de la exponencial del campo pseudo-exponencial 2 en cuestion.

= C: es una clase quasiminimal excelente.



