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Kapitel 0

Einfithrung

Die Theorie der toroidalen Einbettungen wurde von Mumford entwickelt, um die Dege-
neration héherdimensionaler glatter Varietdten mit Hilfe kombinatorischer Methoden zu
beschreiben; siehe [22]. Die logarithmisch-algebraische Geometrie ist eine Verallgemeine-
rung dieser Theorie, die auf Fontaine, Illusie und K. Kato zuriickgeht.

In dieser Doktorarbeit werden einige grundlegende Fragen von Kato und Illusie bzgl. einer
geeigneten Theorie log-abelscher Varietéten behandelt; siehe [20], [14]. Ihre Vermutung
besagt, dass diese im Zusammenhang zu der toroidalen Kompaktifizierung des Modul-
stacks der prinzipal polarisierten abelschen Varietéiten von Faltings und Chai steht; siehe
[9]. In dieser Arbeit wird eine solche Theorie entwickelt und die Vermutung bestitigt.

Um die Resultate dieser Arbeit zu schildern, muf} ich zu dem klassischen Problem der
toroidalen Degnerationen polarisierter abelscher Varietdten zuriickgehen. Ich will dieses
Problem im eindimensionalen Fall, der Tate-Kurve, erkliren. Es seien (R, 7) ein vollsténdi-
ger diskreter Bewertungsring und F eine elliptische Kurve iiber dem Quotientenkérper K
mit zerfallender semiabelscher Reduktion. Nach einem bekannten Resultat von Tate hat
die zugehorige rigid-analytische Kurve E™® eine p-adische Uniformisierung

Gl /NE s B,

Die Operation des Periodengitters A\” auf dem Torus G, v = Spec(K[T,T~']) kann man
auf ein (nicht kanonisches) relativ vollstdndiges Modell P herunterdriicken. Man konstru-
iert beispielsweise ein P durch kanonische Verklebung der affinen Schemata

Spec(R[x" T, " T )), n € Z.

Die spezielle Faser ]30 ist eine Kette projektiver Geraden, die sich transversal schneiden.
Auf der formellen Komplettierung von P operiert das Periodengitter frei und diskontinu-
ierlich. Der Quotient existiert und ist algebraisierbar zu einem R-Schema P. Die Inklusion
E — P ist eine toroidale R-Kompaktifizierung. Man wird spéter sehen, dass P und F in
geeigneten Kategorien Gruppenstrukturen tragen.

Im héherdimensionalen Fall stammt die entsprechende Konstruktion von Mumford, Ray-
naud, Faltings und Chai; siehe [31] [9]. Sie liefert fiir ein semiabelsches Schema A iiber
einem vollsténdigen diskreten Bewertungsring 2, dessen generische Faser A, abelsch ist
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und eine Polarisierung trégt, eine toroidale R-Kompaktifizierung A < P. Die spezielle
Faser P, heifit eine degenerierte abelsche Varietét.

Bei der Konstruktion von Faltings und Chai werden folgende Fragen nicht beantwortet:
Zum einen sind die Kompaktifizierung P und P, nicht kanonisch. Zum anderen wird fiir
P, keine von P unabhingige Beschreibung gegeben. Alexeev hat in [2] mit Hilfe seiner
Theorie stabil-semiabelischer Varietédten kanonische Degenerationen konstruiert. Alexeev
bemerkt jedoch, dass stabil-semiabelische Varietiten existieren, die keine degenerierten
abelschen Varietédten sind; siche Anhang B.

Lange Zeit waren Losungen fiir die obigen Probleme nicht in Sicht. Kato duflerte in [20]
die Idee, die Degenerationen in der logarithmischen Kategorie zu untersuchen. Sein An-
satzpunkt hierfiir ist, dass das toroidale Schema P die kanonische Log-Struktur

O} NOp = Op

tragt. Eine Log-Struktur auf einem Schema X im Sinne von Fontaine-Illusie ist ein Ho-
momorphismus von Garben von Monoiden My — Oy, der einen Isomorphismus der
Einheitengruppen induziert; siehe Abschnitt 2.1. Die spezielle Faser P, tréigt eine kanoni-
sche Log-Struktur Mp,, die man durch Pullback erhélt. Man sollte Mp, als zusétzliche
Information verstehen, wie die irreduziblen Komponenten von F, verheften. Ist beispiels-
weise P lokal isomorph zu dem Spektrum von R[z,y]/(z -y — 7) mit einem Parameter 7
von R, so sind z, y, 7 nichttriviale Schnitte der Garbe Mp, mit der Relation x - y = 7.
Der Gebrauch von Log-Strukturen hat mehrere Vorteile: Man kann das Schema Fy, das
im allgemeinen Singularititen besitzt und reduzibel ist, mit Hilfe der Log-Struktur auf
einfache kombinatorische Weise beschreiben. Ein weiterer Vorteil ist, dass das Log-Schema

BO = (P():MPO)

schone Eigenschaften hat. So ist P, log-glatt iiber dem Restklassenkdrper k, wobei dieser
mit der Standard Log-Struktur M, = k* @ 7" versehen ist.

Als néchste Frage stellt sich, ob P, eine Gruppenstruktur trigt. In der Kategorie der
Log-Schemata gilt dies im allgemeinen nicht. Inspiriert durch ein beriihmtes Theorem
von Raynaud hatte Kato die Idee, die Kategorie an Log-Aufblasungen zu lokalisieren.
Hierfiir entwickelt er die Theorie der valuativen Log-Schemata; siche Abschnitt 4.2. Man
sieht leicht, dass in der lokalisierten Kategorie P, in der Tat ein Gruppenobjekt ist. Die
Eindeutigkeit der Degeneration spielt in der lokalisierten Kategorie keine Rolle. Es sei
bemerkt, dass Kato in [20] lediglich den eindimensionalen Fall betrachtet hat. In diesem
Fall heilen P bzw. die spezielle Faser P, eine Tate-Kato Kurve.

Umgekehrt kann man sich fragen, ob jede log-abelsche Varietdt die Degeneration einer
abelschen Varietét ist. Dafiir werden zunéchst log-abelsche Varietiten definiert, um an-
schlieflend zu zeigen, dass sie tatséichlich Degenerationen sind. Man betrachtet neben log-
abelschen Varietédten allgemeiner log-semiabelsche Varietédten. Deren Definition orientiert
sich an der klassischen Definition. So fordert man, dass eine log-semiabelsche Varietét ei-
gentlich, zusammenhéngend, log-glatt und eine Gruppe ist. Beispiele fiir log-semiabelsche
Varietéiten liefern projektive torische Varietédten; siche Abschnitt 5.2. Diese sind im allge-
meinen nicht Degenerationen abelscher Varietdten. Um solche Félle auszuschlieflen, for-
dert man fiir eine log-abelsche Varietét zusétzlich, dass die Log-Struktur vertikal ist, d.h.
eine log-abelsche Varietét ist lokal die spezielle Faser einer toroidalen Einbettung der Form
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X, — X iiber einem diskreten Bewertungsring. Nach den obigen Ausfiihrungen ist eine
degenerierte abelsche Varietit eine log-abelsche Varietét.

Die Hauptergebnisse dieser Doktorarbeit kann man nun wie folgt zusammenfassen:

In Theorem 5.3.9 wird zuerst gezeigt, dass jede log-semiabelsche Varietét A eine klassische
semiabelsche Varietdt G als offene Untergruppe enthilt. Ist A die Degeneration einer
abelschen Varietit, so ist G die spezielle Faser der Nullkomponente des Neron-Modells.
Als ein wichtiges Korollar erhélt man, dass log-abelsche Varietédten kommutative Gruppen
sind. Diese Vermutung hat Illusie bereits in [15] geduBert.

Mit Hilfe von 5.3.9 kann man dann das Uniformisierungstheorem 5.6.3 fiir log-abelsche
Varietdten beweisen. Hiernach kann man fiir eine log-abelsche Varietdt A eine universelle
Uberlagerung V' und ein Periodengitter A C V konstruieren, so dass gilt

V/A— A (1)

Hierbei ist V die spezielle Faser eines relativ vollstdndigen Modells des semiabelschen
Schemas G @ k[[r]] iiber dem diskreten Bewertungsring k[[r]]. Nach Lokalisierung an
Log-Aufblasungen ist die Abbildung (1) ein Gruppenisomorphismus. Fiir den Beweis des
Uniformisierungstheorems benotigt man neue Techniken. Das wesentliche Hilfsmittel ist
die logarithmische Exponentialabbildung, die dhnliche Eigenschaften wie die Exponenti-
alabbildung in der Differentialgeometrie besitzt; siche Theorem 5.5.7.

Schliefflich wird der urspriinglichen Frage nachgegangen, wann eine log-abelsche Varietét
eine degenerierte abelsche Varietit ist. Hierbei behandle ich der Einfachheit halber nur
den total degenerierten Fall, also dass die Nullkomponente ein Torus ist. Mit dem Uni-
formisierungstheorem kann man wie in [31] Polarisierungen fiir log-abelschen Varietiten
definieren. Es wird gezeigt, dass eine log-abelsche Varietdt genau dann eine Polarisie-
rung hat, wenn sie ein projektives Schema ist. Hiermit erhélt man in Theorem 5.7.12 ein
Hauptresultat dieser Dissertation: Eine log-abelsche Varietdt ist genau dann projektiv,
wenn sie eine degenerierte abelsche Varietét ist.

Als eine weitere wichtige Konsequenz erhélt man in Abschnitt 5.8 eine Interpretation
der geometrischen Punkte von A, der toroidalen Kompaktifizierung des Modulstacks der
prinzipal polarisierten abelschen Varietdten. Diese trigt eine kanonische Log-Struktur.
In Theorem 5.8.1 wird gezeigt, dass die prinzipal polarisierten log-abelschen Varietéiten
eindeutig den geometrischen Punkten von Kg entsprechen.

Auf dem Weg zu diesen Resultaten iiber log-abelsche Varietdten werden zahlreiche Re-
sultate bewiesen, die auch fiir sich genommen erwéhnenswert sind:

In Theorem 2.3.2 wird eine konstruktive Beschreibung der Kombinatorik kohérenter Log-
Strukturen mit Hilfe eines assoziierten Gruppoids von Fichern angegeben; siehe Abschnitt
1.4. Dies ist eine Verallgemeinerung bekannter Konstruktionen in [22] und [18] und liefert
eine Beschreibung der Log-Aufblasungen. Die bisherigen Beschreibungen in der Literatur
sind teilweise unprizise und fiir Konstruktionen wenig praktikabel. Eine Hauptanwen-
dung dieser Theorie ist ein Resultat iiber die Auflésung von Selbstiiberschneidung via
Log-Aufblasungen; siehe Proposition 2.5.13. Hierdurch erhilt man eine Methode Log-
Strukturen vom étalen Topos nach dem Zariski Topos absteigen zu lassen. Man beachte,
dass das Kriterium fiir den Abstieg in [20] unvollsténdig ist.

In Theorem 3.2.10 werden log-glatte Log-Schemata, deren Log-Struktur keine Selbstiiber-
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schneidung haben, global als stratifizierter Raum beschrieben. Dies liefert eine Antwort
auf eine Frage von Illusie in [14] nach der Gestalt solcher Log-Schemata.

In Theorem 4.3.9 wird gezeigt, dass die Kategorie der valuativen Log-Schemata dquiva-
lent ist zu der Kategorie der Log-Schemata lokalsiert an Log-Aufblasungen. Dies ist das
Analogon zu dem zitierten Theorem von Raynaud. Erst mit Hilfe dieses Theorems kann
man konstruktiv mit valuativen Log-Schemata arbeiten. Kato benétigt in [20] nur ein
schwicheres Resultat, weil er lediglich Schemata betrachtet, die lokal von endlichem Typ
iiber einer Basis sind. Dies trifft aber nicht den Kern des Problems.

Dies zeigt, dass es noch viele offene Probleme im Zusammenhang mit log-semiabelschen
Varietéten gibt. Hierzu noch ein paar Anmerkungen:

Ein wichtiges Problem ist die Uniformisierung allgemeiner log-semiabelscher Varietéten.
Die Schwierigkeiten im Vergleich zum abelschen Fall entstehen daraus, dass Randkompo-
nenten vorhanden sein konnen. Dies sieht man zum Beispiel an torischen Varietédten. Eine
log-abelsche Varietét verhilt sich dagegen wie eine glatte Mannigfaltigkeit. Allgemeiner
miifite man eine Theorie symmetrischer Log-Réume entwickeln, deren Uniformisierung
durch die logarithmische Exponentialabbildung gegeben ist.

Ein weiteres offenes Problem ist die Uniformisierung log-(semi)abelscher Schemata iiber
einer hoherdimensionalen Basis S. Hier ist die Situation wesentlich komplizierter, zum
einen, weil die Basis zunichst in Strata zerlegt werden mufl und zum andern, weil der
universelle Uberlagerungsraum eine komplizierte Struktur hat. Hierbei bezieht sich der
Begriff hoherdimensional sowohl auf die Log-Struktur Mg, als auch auf das Schema S.
Dieses Problem spiegelt sich auch in den Komplikationen der Mumford-Konstruktion iiber
einer hoherdimensionalen Basis wieder. Ein Resultat in diese Richtung liefert Korollar
5.3.15. Es stellt einen Zusammenhang her zwischen den log-semiabelschen und den stabil-
semiabelischen Schemata von Alexeev. Fiir eine Basis mit trivialer Log-Struktur liefert
Theorem 5.4.2 eine Klassifikation: Die log-semiabelsche Schemata hieriiber sind induziert
durch torische Kompaktifizierungen Toruserweiterungen abelscher Schemata. Schlielich
bleibt zu kldren, ob die toroidale Kompaktifizierung Kg tatsdchlich Familien log-abelscher
Schemata parametisiert. Olsson hat in [36] diese Frage im eindimensionalen Fall studiert.
Weiterhin hat er Level-Strukturen auf Tate-Kato Kurven eingefiihrt und ihre Moduli
beschrieben. Auch dies kann man vermutlich verallgemeinern.

Meine Hoffnung ist, dass die Methoden, die in dieser Arbeit entwickelt wurden, einen
Zugang zu den geschilderten Problemen ertffnen.

Hinweise fiir den Leser

Zum Schluf} noch einige Instruktionen fiir den Leser, der m&glichst schnell zu den Haupt-
ergebnissen dieser Arbeit vorstoflen mochte.

Dazu reicht es Log-Strukturen zu betrachten, die keine Selbstiiberschneidung haben. Der
Abschnitt 1.4 {iber Gruppoide von Féchern ist dafiir nicht unbedingt nétig. Wer lieber
die klassische Sprache der Polyederkegelkomplexe verwendet, kann zudem auf Abschnitt
1.2 verzichten, wo Katos Facher diskutiert werden.

Fiir Log-Strukturen ohne Selbstiiberschneidung benétigt man in Kapitel 2 nicht die Spra-
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che der Topoi. Den Abschnitt 2.3 iiber die Kombinatorik von Log-Strukturen kann man
iibergehen, denn die entsprechenden Aussagen fiir Log-Strukturen ohne Selbstiiberschnei-
dung findet man auch in Abschnitt 2.4 wieder. In Abschnitt 2.5 werden Log-Modifikationen
eingefiihrt. Diese sind im weiteren Verlauf ein unentbehrliches Werkzeug.

In Kapitel 3 ist vor allem Theorem 3.2.10 zu beachten, dass eine Beschreibung log-glatter
Varietédten durch toroidale Einbettungen liefert. Die anderen Resultate spielen keine so
wichtige Rolle und kénnen im weiteren Verlauf nachgeschlagen werden.

Katos valuative Log-Schemata kann man wegen Theorem 4.3.9 als Objekte in der an
Log-Aufblasungen lokalisierten Kategorie auffassen. Das Theorem wird hierbei nicht in
seiner vollen Stérke in Anspruch genommen, weil man in den Hauptresultaten lediglich
Schemata betrachtet, die lokal von endlichem Typ iiber einer festen Basis sind.

Das Kapitel 5 ist der Kern dieser Dissertation. Nachdem der Leser sich mit der Definition
einer Log-Gruppe in Abschnitt 5.1 etwas vertraut gemacht hat, findet er in Abschnitt 5.2
einige Beispiele. Diese sind notwendig fiir das Verstindnis der universellen Uberlagerun-
gen log-abelscher Varietdten. In Abschnitt 5.4 werden log-abelsche Varietdten definiert.
Unbedingt beachten sollte man in diesem Abschnitt das Theorem 5.3.9, das eine grofe
Rolle im weiteren Verlauf spielt. Sehr wichtig ist der Abschnitt 5.5. Hier wird die loga-
rithmische Exponentialabbildung definiert. Mit ihrer Hilfe wird als ein Hauptergebnis das
Uniformisierungstheorem 5.6.3 bewiesen. Die Hauptresultate Theorem 5.7.12 und Theo-
rem 5.8.1 folgen dann aus dem Uniformisierungstheorem.

Ulm, im April 2005 Volker Pahnke






Kapitel 1

Geometrie der Monoide

1.1 Kommutative Monoide

Basierend auf (§5 in [18]) werden in diesem Abschnitt die Grundziige der Theorie der
kommutativen Monoide vorgestellt. Der Grundgedanke ist hierbei immer, dass ein Monoid
einem kommutativen Ring entspricht. Die meisten Aussagen in diesem Abschnitt haben
eine Entsprechung in der kommutativen Ringtheorie.

Konvention. Alle Monoide sind im folgenden kommutativ und besitzen ein neutrales
Element. Sie werden teilweise multiplikativ und teilweise additiv geschrieben.

Beispiel 1.1.1. Eine prominente Rolle als Monoide spielen im folgenden die natiirlichen
Zahlen N = {0,1,2,...} und die nichtnegativen reellen Zahlen Ryy = {z € R; z > 0}
jeweils mit der Addition als Verkniipfung.

1.1.2. Es bezeichnet M* die Einheitengruppe und M®P die Grothendieckgruppe. Diese ist
der Quotient M x M / ~, wobei (a,b1) ~ (ag,bs) ist, wenn ein f € M existiert mit

Jrap-by=f-ay-b.
1.1.3. - Ein Monoid heif3t scharf, wenn seine Einheitengruppe trivial ist.
- Die Charakteristik eines Monoids M ist der scharfe Monoid
M = M/M*.
- Ein Monoid M heifit integer, wenn die kanonische Abbildung M — MB5P injektiv ist.
- Ein integrer Monoid M heifit saturiert, wenn gilt:
fe M und f"€ M fireinneN — feM

- Ein Monoid heiflt ausgezeichnet, wenn er integer und endlich erzeugt ist.
- Ein Monoid heifit fs (fine and saturated), wenn er ausgezeichnet und saturiert ist.

- Fiir einen fs Monoid M ist M*" ~ Z". Somit gilt (nicht kanonisch)

M5 Mo M.



- Die Saturierung eines Monoids M ist der Untermonoid M®* C M8P aller Elemente
m € M#, so dass eine Potenz m’, i € N in dem Bild von M — M?#P liegt.

1.1.4. - Die Monoidalgebra eines Monoids M iiber einem Ring R ist
R[M] ::{Z U - M Ay € R}
meM

mit a,, = 0 fiir fast alle m € M. Addition und Multiplikation sind die offensichtlichen.

- Fiir einen fs Monoid M mit M®° ~ Z" und einen normalen Integritdtsbereich R ist auch
die Monoidalgebra R[M| normal (Proposition 1 in [13]).

- Fiir einen fs Monoid M mit M®P ~ Z" und einen Cohen-Macaulay Ring R ist auch die
Monoidalgebra R[M] Cohen-Macaulay (Theorem 1 in [13]).

- Ist M ein endlich erzeugter Monoid, so ist C[M®**] endlich iiber C[M] (§33 in [27]).
Somit ist die Saturierung M®** ebenfalls endlich erzeugt und daher ein fs Monoid.

1.1.5. - Ein Element m eines Monoids M heifit irreduzibel, wenn gilt
me Mt — (MT)? mit MT:=M— M*.

- Ein endlich erzeugter, scharfer Monoid M hat nur endlich viele irreduzible Elemente.
Diese bilden das eindeutige minimale Erzeugendensystem von M.

1.1.6. - Fiir einen Monoid M heiflen die Mengen mit M-Operation auch M -Mengen.
- Fiir M-Mengen H,, Hy definiert man das Tensorprodukt H, @, Hs als Quotient
Hyx Hy /[ ~,
wobei die Aquivalenzrelation erzeugt wird von den Relationen
(hi,m - hy) ~ (m - hy, hy) fiir h; € H;, m € M.

Das Tensorprodukt H; ®,, H, ist ebenfalls eine M-Menge.

- Das Tensorprodukt von Homomorphismen von Monoiden M — M;, i = 1,2 (Pushout)
ist das Koprodukt in der Kategorie der Monoide und man schreibt hierfiir

M, @y M.

1.1.7. - Ein Ideal eines Monoids M ist eine M-Untermenge von M.

- Ein Bruchideal von M ist eine M-Untermenge I C M?5P, so dass f - I fiir ein Element
f € M in dem Bild der kanonischen Abbildung M — M?®P liegt .

- Ein Ideal p C M heift prim, wenn M — p ein Untermonoid ist. Insbesondere sind das
maximale Ideal Mt := M — M* und das minimale Ideal () prim.

- Aus dem Hilbertschen Basissatzes folgt, dass alle Ideale I eines endlich erzeugten Monoids
M endlich erzeugt sind, d.h. es existieren endlich viele fi,..., f; € I mit

I=M-fU---UM - f;

10



1.1.8. - Das Spektrum Spec(M) eines Monoids M ist die Menge aller seiner Primideale.
Ein Homomorphismus von Monoiden induziert eine Abbildung der Spektren.

- Ist S C M ein Untermonoid, so ist die Lokalisierung von M an S der Monoid
STIM = S @g M
Das Spektrum Spec(S™'M) besteht aus allen Primidealen p € Spec(M) mit
Snp=0.
- Die Zariskitopologie auf Spec(M) wird erzeugt von den offenen Teilmengen

Spec(f "M), f e M.

1.2 Katos Facher

Im Zentrum dieses Abschnitts steht der Begriff des Fdichers (engl. Fans) von K. Kato
(89 in [18]). Katos Fdicher sind eine Verallgemeinerung der Polyederkegelkompleze mit
integraler Struktur in [22]. Dieser Zusammenhang wird im néchsten Abschnitt behandelt.
Betrachtet man die Korrespondenz zwischen den Monoiden und Ringen, so entsprechen
Katos Fécher den Schemata in der algebraischen Geometrie.

1.2.1. - Ein monoidaler Raum (F, Mp) besteht aus einem topologischen Raum F und
einer scharfen Garbe von Monoiden Mg hierauf. Ein Morphismus monoidaler Rdume

(f, %) : (G, M) — (F, Mp)

besteht aus einer stetigen Abbildung f : G — F und einem Homomorphismus von Garben
von Monoiden f*: f~*Mp — Mg mit trivialem Kern

Ker(f*) =1

- Eigenschaften monoidaler Rdume wie ausgezeichnet oder fs definiert man halmweise.

- Objekte wie M p-Garben oder Ideale definiert man als die entsprechenden Garben.

1.2.2. - Das Spektrum eines Monoids trigt eine kanonische monoidale Struktur:

Die Strukturgarbe Mg auf F = Spec(M) hat iber einer offenen Teilmenge

Spec(f M), fe M

die Schnitte f~NM. Man nennt (F, M) einen affinen Facher. Ein allgemeiner Faicher
ist ein monoidaler Raum, der eine offene Uberdeckung mit affinen Fichern besitzt.

1.2.3. - Der kontravariante Funktor Spec von den Monoiden in die monoidalen Réume
ist rechtsadjungiert zu dem globale Schnitte Funktor F' +— I'(F, M).

- In der Kategorie der Ficher existieren alle (Faser)Produkte.
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1.2.4. - Es seien M ein Monoid und H eine M-Menge. Dann erhilt man auf dem affinen
Facher Spec(M) eine assoziierte Mgpec(ar)-Garbe #H. Die Schnitte von H iiber der offenen
Teilmenge Spec(f M), f € M definiert man als

H®M fﬁNM.

Eine Mp-Garbe auf einem allgemeinen Ficher F' heifit quasikohdrent (bzw. kohérent),
wenn sie auf affinen offenen Teilen obige Form hat (und lokal endlich erzeugt ist).

1.2.5. - Wie in der algebraischen Geometrie definiert man projektive Ficher:

Es seien M ein Monoid und v : M — N ein Homomorphismus. Dann trigt M eine
kanonische Graduierung: Mit M, = v~1(n) ist M die disjunkte Vereinigung

I 2.,

wobei Mj ein Untermonoid von M ist, der auf den homogenen Anteilen M, operiert.

Weiterhin trigt jede Lokalisierung f "M, f € M eine induzierte Graduierung. Die affinen
Fiécher Spec((My)y) mit f € M, n > 0 verkleben zu dem projektiven Ficher

Proj(MM,).

Die Konstruktion kann man auf offensichtliche Weise globalisieren:

Man betrachtet einen Fécher F' und einen graduierten M g-Monoid

M- = HMna

n>0

so dass die homogenen Anteile M, kohirente M p-Garben sind. Dann kann man den
induzierten projektiven Ficher definieren

Proj(M,) — F.

- Wie in der algebraischen Geometrie definiert man Fan-Aufblasungen:

Es seien F' ein Fécher und T ein kohédrentes Ideal (bzw. Bruchideal) von Mpg. Dann
definiert man die Fan-Aufblasung von F an T als

Fr:=Proj(][1") = F.

n>0

Beispiel 1.2.6. Fiir einen ausgezeichneten Ficher F' ist die Saturierung F®* die Fan-
Aufblasung an dem kohérenten Bruchideal M psa:, wie man leicht sieht.

1.2.7. - Eine Abbildung von fs Faichern ¢ : G — F heifst Fan-Modifikation, wenn gilt:

1. Die induzierte Abbildung G(Rso) — F(Rs) ist injektiv.
Hierbei ist F'(R>g) := Mor(Spec(R>¢), F).
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2. Der Homomorphismus ¢* : M%¥ — M ist surjektiv.
- Es heifit o : G — F eine eigentliche Fan-Modifikation, wenn zusdtzlich gilt:

1. Die induzierte Abbildung G(Rso) — F(Rs) ist bijektiv.

2.  ist topologisch quasikompakt.

- Fan-Aufblasungen sind eigentliche Fan-Modifikation. Der Umkehrschluf gilt nicht!

1.3 Polyederkegelkomplexe
In diesem Abschnitt wird der genaue Zusammenhang zwischen Katos Fachern und den
rationalen Polyederkegelkomplexen in [22] dargestellt.

Konvention. Im folgenden heifit eine Teilmenge o C R* der Form
U:RZO 'U1+"'+R20 * Unp mit (% EQ",
die keinen nichttrivialen Unterraum enthdlt, (rationaler) Polyederkegel.

1.3.1. Fiir die folgende Definition siehe (Definition 5 und 6 in [22], Kapitel II, §1).
Ein Polyederkegelkomplex (mit integraler Struktur) 3 = (|3, (07), (A;)) besteht aus:

1. Einem topologischen Raum |X|.

2. Einer disjunkten Uberdeckung durch eine Familie lokal abgeschlossener Teilmengen
o, die Zellen genannt werden, so dass der Abschluff einer Zelle

o = (U]O-)Cls

die Vereinigung von Zellen ist und so dass || die CW -Topologie tragt, d.h. U C |X|
ist genau dann offen, wenn die Durchschnitte U N o offen in o; sind.

3. Fiir jede Zelle ist eine Familie \; stetiger Funktionen gegeben
fioj =R,
die bzgl. der Addition ein Gitter bilden und eine Einbettung induzieren
o; — Hom(A;, R),

deren Bild ein rationaler Polyederkegel mazximaler Dimension ist. Weiterhin sind
die Familien Aj mit der Seitenrelation kompatibel:

Ni=A{f

Konvention. Die Teilmengen o; in 1.3.1 sind die abgeschlossenen Zellen von |X|. Der
Einfachheit halber werden sie folgenden ebenfalls Zellen genannt.

o) fGAj} f’fj:?” 0; CO’j.
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Warnung. Polyederkegelkomplexe sind keine Polyederkegelzerlegungen!

Eine rationale Polyederkegelzerlegung von R"™ ist ein Komplex rationaler Polyederkegel in
R™ (Definition 8 in [22], Kapitel 1, §1). Somit besteht eine rationale Polyederkegelzerle-
gung aus einem Polyederkegelkompler und einer Einbettung in einen Vektorraum. Spdter
i 5.2.2 werden rationale Polyederkegelzerlequngen eine Rolle spielen.

1.3.2. - Fiir einen fs Ficher F ist die Menge der Rsq-wertigen Punkte
F(Rsg) := Mor(Spec(Rxo), F')

auf kanonische Weise ein Polyederkegelkomplex:

- Die Zellen von F(Rsg) entsprechen den topologischen Punkten ¢ € F. Die Zelle o7
besteht aus allen Rso-wertigen Punkten mit unterliegendem topologischen Punkt #:

o, ={t € F(R>); t(R") = t},

wobei RT der abgeschlossene Punkt in Spec(Rxg) ist.

- Die integrale Struktur ist induziert durch die Garbe M%, indem man Schuitte von M%’
als reelle Funktionen auf dem Raum F'(Rs) interpretiert.

1.3.3. - Die Polyederkegelkomplexe bilden eine Kategorie. Die Morphismen sind zelluldre
stetige Abbildungen, welche die integralen Strukturen respektieren.

- Aus Gordans Lemma (Lemma 2 in [22], Kapitel 1, §1) erhélt man:

Der Funktor F' — F(Rsq) stellt eine Aquivalenz von Kategorien her zwischen den fs
Féichern und den Polyederkegelkomplezen mit integraler Struktur.

1.3.4. Es sei F' ein fs Facher. Dann entsprechen fs Fan-Modifikationen G — F' eindeutig
rationalen Unterteilungen des Polyederkegelkomplezes F'(Rso) (§1 in [22], Kapitel 1I).

1.3.5. - Kohdrente Bruchideale T C M%p induzieren stiickweise lineare Funktionen
fI : F(Rzo) — R

Ist Z auf einer affinen offenen Teilmenge Spec(M) induziert durch ein Bruchideal I C M®P,
so definiert man fiir R>-wertige Punkte ¢ € Hom (M, Rsy) C F(R>y)

fr(D) := min(f(D); [ € I).

Insbesondere ist die Funktion f7 auf jeder Zelle konvex. Anders als in der Analysis bedeutet
hierbei Konvexitdt in der torischen Geometrie:
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Fiir den assoziierten Polyederkegelkomplex einer Fan-Aufblasungen gilt:
Fr(Rsg) ist die gribste Unterteilung von F'(Rso), fir die fr auf jeder Zelle linear ist.

- Rationale Unterteilungen der Form Fr(Rs) — F(R>¢) nennt man projektiv.

Beispiel 1.3.6. Es seien M ein scharfer fs Monoid und v : M — N ein surjektiver
Homomorphismus, so dass M; = v~'(1) den Monoid M erzeugt.

Nach 1.2.5 erhélt man einen projektiven Fécher F' = Proj(M,). Diesen kann man wie
folgt geometrisch konstruieren. Man betrachtet den dualen Polyederkegel

Y= HOHl(M, Rzo)

Es entspricht v einem rationalen Punkt in 3, der im Inneren liegt. Dann besitzt X eine
kanonische rationale Unterteilung: Die Zellen o; sind die rationalen Polyederkegel, die
jeweils von einer echten Seite von ¥ und v aufgespannt werden.

=

Man bildet den Vektorraum V' = Hom(M, R). Der Vektorraum Vy = Hom(My, R) ist ein
rationaler Quotient von V. Durch Projektion der o; nach V; erhilt man eine rationale
Polyederzerlegung von V;. Diese ist der assoziierte Polyederkegelkomplex F'(R>g). Spéter
in 3.2.3 wird eine dhnliche Konstruktion untersucht.

1.4 Gruppoide von Fichern

In diesem Abschnitt werden strikte Gruppoide von Fdchern definiert und untersucht. Sie
sind eine Verallgemeinerung der Facher von Kato und werden spéter in Abschnitt 2.3 ein
Hilfsmittel darstellen, um die Kombinatorik von Log-Strukturen zu untersuchen.

Einfiihrend betrachtet man das folgende Beispiel:

Beispiel 1.4.1. Man betrachtet einen Ficher F', offene Unterficher U;, Us und einen
Isomorphismus ¢ : U — U, C F mit der Eigenschaft

SO|U10U2 - idU1ﬂU2 .
Dann erhilt man eine kategorische Aquivalenzrelation von Fichern
[s,t: Ry, := FILU;Z F| mit
S|F = t|F = ldF, $|U1 = idU1 und t|U1 = Q.
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Die Aquivalenzrelation R, heifit effektiv, wenn eine strikte Abbildung von Féchern F' — G
existiert und R, induziert ist durch das Faserprodukt von Féachern

F XaG F.
Aquivalent hierzu ist, dass fiir alle affinen offenen Teilmengen V C F gilt
VU, =VnUs.

Man betrachtet nun eine konkrete Situation:

Es seien F' = Spec(N?), U; = Spec(N? /N @ 0) und U, = Spec(N?/0 @ N). Dann sind die
U; isomorph zu Spec(N), so dass ¢ : Uy — U, eindeutig bestimmt ist.

Die induzierte topologische Aquivalenzrelation auf F (R>g) =~ R%o ist effektiv und kann
herausgeteilt werden. Dies wird in der folgenden Skizze dargestellt:

Hierbei sind 7, 0, 09 X die vier Zellen von ]RQZO. Weiterhin ist ¢ die topologische Quo-
tientenabbildung, die oy, 09 identifiziert. Der Quotientenraum triagt keine Struktur als
Polyederkegelkomplex. Somit ist R, nicht effektiv.

Bemerkung 1.4.2. Die Grundlagen aus der Theorie der Gruppoide und Topoi, die in
diesem Abschnitt benttigt werden, findet man im Anhang A.

Ganz analog wie in 1.2.1 definiert man:

Definition 1.4.3. 1. Ein monoidaler Topos (X, Mx) besteht aus einem Topos X und
einer scharfen Garbe von Monoiden Mx hierauf.

2. Die monotidalen Topoi bilden eine 2-Kategorie. Die 1-Morphismen
f : (X, Mx) — (Y,My)

sind die offensichtlichen und die 2-Morphismen « : f = g sind die natiirlichen
Transformationen « : g~ = =1, fiir die ein kommutatives Diagramm existiert:

:
g My —L— My

| H

_1 1
[T My ——— My

3. Ein monoidaler Topos heift Ficher Etendue, falls er lokal isomorph ist zu (Sh(F), M),
wobei (F, My) ein Ficher ist (siehe Definition A.0.12).
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Definition 1.4.4. Ein Morphismus monoidaler Topoi f : (X,Mx) — (Y, My) heifst
strikt, wenn die Abbildung f*: f~'*My — Mx ein Isomorphismus ist.

Eine Abbildung von Féchern ist genau dann strikt, wenn sie ein lokaler Isomorphismus
ist. Daher definiert man ganz analog wie in A.0.2:

Definition 1.4.5. Ein Gruppoid von Fdchern [s,t: Fy = Fy| heifst strikt, falls die beiden
Strukturabbildungen s, t strikt sind.

Bemerkung 1.4.6. Die strikten Gruppoide von Féchern bilden eine 2-Kategorie und
modulo Morita-Aquivalenz eine 1-Kategorie.

Beispiel 1.4.7. Es sei I' eine Gruppe, die auf einem Fécher F' operiert. Dann kann man

in der Kategorie der strikten Gruppoide von Fichern den Quotienten [F'/I'] bilden.

Nach A.0.10 definiert ein strikter Gruppoid von Féchern F' einen monoidalen Topos
Sh(F') = (Sh(F), Mp),

wobei man der Einfachheit halber die Strukturgarbe meistens nicht angibt.

Weil Fécher topologisch schlicht sind (siehe A.0.13), folgt aus Proposition A.0.15:

Proposition 1.4.8. Die Kategorien der strikten Gruppoide von Fdchern modulo Morita-
Aquivalenz und der Ficher Etendues sind kanonisch dquivalent.

Beispiel 1.4.9. Die Kategorie der strikten Gruppoide von Féchern mit den strikten Ab-
bildungen hat ein terminales Objekt Fan. Man konstruiert Fan wie den Haefliger- Gruppoid
aller Keime von Diffeomorphismen in [11]:

Es sei M;, 1 € I ein Stellvertretersystem der Isomorphieklassen der Monoide. Man definiert
dann den Fécher Fy als die disjunkte Vereinigung

H Spec(M;).

el

Man betrachtet nun die Keime von Isomorphismen des Féchers Fy. Ein solcher Keim
besteht aus einem I[somorphismus punktierter Facher

0: U — U, ¢(t)) =ta

wobei U; ein offener Unterfacher von Fj ist, der t; enthélt. Die Menge aller Keime F} tragt
eine kanonische Topologie. Eine Umgebungsbasis der Topologie bilden die Mengen

{(ti,t2,0) 5 p(t1) = Lo, t1 € Ur},

fiir feste Isomorphismen offener Unterficher ¢ : U; — Us,. Der Raum der Keime trigt
eine kanonische Struktur als strikter Gruppoid von Fiachern

San = [S,t B jFo],
wobei s, t die kanonischen Projektionen (¢1,ts, ¢) — t; sind.

Die Eigenschaften von §an als terminales Objekt sind evident.
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1.4.10. Die meisten Konstruktionen fiir Facher haben eine Verallgemeinerung fiir strikte
Gruppoide von Fiachern. So entsprechen Fan-Modifikationen f : G — F' equivarianten
Fan-Modifikationen des Objektraums Fp, d.h. es existiert ein kartesisches Diagramm:

Gl —fl—) F1

l J

Go X Go ——)(fo’fO) Fo X FO

Auf offensichtliche Weise definiert man eigentliche Fan-Modifikationen, (quasi)kohdrente
Mpg-Garben und Fan-Aufblasungen an kohdrenten Bruchidealen.

Man definiert eine wichtige Unterkategorie der strikten Gruppoide von Féchern:

Definition 1.4.11. Es sei F = [s,t : F| 2 Fy] ein strikter Gruppoid von Fichern.
FEs bezeichne 2-Autp(ty) die 2-Automorphismengruppe in dem Punkt ty € Fy:

2—Autp(t0) = Fl Xt (to,to)
Diese operiert auf kanonische Weise auf dem Halm Mg, 4.
Es heifit F' reduziert, wenn diese Operation treu ist fir alle Punkte ty € Fy.
Ein reduzierter strikter Gruppoid von Fdchern heifit auch
Ficher mit Selbstiberschneidung (mSi,).

Beispiel 1.4.12. Der strikte Gruppoid von Fachern §an in Beispiel 1.4.9 ist reduziert.

In der nichsten Proposition sind einige Fakten iiber Ficher mit Selbstiiberschneidung
zusammengefaflt, die im folgenden eine Rolle spielen:

Proposition 1.4.13. 1. Fir jedes Paar strikter Abbildungen von Fdchern
S, t: F1 j) FO

existiert der Kokern F in der Kategorie der reduzierten strikten Gruppoide von
Fdachern mit den strikten Abbildungen, d.h. es existiert eine strikte Abbildung

f : FO — F,
wobei F' reduziert ist und f die universellen Figenschaft hat

fOS:fOt2F1—>F0—>F.

Man sagt, dass der Facher mSi F von s,t : F\ 2 Fy erzeugt wird.

2. Die Inklusion von den Fdchern mSi in die strikten Gruppoide von Fichern jeweils
mit den strikten Abbildungen besitzt einen rechtsadjungierten Funktor

F i P9,
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3. Die 2-Automorphismengruppen eines Fichers mit Selbstiiberschneidung, der lokal
von endlichem Typ ist, sind endlich.

Beweis. Zu 1.) Man betrachtet den Gruppoid der Keime von Isomorphismen von Fj
H = [sg,ty : H 3 Fy)

(siehe Beispiel 1.4.9). Dann existiert ein kanonisches kommutatives Diagramm

S

Fy Fy
t
h1 id
SH
H, Fy
tg

dessen Abbildungen strikt sind. Man definiert F' als von h;(G) erzeugten Gruppoid in H.
Dann ist F' reduziert und der Kokern der Abbildungen s, ¢, wie man sieht.

Die zweite Aussage zeigt man, indem man die erste anwendet auf eine Darstellung

F = [Fl :Fo]

Zu 3.) Man betrachtet einen Fécher mSii [F) = Fy]. Die 2-Automorphismengruppe in dem
Punkt ¢y € F; operiert per Definition treu auf dem Halm Mg, 4, .

Die Behauptung folgt daher aus 1.1.5, denn hiernach bilden die irreduziblen Elemente
e1, - ,e, das eindeutige minimale Erzeugendensystem von Mg, ;, und somit ist

Aut(M) C Per(ey, ..., e,).

0

Sehr wichtig ist die nédchste Proposition. Sie wird spéter in Proposition 2.5.13 bendtigt,
um die Selbstiiberschneidung von Log-Strukturen aufzulosen.

Proposition 1.4.14. Es sei F' ein quasikompakter fs strikter Gruppoid von Fdchern.
Dann existiert eine Fan-Aufblasung Fr, so dass (Fr)™ keine Selbstiiberschneidung hat.

Warnung. Im allgemeinen existiert kein kanonischer Morphismus (Fr)™4 — F.

Beweis. Es sei F' = [s,t : F} = Fp|, wobei ohne Einschréinkung Fj quasikompakt sei.

Es seien t,...,t, € Fy die abgeschlossenen Punkte. Dann ist
Up=Fy—{t1,...,tn}
ein offener Unterficher von Fy und F' enthilt den offenen Untergruppoid
U =[F x50 (Up)* 3 U]

Man benétigt das folgende einfache Lemma:
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Lemma 1.4.15. Jedes kohdrente Ideal T auf Fy wird von einem equivarianten kohdrenten
ldeal J dominiert, d.h. es existiert ein kohdrentes Ideal IC mit

J=1 K.

Beweis. Man macht Induktion nach dim(Fp). Der Fall dim(F,) < 1 ist trivial.
Durch Anwendung der Induktionsvoraussetzung auf Uy findet man equivariante kohérente
Ideale J', K" auf Uy, so dass fiir die Einschrinkung Z|y, gilt

j, — I|U0 . ICI.
Nach (Lemma 1 in [22], §2, Kapitel I) und 1.3.5 hat K’ eine Fortsetzung zu einem kohéren-
ten Ideal IC auf Fy. Ohne Einschrankung sei daher Z equivariant iiber Uj.

Auf der Menge der kohidrenten Ideale auf Fj, die iiber U, equivariant sind, operieren
die 2-Automorphismengruppen I'; = 2-Autp(t;). Weiterhin ist das Ideal Z genau dann
equivariant, wenn es unter den I';-Operationen invariant ist.

Man kann daher das gesuchte equivariante kohédrente Ideal J definieren durch

J = Ha*I~-~ H o T.

acl'y acly,

Nun geht es zuriick zu dem Beweis der Proposition.
Man sieht, dass F' genau dann keine Selbstiiberschneidung hat, wenn gilt:

Fir alle Punkte ty, t, € V, die gemeinsam in einer affinen Umgebung liegen, ist jeder
2-Isomorphismus « : to = ty trivial, d.h. es ist ty = t, und « st die Identitdt.

Mit Hilfe von Lemma 1.4.15 reduziert man den Beweis leicht auf den affinen Fall
Fy = Spec(M).

Die Fan-Aufblasung von F' wird nun in zwei Schritten konstruiert:

1. Zuerst eliminiert man die nichttrivialen 2-Automorphismen « : ty = ty. Hierfiir sei
ohne Einschrinkung F' = [Spec(M)/I'] mit einer endlichen Gruppe I' C Aut().

2. Dann eliminiert man die nichttrivialen 2-Isomorphismen « : t; = t; fiir Punkte
ty # t1, die gemeinsam in einer affinen Umgebung liegen.

1. Schritt Die Idee zu folgenden Ausfiihrungen stammt von K. Kato (4.9 in [20]).

Es seien ey, ..., ey, die irreduziblen Elemente von M, die nach (1.1.5) das minimale Er-
zeugendensystem bilden. Man definiert das Ideal I C M als das Produkt der Ideale

<ei7€j>a 1< Zaj < m.
Dann ist [ invariant unter I', denn [ permutiert die irreduziblen Elemente e;.
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Man betrachtet nun die Fan-Aufblasung von F' an dem Ideal I,
Fr = G123 Go),

einen Punkt s € Gy sowie den Halm der Strukturgarbe M, := Mg, , und die zugehdrige
Grothendieckgruppe MEP. Die kanonische Abbildung

o MBP — MEP
ist surjektiv. Insbesondere wird M8P von den 7(e;) erzeugt.
Man betrachet nun die 2-Automorphismengruppe in dem Punkt s

I' = 2-Autg(s).

T ist eine Untergruppe von I' und operiert auf dem Halm M8, Man muf zeigen, dass
diese Operation trivial ist oder dquivalent hierzu, dass die 7 (e;) fix sind unter I

Nach Konstruktion der obigen Fan-Aufblasung gilt fiir d = 7(e;/e;)
d € M, oder d™' € M,.

Ohne Einschrinkung nimmt man d € M, an. Dann gilt fiir ein Element a € r
d-a(d)--a" d) =1,

wenn n die Ordnung von « ist. Weil M, scharf ist, folgt d = 1 und somit ist

a(r(e;)) = m(e;).

2. Schritt Man kann annehmen, dass alle 2-Automorphismen von F' trivial sind. Die
2-Isomorphismen induzieren Isomorphismen von Zellen des Polyederkegelkomplexes

S = F(Rso).

Es gilt eine equivariante projektive rationale Unterteilung >’ von ¥ zu konstruieren, die
alle isomorphen Zellen o1, 0o von X mit oy # 09 trennt (siehe 1.3.5). Letzteres bedeutet,
dass die Polyederkegel o; in keiner Zelle von Y’ liegen.

Mit Hilfe von Lemma 1.4.15 ist die Konstruktion einer solchen Unterteilung trivial.

Damit ist Proposition 1.4.14 vollsténdig bewiesen. O
Beispiel 1.4.16. 1.) Es sei F der affine Fiicher Spec(M) mit M = N2, Es ist

Aut(M) =7Z/2Z,
und man definiert den Féacher mSi F' als den reduzierten Quotienten
[F/(Z)22))

(siehe Beispiel 1.4.7). Man betrachtet nun die wohldefinierte reduzierte Fan-Aufblasung
(Fpr+)™ an dem maximalen Ideal M+ C M. Diese ist isomorph zu F'.

21



2.) Anderseits betrachte man den Fécher m.S.i. G in Beispiel 1.4.1. Auch hier ist die Fan-
Aufblasung von G an dem maximalen Ideal M+ wohldefiniert. (G y+)™¢ ist die Verklebung
zweier Kopien von Spec(M) und hat keine Selbstiiberschneidung. Den Polyederkegelkom-
plex (Gp+)(Rsp) kann man wie folgt skizzieren
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Kapitel 2

Logarithmische Geometrie

2.1 Log-Strukturen von Fontaine-Illusie

Eine Log-Struktur auf einem geringten Raum X besteht aus einer Garbe von Monoiden
M und einen Homomorphismus ay : Mx — Oy, wobei Ox als Monoid bzgl. der
Multiplikation angesehen wird. Der Name Log-Struktur riihrt daher, dass man ax als
Exponentialabbildung und M x als Logarithmen auffafit.

Die logarithmische Geometrie ist eine Verallgemeinerung der Theorie der geringten Rdume.
Sie wurde von Fontaine, Illusie und Kato ins Leben gerufen, um tiefe Resultate in der
kristallinen Kohomologietheorie zu beweisen [14]. In diesem Abschnitt werden die grund-
legenden Strukturen in der logarithmischen Geometrie definiert.

Konvention. 1. Es sei im Folgenden X = (X, Ox) ein geringter Topos.

2. Morphismen zwischen geringten Topoi f : X — Y seien immer zuldssig, d.h. die
Abbildung f*: f~'Ox — Oy respektiert die Einheitengruppen:

Fifox) c o5
Die topostheoretischen Grundlagen fir diese Arbeit sind im Anhang A dargestellt.

2.1.1. - Eine Prdilog-Struktur auf dem geringten Topos X besteht aus einer Garbe von
Monoiden My hierauf und einem Homomorphismus von Monoiden

ax 1 Myx — Ox.
Hierbei wird Ox im Folgenden immer als multiplikativer Monoid betrachtet.
Ein Prilog-Struktur heifit eine Log-Struktur, wenn ax einen Isomorphismus induziert
0 (05) = 05
- Fiir eine Prc’ilog—Struk%r (Mx, ax) auf einem geringten Topos X definiert man die as-
soziierte Log-Struktur (Mx, ax) durch das kanonische kokartesische Diagramm

M? —)Mx

o | |

O;(( —).//\/lvx
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in der Kategorie der Garben von Monotden auf X. Hierbei ist
&X . va — Ox

induziert durch die kanonische Inklusion Oy — Ox und ax : Mx — Ox.

- Betrachtet man die Kategorien der Prdlog-Strukturen auf einem festen Topos X, so ist
der Funktor der assoziierten Log-Struktur linksadjungiert zu dem Funktor der Inklusion
von den Log-Strukturen in die Prdlog-Strukturen.

Beispiel 2.1.2. Die triviale Log-Struktur auf einem geringten Topos X ist
O;Z — Ox.

Beispiel 2.1.3. Sind X ein normales Schema, U C X eine offene dichte Teilmenge und
D = X — U ihr Komplement, so definiert die Garbe von Monoiden

M(log D) := Ox NO},
mit der Inklusion M(log D) — Ox eine Log-Struktur auf dem Zariski Topos von X.

2.1.4. Ist f: X = Y ein Morphismus geringter Topoi und My eine Log-Struktur auf Y,
so ist die Pullback Log-Struktur f* My die assoziierte Log-Struktur zu

"My = F710y — Ox.

Ist anderseits My eine Log-Struktur auf X, so erhilt man auf X eine direkte Bild Log-
Struktur f1°8 My. Diese ist assoziiert zu der Prillog-Struktur

Die Funktoren f°¢ f* sind adjungiert.

2.1.5. - Ein log-geringter Topos X = (X, Mx) besteht aus einem geringten Topos X =
(X, Ox) zusammen mit einer Log-Struktur ax : Mx — Ox hierauf.

- Ein Morphismus log-geringter Topoi
(f, f/ﬁw) (X, Mx) = (Y, My)
besteht aus einem Morphismus geringter Topoi f: X — Y und einem Homomorphismus
Fia s FFMy = My,

so dass ein kommutatives Diagramm existiert:

f
FMy 0 My

ol
oy s oy

- Die log-geringten Topoi bilden auf offensichtliche Weise eine 2-Kategorie.
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2.1.6. Ein Log-Schema X besteht aus einem Schema X und einer Log-Struktur Mx auf
dem zugehdrigen kleinen étalen Topos X .

Nur zur Erinnerung: Der kleine étale Situs auf Et(X) hat als Objekte étale Morphismen
von Schemata U — X . Die Morphismen sind die offensichtlichen. Die Topologie auf Et(X)
wird erzeugt von allen epimorphen étalen Familien (U; — U). Den Topos X definiert
man als die Kategorie der Garben auf Et(X).

Konvention. Die Log-geringten Topoi sind im Folgenden die unterstrichenen Griffen.
Auf die Angabe der zusdtzlichen Strukturdaten Ox, Mx, ax wird verzichtet.

2.1.7. - Die Charakteristik einer Log-Struktur Mx ist definiert als
My = My /M.
- Es ist (X, Mx) ein monoidaler Topos (siehe Definition 1.4.3) und
(X, Mx) = (X, Mx)
15t ewn 2-Funktor von den log-geringten Topoti in die monoidalen Topor.

Konvention. Ein log-geringter Topos trigt immer die kanonische monoidale Struktur.

Auch wenn der Zusammenhang zwischen den log-geringten Topoi und monoidalen Topoi
trivial ist, so ist er auch sehr wichtig. Denn viele Definitionen und Aussagen iiber log-
geringte Topoi beziehen sich nur auf die monoidale Struktur.

Dies sieht man zum Beispiel an der folgenden Defintion:

- Ein Morphismus log-geringter Topoi f : X — Y heifst strikt, wenn die Abbildung
faa s My = M

ein Isomorphismus ist, d.h. Y trdgt die Pullback Log-Struktur.

Hierzu dquivalent ist, dass die induzierte Abbildung monoidaler Topoi
(X, Myx) — (Y, My)
im Sinne der alten Definition 1.4.4 strikt ist. Denn es gilt kanonisch
My = [ My.

Beispiel 2.1.8. Es seien X ein Schema und 7 ein globaler Schnitt in I'(X, Ox), der
im Folgenden Parameter genannt wird. Man erhilt eine Prilog-Struktur 7% — Oy und
definiert M x als die assoziierte Log-Struktur.

Die Halme My ,, v € X kann man in zwei Klassen unterteilen:
1. me O)X(,w = MXJ = O;(,:v
2. m ¢ O;((,x = MX,Z‘ = O;{,az D 71'N.
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Explizit erwdhnt seien die folgenden Spezialfille:

- Fiir die Standard Log-Struktur auf einem diskreten Bewertungsring (R, 7) wihlt man in
obiger Situation den uniformisierenden Parameter 7.

- Fiir die Standard Log-Struktur auf einem Korper £ wéhlt man ein obiger Situation den
Parameter m = 0. In dieser Situation ist somit in suggestiver Notation

M, :ﬂ'N@k'X.

Konvention. I'm Folgenden werden log-geringte Topoi, welche die triviale Log-Struktur
tragen, mit dem unterliegenden Topos identifiziert.

Bemerkung 2.1.9. 1. FEs existieren alle (Faser)Produkte von Log-Schemata.
Fiir Abbildungen X, — S, 7 =1, 2 ist das unterliegende Schema von

X Xg Xy
das schematische Faserprodukt X; xg X5. Die Log-Struktur ist assoziiert zu
PIMx, Bpag PaMx, = Oxyxsxs,
wobei p; : X1 Xg Xo = X, p: X; Xg Xo — S5 die Projektionen sind.

2. Das finale Objekt in der Kategorie der log-geringten Topoi ist Spec(Z).

2.2 Kohirente Log-Strukturen

Die Log-Schemata mit kohdrenter Log-Struktur bilden eine geeignete Unterkategorie, in
der sich gut algebraische Log-Geometrie betreiben 14t. In diesem Abschnitt wird der
Begriff der kohédrenten Log-Struktur auf geringte Topoi verallgemeinert.

Auch wenn in den Anwendungen Log-Schemata im Vordergrund stehen, so bilden die
kohérenten log-geringten Topoi eine geeignete Kategorie, um die Kombinatorik von Log-
Strukturen im néchsten Abschnitt funktoriell zu untersuchen.

Konvention. 1. Im Folgenden set X immer ein log-geringter Topos.

2. Fiir eine Menge S bezeichnet man der Einfachheit halber die induzierte konstante
Garbe auf X ebenfalls mit S, ohne den Leser zu verwirren.

Definition 2.2.1. Es sei X = (X, Mx) ein log-geringter Topos.

1. Eine Karte von X besteht aus einem Monoid M und einer Prdlog-Struktur
a: M — O,
so dass My die assoziterte Log-Struktur ist.
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2. Eine Karte eines Morphismus log-geringter Topoi f : X — Y besteht aus Karten
M — Myx, N — My

und einer Abbildung N — M, so dass ein kommutatives Diagramm existiert:

N L) f*./\/ly

! 1

M —2 M

3. Die Log-Struktur Mx heifit quasikohdrent (bzw. kohdrent/ausgezeichnet/fs), wenn
sie lokal bzgl. der kanonischen Topologie (sieche A.0.4) eine Karte besitzt (die auf
einem endlich erzeugten/ausgezeichneten/fs Monoid modelliert ist).

4. Eine Karte einer Mx-Garbe A besteht aus einer Karte der Log-Struktur M — My
und einer M-Menge A, so dass ein Isomorphismus existiert

ARy Mx — A.

5. Eine Mx-Garbe A heifit quasikohdrent (bzw. kohdrent), wenn sie lokal eine Karte
besitzt (die auf einer endlich erzeugten Monoid-Menge modelliert ist).

Bemerkung 2.2.2. Fir ein Log-Schema X stimmt die Definition der Kohdrenz mit der

iblichen dberein: Es ist My genau dann kohdrent, wenn eine étale Uberdeckung U — X
existiert, so dass die zurickgezogene Log-Struktur My eine Karte besitzt.

Die néchste Proposition fafit einige elementare Eigenschaften kohérenter Log-Schemata
zusammen, die im weiteren Verlauf der Arbeit bendtigt werden.

Proposition 2.2.3. Es sei X ein kohdrentes Log-Schema.

1. Der Vergefs-Funktor von den Ox-Moduln in die M x-Garben, vermdége der Abbildung
ay : Mx — Ox, hat einen linksadjungierten Funktor

A— Ox QM A.

2. Eine (quasi)kohdrente M x-Garbe A liefert einen (quasi)kohdrenten Ox-Modul

Ox My A.

3. Der Funktor der Inklusion von den fs Log-Schemata in die kohdrenten Log-Schemata
hat einen rechtsadjungierten Funktor X s X%

4. In der Kategorie der fs Log-Schemata existieren alle (Faser)Produkte.
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Beweis. Zu 1.) Fiir einen Monoid M und eine Prilog-Struktur M — R auf einem Ring
ist der Vergef3-Funktor von den R-Moduln in die A-Mengen rechtsadungiert zu

A A®y R =Rz 2" mit

ZA = D owcaraa; Ag € Z},
wobei A\, = 0 ist fiir fast alle @ € A. Hieraus erhidlt man die Behauptung.

Zu 2.) Bekanntlich ist jedes étale Abstiegsdatum fiir einen quasikohérenten Ox-Modul
effektiv (Theorem 4 in [5], Kap 6). Man kann folglich ohne Einschrinkung annehmen,
dass X = Spec(R) affin ist und dass Karten existieren

M—>Mx, A— A
Dann ist Ox ®a, A induziert durch den R-Modul A ®), R und die Behauptung folgt.
Zu 3.) Dies folgt aus 2.), indem man die Saturierung von My bildet:
X% = Spec(Ox @, M),
wobei die Log-Struktur assoziiert ist zu
MB— Ox @, M.

Die letzte Behauptung folgt aus 3.) und Bemerkung 2.1.9, indem man von dem Faserpro-
dukt kohérenter Log-Schemata die Saturierung bildet. O

Bemerkung 2.2.4. Es seien X; — S Abbildungen von fs Log-Schemata, die Karten
besitzen M; — Mx,, N = Mg, N — M, fiir « = 1, 2. Das fs Faserprodukt

X, Xfis X,
konstruiert man wie folgt: Das unterliegende Schema ist definiert durch
(X1 X5 Xo) Xspec(zn)) Spec(Z[(M, &y M)™]),

Die Log-Struktur ist assoziiert zu der kanonischen Prélog-Struktur.

Die nédchste Proposition zeigt, dass sich quasikohdrente Log-Strukturen lokal durch solche
auf topologischen Rdumen beschreiben lassen:

Proposition 2.2.5. Es sei X ein quasikohdrenter log-geringter Topos mit geniigend vielen
Punkten (siehe A.0.6), dessen Log-Struktur eine Karte besitzt.

Man betrachtet den kanonischen Morphismus von Topoi in A.0.6
ex : X —= Sh(T) mit T := Pt(X).

Dann liefert die Adjunktion der Funktoren 6%;, ex in 2.1.4 einen Isomorphismus

~ . l
n:exMr — Mx mit My = e, Mx.

Hierbei trigt der Raum T die direkte Bild geringte Struktur Or := ex.Ox, so dass die
Garbe My mit dem gewdhnlichen direkten Bild ex .Mx tbereinstimmd.
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Beweis. Man wahlt eine Karte o : M — Mx und betrachtet die induzierte Abbildung
ﬁ M — MT.

Man sieht, dass die Urbildgarbe o' (M) isomorph ist zu der disjunkten Vereinigung
I tn
meM

einer Familie von Untergarben U, der konstanten Garbe 1x. Weil der Morphismus £x
eine Bijektion herstellt zwischen den Untergarben von 1x und offen Mengen in 7', ist die
Urbildgarbe a ' (My) isomorph zu dem inversen Bild von (M) unter ex.

Dann sieht man, dass 3 eine Karte von My ist und die Behauptung folgt. O

Bemerkung 2.2.6. Fiir den Spezialfall eines Log-Schemas siehe Proposition 2.4.6.

2.3 Kombinatorik kohirenter Log-Strukturen

Das Hauptresultat in diesem Abschnitt ist Theorem 2.3.2. Hiernach kann man einem log-
geringten Topos funktoriell einen Fdcher mit Selbstiiberschneidung zuordnen. Mit seiner
Hilfe kann man die Kombinatorik kohirenter Log-Strukturen effektiv untersuchen.

Fiir ein log-reguléres Zariski Log-Schema stammt diese Konstruktion von Kato (siehe Bei-
spiel 2.3.7). Katos Konstruktion verallgemeinert die Korrespondenz zwischen rationalen
Polyederkegelkomplexen und toroidalen Einbettungen in [22].

Konvention. 1. Alle Topoi seien lokal noethersch (Definition 2.11 in [47], Erposé
VI).

Hierber bendtigt man nicht die explizite Definition von lokaler Noetherzitit, die ent-
scheidenden Eigenschaften fir diese Arbeit sind vielmehr:

(a) Der Topos X hat geniigend viele Punkte (siehe A.0.6).

b) Fiir jede Garbe F auf X mit zugehdrigem Index-Topos X, ist der topologische
/
Raum der Punkte Pt(X,z) lokal noethersch (siehe A.0.4, A.0.6).

2. Alle Log-Strukturen sind im Folgenden kohdrent (Definition 2.2.1).

3. Alle strikten Gruppoide von Fdichern sind lokal von endlichem Typ. Dann sind die
zugehdrigen Topoi insbesondere lokal noethersch.

Beispiel 2.3.1. Fiir ein lokal noethersches Schema X ist der kleine étale Topos X lokal
noethersch. Dies erhilt man aus (Kapitel 3 in [47], Exposé VII).

Theorem 2.3.2. Es sei X ein lokal noetherscher kohdrenter Log-geringter Topos.

Dann ezistieren ein Ficher mSi F(X) und ein Morphismus monoidaler Topoi
fx @ (X, Mx) — Sh(F(X)),

der eindeutig bestimmt ist durch die folgenden Eigenschaften:
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1. Es ist fx ein strikter Morphismus monoidaler Topot.

2. Der inverse Bildfunktor f;l stellt eine eindeutige Korrespondenz her zwischen den
(quasi)kohdrenten (Bruch)Idealen von Mx und Mpgx).

3. Fir jeden Ficher mSu G faktorisiert jeder strikte Morphismus monoidaler Topot
g: (X, Mx) — Sh(G)
tiber einen eindeutigen Morphismus monoidaler Topoi

£:Sh(F(X)) — Sh(G).

Zusammen mit Proposition 1.4.8 erhilt man hieraus:

Korollar 2.3.3. Die Zuordnung X — F(X) ist ein Funktor von den lokal noetherschen
log-geringten Topoti mat strikten Morphismen in die strikten Gruppoide von Féchern.

Definition 2.3.4. Es heifit F(X) der assoziierte Ficher mit Selbstiiberschneidunyg.

Der Leser stellt sich sicherlich die Frage, warum das Theorem so allgemein und abstrakt
fiir monoidale Topoi formuliert wurde. Der Grund liegt darin, dass man

als rechtsadjungierten Funktor auffassen kann.

Hierfiir mufl man die Situation noch etwas verallgemeinern:

- Man betrachtet monoidale Topoi (X, Mx), so dass Mx lokal isomorph ist zu

S M,
wobei M ein endlich erzeugter konstanter Monoid ist unter § ein Untermonoid.

Solche monoidalen Topoi nennt man dann kohdrent. Dann stellt man fest: Kohérente
log-geringte Topoi und strikte Gruppoide von Féchern induzieren auf kanonische Weise
kohérente monoidale Topoi. Das Theorem 2.3.2 hat nun die folgende elegantere Form:

Theorem 2.3.5. Die Inklusion der strikten Gruppoide von Fichern in die kohdrenten
monotdalen Topoi mit den strikten Morphismen hat einen rechtsadjungierten Funktor.

Der Beweis von Theorem 2.3.2 wird fast den gesamten Abschnitt in Anspruch nehmen.
Es folgen zunichst eine ganze Reihe von Vorbereitungen.

Definition 2.3.6. Es sei T ein beliebiger topologischer Raum.

1. Eine Stratifizierung von 1" ist eine disjunkte, lokal endliche Zerlegung in lokal abge-
schlossene Teilmengen Dj, die Strata heiffen.

2. Man schreibt D; ~ D; und sagt D; ist eine Spezialisierung von D;, wenn fiir den
topologischen Abschluf$ von D; inT" gilt

DN D; #0.
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3. Eine Stratifizierung erfillt der Aziom of Frontier, wenn der topologische Abschlufl
eines jeden Stratums die Vereinigung gewisser Strata ist.

Die Konstruktion von F(X) wird an Beispielen erldutert:

Beispiel 2.3.7. Man betrachtet ein log-requldres Zariski Log-Schema X.

Nach Kato [18] heifit hierbei ein noethersches fs Log-Schema X log-regulidr, wenn in allen
geometrischen Punkten z von X gilt:

1. Der lokale Ring A = Ox z/(M} ;) ist regulir.
2. Es gilt dim(Ox z) = dim(A) + Rang(M¥;).

Weiterhin heiflt eine Log-Struktur auf einem Schema Zariski, wenn sie bereits auf dem
Zariski-Topos definiert ist (siehe Definition 2.4.5).

In dieser Situation ist F(X) ein gewohnlicher Fécher und der Morphismus

fxt (X, Mx) = F(X)

ist eine Abbildung monoidaler Réume (siehe Theorem 2.4.9).
Details und Beweise fiir die folgenden Ausfithrungen findet man in [18].

Zunéchst sieht man, dass X Cohen-Macaulay und normal ist und dass
E={reX; Mx,#05,}
ein Weildivisor in X ist. In der Notation von Beispiel 2.1.3 gilt fiir die Log-Struktur
My = M(log E).

Es besitzt X eine kanonische Stratifizierung (D;): Es existiert ein offenes Stratum X — E.
Sind weiterhin FE; die irreduziblen Komponenten von E, so sind die iibrigen Strata die
Komponenten aller moglichen Schnittgebilde

Man kann zeigen, dass die Stratifizierung das Axiom of Frontier erfiillt. Weiterhin ist die
Charakteristik auf jedem Stratum konstant.

Den assoziierten Facher F(X) konstruiert man wie folgt. Der topologische Raum ist die
Menge aller generischen Punkte der Strata mit der Relativtopologie. Die Strukturgarbe
ist das Pullback von My unter der Inklusion F(X) — X.

Weiterhin schickt die universelle Abbildung monoidaler Raume
fx (X, Mx) = F(X)

einen Punkt z € X auf das Stratum, das x enthilt.
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Beispiel 2.3.8. Es sei X ein zusammenhéngender, lokal noetherscher log-geringter Topos
mit lokal konstanter Charakteristik (siche A.0.8). Fixiert man einen geometrischen Punkt
Z von X, so ist die Charakteristik nach A.0.9 bestimmt durch die Operation

(X, ) = Aut(Mxz).
Man definiert dann den assoziierten Facher mSii als den reduzierten Quotienten
F(X) := [Spec(Mx z)/m1 (X, z)]red
(sieche Beispiel 1.4.7). Dann existiert ein kanonischer Funktor
St Sh(F(X)) = Xie.
Dieser ist der inverse Bild Funktor des universellen Morphismus

fx : (X, Mx) — Sh(F(X)).

Die néchste Proposition fa3t einige kombinatorische Eigenschaften eines kohérenten log-
geringten Topos zusammen, die im Folgenden eine Rolle spielen.

Proposition 2.3.9. Es sei X ein kohdrenter, lokal noetherscher log-geringter Topos.

1. Fiir jeden Monoid M ist die Teilmenge von Pt(X)
(€ PHX); Me =~ M},

lokal abgeschlossen und lokal zuammenhdngend (siehe A.0.6). Die Komponenten
dieser Mengen bilden somit eine Stratifizierung (D) von Pt(X).

2. Es ist Mx eine konstruierbare Garbe auf X (siehe A.0.8).
3. Die Aussagen 1.) - 8.) gelten auch fiir jeden Index-Topos Xy, .

Definition 2.3.10. Es heifit (D;) die kanonische Stratifizierung von Pt(X).

Beweis. Zu 1.) Weil X lokal noethersch ist, reicht es zu zeigen, dass die Teilmenge
{z € Pt(X); Mxz~ f "M fiirein fe M}
offen ist. Nun ist fiir eine Garbe U auf X die kanonische Abbildung
Pt(X/,) — Pt(X)

offen (siehe Proposition 5.12 in [47], Exposé 1V). Daher kann man annehmen, dass die
Log-Struktur My eine Karte besitzt. Dann ist die Behauptung aber evident.

Zu 2.) Dies ist klar, denn die Einschrinkungen der Charakteristik auf die lokal abge-
schlossenen Untertopoi von X zu den Strata von Pt(X) sind lokal konstant.

Die letzte Aussage ist klar. O
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Beispiel 2.3.11. Es sei X das affine Schema zu dem Ring

R =Clx,yl/(z -y).

Ferner sei Mx die assoziierte Log-Struktur zu N — R, 1 +— x. Dann hat X nur zwei
Strata. Das abgeschlossenen Stratum Dy ist definiert durch das Ideal (z). Das offene
Stratum ist das Komplement D; = X — Dy. Insbesondere gilt

Dy ¢ DY = R/(y)

und somit erfiillt die Stratifizierung nicht das Axiom of Frontier.

Das néchste Lemma hat eine Schliisselfunktion fiir den Beweis von Theorems 2.3.2.
Lemma 2.3.12. FEs sei F' ein Fidcher mSu und F eine Garbe auf F'.
Dann existieren eine Familie (U;) von Garben auf F der Form

U, C MT;%, n €N

und ein Epimorphismus von Garben

Man sagt hierzu, dass der Topos Sh(F) von My erzeugt wird.

Beweis. Zunichst beachte man, dass man F = Sh(#’) durch einen Index Topos F, (siehe
A.0.4) fiir eine Untergarbe U C M7, ersetzen kann. Denn der inverse Bild Funktor zu
dem kanonischen Morphismus ¢y : Fjy — F (A.0.4) ist von der Form

o (F)=F xU.
Der entscheidende Schritt ist nun solch ein ¢ zu finden, so dass der monoidale Topos
(Fjus My = 3" M)

isomorph ist zu Sh(F') mit einem Fécher F. Denn dann ist die Behauptung trivial.

Nun besitzt die Strukturgarbe My, fiir ein & C ME iiber F, tautologische Schnitte
Uu— MF x U

Weil F lokal von endlichem Typ ist, findet man eine Uberdeckung der konstanten Garbe
1¢ mit Untergarben U4 C ME, so dass die Strukturgarbe M, von den tautologischen
Schnitten erzeugt wird (siehe Proposition 5.12 in [47], Exposé IV).

Man weifl weiterhin, dass (Fy, My) ein Facher Etendue ist und nach Proposition 1.4.8
somit isomorph ist zu Sh(U) mit U einem Gruppoid von Fachern. Ferner ist mit F* auch
U als Gruppoid von Fichern reduziert (siehe Definition 1.4.11).

Weil My von seinen globalen Schnitten erzeugt wird, hat U keine Selbstiiberschneidung.
Somit ist U ein Fécher und die Behauptung folgt. O

Der Beweis von Theorem 2.3.2 wird nun in zwei Schritten erbracht:
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1. Zunéchst nimmt man an, dass die Log-Struktur eine Karte besitzt.

2. Dann 18t man diese Voraussetzung fallen.
1. Schritt Der Beweis von Theorem 2.3.2 falls Mx eine Karte besitzt.
Zuerst die Konstruktion des assoziierten Fiachers und der universellen Abbildung.

Konstruktion 2.3.13. Man befindet sich in der folgenden Situation:

- Die gegebene Karte o : M — My induziert einen Epimorphismus
a: M — mx.

- Nach Proposition 2.2.5 steigt My kanonisch nach T := Pt(X) ab.
- Die kanonische Stratifizierung (D;) von T hat folgende Eigenschaften:

Die Strata D; sind zusammenhéngend und lokal abgeschlossen. Weiterhin ist die Charak-
teristik My auf D; konstant und entspricht somit einem Monoid M;.

Die einzelnen Monoide M; kann man nun wie folgt zueinander in Relation setzen:
Es seien zwei Strata Dy, Do gegeben, so dass gilt Dy ~ D, (siehe Definition 2.3.6).

Dann betrachtet man die durch @ induzierten Abbildungen «; : M — M; fiir ¢ = 1,2.
Diese stellen Isomorphismen her Ker(a;) M — M;. Fiir die Kerne gilt

Ker(ay) C Ker(ay).
Zusammengefafit erhélt man eine kanonische Kospezialisierung
agyj : Mj — Mi;

die einen Isomorphismus herstellt M,/ Ker(ozg’j) 5 M;. Nach Ubergang zu den Spektren
erhélt man daher kanonische offene Imersionen

Q5 - Spec(MZ) — Spec(Mj).

Durch Verklebung der Spec(M;) via der Abbildungen «;; erhélt man einen Ficher
F(X) := U Spec(M;).

Dass die Verklebung moglich ist, erhilt man aus der Existenz des Epimorphismus @. Denn
dieser ist kompatibel mit den Kospezialisierungen.

Es gilt nun den kanonischen Morphismus monoidaler Topoi zu konstruieren
fx: (X, Mx) — Sh(F(X)).
Man definiert diesen als eine Verkettung
s (%Mo) 25 (Sh(T), M) 5 Sh(F(X)).

34



Der Morphismus Sh(f) ist induziert durch eine Abbildung monoidaler Rdume
[ (T, M) = F(X).
Der topologische Teil von f schickt ein Stratum D; auf den abgeschlossenen Punkt
M € Spec(M;).

Nach Konstruktion ist die Abbildung f stetig.

Fiir die der Abbildung der Strukturgarben benutzt man, dass My x) und M Quotienten
von M sind. Man sieht, dass eine eindeutige Abbildung existiert

e Mpyy — Mo,
die ein kommutatives Diagramm herstellt:
M — MT

| |

M — f_lMF(l)

Es bleibt zu zeigen:

Proposition 2.3.14. Der Morphismus fx hat die Eigenschaften in Theorem 2.3.2.

Beweis. Die Striktheit von fx folgt aus der Konstruktion.
Zu 2.) Fiir ein kohérentes Ideal Z von Myx) wird das inverse Bild

T =T

lokal von Schnitten von My erzeugt. Dasselbe gilt fiir das Urbild 7 unter der kanonischen
Projektion My — Mx. Somit ist J ein kohérentes Ideal.

Umgekehrt induziert ein kohérentes Ideal J C Mx eine Familie von Idealen
Ij C Mj,

die stabil ist unter den Kospezialisierungen ozgj. Somit verkleben die I; zu einem Ideal
T C Mp). Hierdurch erhilt man eine eindeutige Korrespondenz.

Fiir (quasi)kohérente (Bruch)Ideale beweist man die Korrespondenz ganz analog.

Zu 3.) Es sei ein strikter Morphismus monoidaler Topoi gegeben
g: (X, Mx) — Sh(Q).
Man betrachtet die durch ¢ induzierte stetige Abbildung
lg| : T = Pt(X) — Pt(Sh(Q)) = |G]. (2.1)

Hierbei ist |G| der unterliegende topologische Raum von G (siehe A.0.2). Dass Pt(Sh(G))
kanonisch homeomorph zu |G| ist, erhilt man aus Proposition A.0.15.
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Nun sind die Strata D; zusammenhingend und die Charakteristik ist auf ihnen konstant.
Somit bestehen die Bilder der Strata |¢g|(D;) nur aus einem Punkt.

Daraus folgt, dass fiir jede Garbe F auf G das inverse Bild g|,5]1,]-" lokal konstant ist.
Hierbei ist g|Dj in der Notation von A.0.8 die Komposition von Morphismen

Xp, = X =5 Sh(G).

Nun kommt endlich Lemma 2.3.12 zum Tragen. Hiernach kann man jede Garbe F auf G
darstellen als Quotient einer disjunkten Vereinigung von Untergarben

UcMg, fir neN

Somit ist wegen der Striktheit von g das inverse Bild g|5j1,.7-" konstant.

Zusammengefafit erhélt man, dass g|p, eine eindeutige Faktorisierung besitzt

glp, : Xp, — Sh(F}) -2 Sh(G)

mit F; = Spec(M;) und Xp, — Sh(F;) dem kanonischen Morphismus.

Weiterhin sind die Morphismen f; mit den Kospezialisierungen agj in Konstruktion 2.3.13
vertriglich. Somit erhélt man durch Verklebung einen eindeutigen Morphismus

f:F(X) =G,

so dass g mit der Verkettung f o fx iibereinstimmt. O
2. Schritt Der Beweis von Theorem 2.3.2 im allgemeinen Fall.

Zuerst die Konstruktion des assoziierten Féchers und der universellen Abbildung.

Konstruktion 2.3.15. Es sei i/ — 1x eine Uberdeckung, so dass My iiber
X = Xu
eine Karte besitzt. Das 2-kategorische Faserprodukt X' x% X' ist isomorph zu
X" = Xuxu-

(siche Proposition 5.11 in [47], Exposé IV). Man versieht X', X" mit den Pullback Log-
Strukturen unter den kanonischen Morphismen nach X. Man betrachtet nun das Dia-
gramm

pi XX (2.2)

bestehend aus den kanonischen Projektionen. Dann besitzt auch My~ eine Karte.

Man kann daher nach Proposition 2.3.14 den Funktor F(-) auf das Diagramm (2.2) an-
wenden und erhdlt ein striktes Diagramm von Féachern

F(p;) : F(X") = F(X)).
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Dieses Diagramm erzeugt nach Proposition 1.4.13 einen Fécher mSii

F(X) :=[s,t: F1 3 Fy] mit Fy=F(X').

Die Konstruktion der universellen Abbildung ist nur noch ein formales Problem:

Es sei eine Garbe F auf F(X) gegeben. Diese ist eindeutig bestimmt durch eine Garbe
Fo auf dem Objektraum Fj zusammen mit einer F;-Operation

Vs TRy St F.
Man bildet nun das inverse Bild G’ := f)z,l]-"o unter dem universellen Morphismus
fx X' = F(X).
Sind p; : X" — X’ die Projektionen, so induziert ¢ einen Isomorphismus
pip G G
Man zeigt nun, dass der Isomorphismus ¢ die Kozykelbedingung erfiillt:

In dem Fall F = Mg; erfiillt ¢ die Kozykelbedingungen nach Konstruktion. Nach Lemma
2.3.12 erfiillt ¢ die Kozykelbedingungen dann auch fiir ein beliebiges F.

Weil in einem Topos alle Aquivalenzrelationen effektiv sind (siehe Theorem 1.2 in [47],
Exposé IV), hat man nach obigen Ausfiihrungen einen kanonischen Funktor

f2': Sh(F(X)) = X.

Mit dem Kriterium in (Proposition 4.9.4 in [47], Exposé IV) sieht man schlieflich, dass
Ix L der inverse Bild Funktor eines Morphismus von Topoi ist

fx X = Sh(F(X)).
fx hat eine kanonische Erweiterung zu einen Morphismus monoidaler Topoi
fx © (X, Mx) — Sh(F(X)).
Es bleibt zu zeigen:

Proposition 2.3.16. Der Morphismus fx hat die Eigenschaften in Theorem 2.3.2.

Beweis. Die Striktheit von fx folgt aus der Konstruktion.

Zu 2.) Die eindeutige Korrespondenz zwischen den (quasi)kohérenten (Bruch)Idealen von
Mpx) und Mx erhélt man aus den entsprechenden Aussagen iiber X'.

Zu 8.) Fiir den Beweis der Universalitit von fx sei ein strikter Morphismus gegeben
g: (X, Mx) — Sh(G).
Man betrachtet nun das durch (2.2) und g induzierte Diagramm
g1, 92 (X", Myn) 3 (X', M) — Sh(G).
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Trivialerweise sind die Morphismen gy, g 2-isomorph und das Diagramm ist strikt. Durch
Anwendung von F(-) erhilt man das strikte Diagramm von Fichern

F(g:) : F(X") 2 F(X) = G mit F(g) = F(gn). (2.3)

Wegen der Universalitit des erzeugten Fachers mSii in Proposition 1.4.13 existiert eine
eindeutige Abbildung f : F(X) — G, welche die gewiinschte Faktorisierung liefert

g=1ofx
O

Damit hat man Theorem 2.3.2 vollstéindig bewiesen. O

Das néchste Beispiel zeigt, dass die Universalitidtseigenschaft des assoziierten Féchers
mSii sich nur auf strikte Abbildungen bezieht (siehe Theorem 2.4.9).

Beispiel 2.3.17. Man betrachtet die Gruppe I' = Z/2Z und den Topos
X =B(T)

in Beispiel A.0.11. Dann ist X ein log-geringter Topos, indem man den Ring Oy = Z mit
der trivialen I'-Operation versieht und die assoziierte Log-Struktur bildet zu

N—Ox, 1—0.

Der assoziierte Ficher ist dann F(X) = Spec(N). Man betrachtet weiterhin Spec(N?) mit
der nichttrivialen ['-Operation und den reduzierten Quotienten

G = [Spec(N?) /T4,
Dann existiert ein kanonischer Morphismus monoidaler Topoi
g: (X, Mx) — Sh(Q),
wobei der Homomorphismus der Strukturgarben definiert ist durch
¢ N =N, (m,n) = m+n.

Man sieht, dass g nicht iiber F(X) faktorisiert. Dies ist kein Widerspruch zu der Univer-
salitdtsaussage in Theorem 2.3.2, denn g ist nicht strikt.

Zum Schlufl des Abschnitts folgt ein instruktives Beispiel aus der algebraischen Geometrie.
Fiir die entsprechende kombinatorische Betrachtung siehe Beispiel 1.4.16.

Beispiel 2.3.18. 1.) Man betrachtet zunichst das affine Schema X zu dem Ring
Rlz,y,7]/(2* +y* + ).

Es sei D der von 7 erzeugte Weildivisor in X. Man versieht X mit der Log-Struktur
M(log D) in Beispiel 2.1.3. Auf X¢ = X ®g C ist die Log-Struktur assoziiert zu

N? = Ox., (1,0) =z +iy, (0,1) = x —iy.
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Die Galoisgruppe von R operiert nichttrivial auf den globalen Schnitten
[(Xe, Mx,) ~ N2,
Der assoziierte Féacher mSii F(X) ist der reduzierte Quotient in Beispiel 1.4.16.1
[Spec(N?)/ Gal(R)]™?.
2.) Weiterhin betrachtet man das affine Schema Y zu dem Ring
Clz,y, 7]/ (y* + 2 + 2% + 7).

Es sei E der von 7 erzeugte Weildivisor in X. Man versieht Y mit der Log-Struktur
M(log E). In einer étalen Umgebung des Ursprungs x = 0, y = 0 ist Y isomorph zu

U = Spec(Clz,y, 7]/ (xy + 7)).
Hiertiber ist die Log-Struktur assoziiert zu der Pralog-Struktur
N — Oy, (1,0) =z, (0,1) > y.

Auf dem Komplement des Ursprungs ist die Log-Struktur assoziiert zu N — Oy, 1 — .
Der assoziierte Facher mSii F(Y) wurde in Beispiel 1.4.16.2 beschrieben. Er entsteht aus
Spec(N?) durch Verklebung der beiden offenen Teile

Spec(N? /N @ 0), Spec(N?*/0 @ N).

2.4 Selbstiiberschneidung

In diesem Abschnitt wird der Begriff der Selbstiberschneidung aus der Theorie der toro-
idalen Einbettungen in [22] fiir kohdrente Log-Schemata verallgemeinert. Log-Schemata
ohne Selbstiiberschneidung sind vor allem aus zwei Griinden wichtig:

1. Sie sind Zariski (siehe Korollar 2.4.8).

2. Sie besitzen gute kombinatorische Eigenschaften (siche Theorem 2.4.9).

Spéater wird man weitere Griinde sehen, warum es wichtig ist Selbstiiberschneidung aus-
zuschlieflen, zum Beispiel in der Star-Konstruktion 3.2.3. Im néchsten Abschnitt wird ein
wichtiges Resultat iiber die Auflosung von Selbstiiberschneidung bewiesen.

Konvention. - Es sei im Folgenden X ein lokal noethersches Schema.
- Fine Log-Struktur sei immer eine Log-Struktur auf X¢ (siehe Bemerkung 2.2.2).
- Fiir den assoziierten Ficher mSt schreibt man F(X) (siehe Definition 2.3.4).

Die folgende Definition von Selbstiberschneidung dringt sich auf.

Definition 2.4.1. Ein kohdrentes Log-Schema X (bzw. die Log-Struktur Mx ) hat keine
Selbstiberschneidung, wenn die folgenden drei dquivalenten Bedingungen erfillt sind:
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1. Der assoziierte Ficher mSi F(X) hat keine Selbstiberschneidung.

2. Fir jeden geometrischen Punkt T von X hat jedes Bruchideal I C M%gi eine Aus-
dehnung zu einem kohdrenten Bruchideal T C MSP.

3. Fir jeden geometrischen Punkt & von X hat jedes Element in dem Halm ﬂ%& eine

Ausdehnung zu einem globalen Schnitt in T'(X, M ).
Bemerkung 2.4.2. Dass die Aussagen dquivalent sind, folgt aus Theorem 2.3.2.

Definition 2.4.3. Fir ein Log-Schema X ohne Selbstiiberschneidung definiert man gemdf
1.3.2 den assoziterten Polyederkegelkomplex

Keg(X) := F(X)(R>o).

Bemerkung 2.4.4. Fiir eine Log-Struktur ohne Selbstiiberschneidung kann man die
Konstruktion des assoziierten Féchers F(X) konkreter beschreiben:

Es sei hierfiir (D;) die kanonische Stratifizierung von X. Auf einem Stratum D; ist die
Charakteristik eine konstante Garbe M, denn die Log-Struktur hat keine Selbstiiber-
schneidung. Der assoziierte Ficher F(X) entsteht dann durch Verklebung

F(X) = U Spec(MM;)

vermoge der Kospezialisierungen agj : M; — M; wie in Konstruktion 2.3.13.

Eine weitere wichtige Klasse von Log-Schemata ist wie folgt definiert:

Definition 2.4.5. Ein Log-Schema X (bzw. eine Log-Struktur My ) heifit von Zariski-
Typ oder einfach Zariski, wenn der kanonische Morphismus von Topot

€x : Xét — XZar
durch die Adjunktion von ex ., €% einen Isomorphismus induziert
7. 6;6)(,*./\/1)( — MX.

(Die Garbe sl)gig*MX stimmt mit dem direkten Bild cx ,Mx tberein.)

Die néchste Proposition liefert ein Kriterium, wann eine Log-Struktur Zariski ist.

Proposition 2.4.6. Fir ein ausgezeichnetes Log-Schema X sind dquivalent:

1. Die Log-Struktur My st Zariski.
2. Die Log-Struktur Mx besitzt Zariski lokal Karten.

3. Die Charakteristik Mx wird Zariski lokal von Schnitten erzeugt.
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Beweis. Die Implikationen 1.) = 2.) = 3.) sind mehr oder weniger trivial.

Fiir die Implikation 3.) = 2.) betrachtet man die kurze exakte Sequenz
1= 08 > MP > M > 1 (2.4)
Fiir einen offenen Teil U C X liefert die Auswertung mit I'(U, -) die exakte Sequenz
1 D(U,0p) — DU, M&) — D(U, M) - HL(U,0F).

Nach Satz Hilbert” 90 stimmt HY, (U, O;5) mit der Zariski Kohomologie H (U, Oy;) iiberein.

Fiir einen Punkt x € U wihlt man Schnitte
S1,...5, € DU, Myx),

die den Halm N = M ; erzeugen. Hierbei ist Z ein geometrischer Punkt iiber x.

Die Obstruktion fiir eine Liftung von s; nach I'(U, M%) liegt nach der obigen Sequenz in
H' (U, O}). Nach Verkleinerung von U kann man annehmen, dass die Obstruktionen 4(s;)
verschwinden. Dann kann man die s; liften zu Schnitten

s € DU, M%).

Es sei (51,...,5,) die von den Schnitten erzeugte Untergruppe in I'(U, M%). Weiterhin
sei M das Urbild von N unter der kanonischen Abbildung

<§17---a§n> — N8P,

Nach Konstruktion erhélt man einen Homomorphismus « : M — Ox, und man sieht
leicht, dass « in einer Zariski-Umgebung von x eine Karte von M x definiert.

Die Implikation 2.) = 1.) erhilt man aus Proposition 2.2.5. O

Bemerkung 2.4.7. Die Aquivalenz der Aussagen 1.) und 2.) gilt nach Proposition 2.2.5
ganz allgemein fiir eine quasikohérente Log-Struktur auf einem Topos.

Als trivale Konsequenz erhilt man:

Korollar 2.4.8. Ein ausgezeichnetes Log-Schema ohne Selbstiberschneidung ist Zarisks.

Theorem 2.3.2 hat nun die folgende Variante:

Theorem 2.4.9. Es seien X ein ausgezeichnetes Log-Schema ohne Selbstiberschneidung
und F(X) der assoziierte Ficher. Dann existiert ein Morphismus monoidaler Riume

fX : (X,HX) — F(i)v
der eindeutig bestimmt ist durch die Eigenschaften:

1. Es ist fx ein strikter Morphismus monoidaler Rdume.
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2. Der inverse Bildfunktor f)}l stellt eine eindeutige Korrespondenz her zwischen den
(quasi)kohdrenten (Bruch)ldealen von Mx und My(x).

3. Fir jeden Facher G faktorisiert jeder Morphismus monoidaler Rdiume
g: (X, Mx) =G
tiber einen eindeutigen Morphismus monoidaler Riume
fFX) 5 G

Bemerkung 2.4.10. Der entscheidende Unterschied liegt in der Universalitit von

fx 1 (X, My) = F(X).
Wihrend in Theorem 2.3.2 fx lediglich universell fiir strikte Abbildungen ist, kann man
in Theorem 2.4.9 auf diese Einschrinkung verzichten.
Beweis. Dies beweist man wie Proposition 2.3.14. Lediglich den Beweis der Universalitit
mufl man an der Stelle inspizieren, wo die Striktheit benotigt wurde:
Es stellte sich das Problem fiir die Einschrinkung g|p, eine Faktorisierung zu erhalten

9lp, : Xp; — Sh(F}) — Sh(G).

Man wufite hierbei nur, dass die Abbildung |g| : 7" — |G| das Stratum D; C T" auf einen
Punkt abbildet. Falls G keine Selbstiiberschneidung hat, kann man unabhingig von der
Striktheit von g hieraus schlieflen, dass g|p, die gewiinschte Faktorisierung hat. O

Beispiel 2.4.11. Die Umkehrung von Korollar 2.4.8 stimmt im Allgemeinen nicht:

1.) Essei X ein Schema mit einem nichttrivialen Zariski Z/2Z-Torsor P. Man betrachtet
den Monoid N? mit nichttrivialer Z/2Z-Operation und bildet den Twist

P Rz N.
Dann ist die assoziierte Log-Struktur zu der Prilog-Struktur
P R/ N = Oy, P @z, N =0
Zariski, hat aber offensichtlich Selbstiiberschneidung.

2.) Ein anderes Gegenbeispiel liefert eine singulidre Kurve X iiber einem Korper, deren
irreduzible Komponenten glatt sind und die sich wie skizziert transversal schneiden.

Man kann X mit einer fs Log-Struktur versehen, so dass die Charakteristik My die in
der Abbildung angegebenen Werte annimmt:
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Das Log-Schema ist dann Zariski und verhilt sich kombinatorisch wie eine Kurve mit nur
einem Doppelpunkt. Insbesondere hat die Log-Struktur Selbstiiberschneidung.

Bemerkung 2.4.12. Ein log-regulires Log-Schema (Beispiel 2.3.7) ist genau dann von
Zariski-Typ, wenn seine Log-Struktur keine Selbstiiberschneidung hat.

Zum Schluf} soll in diesem Abschnitt die Vertriglichkeit der Bildung des assoziierten
Féchers F(-) mit fs Faserprodukten untersucht werden. Dass diese im allgemeinen nicht
kompatibel sind, zeigt das folgende einfache Beispiel.
Beispiel 2.4.13. Man betrachtet die folgenden fs Untermonoide von Z?:

N =N , My = <(1= 0)7 (_17 1)> , My = <(07 1)7 (17 _1)>
Man hat kanonische Abbildungen N — M;. Man versieht C mit den fs Log-Strukturen

C*eN, C @ M,

in suggestiver Notation. Die entsprechenden Log-Korper seien C, C,; fiir ¢ = 1, 2. Dann ist
das fs Koprodukt der kanonischen Homomorphismen C — C, trivial

Ql ®EQ2 — 0

Auf der anderen Seite ist das fs Faserprodukt der assoziierten Ficher F(C,) das Spektrum
des Monoids (M; @y M;)**" und insbesondere nichtleer.

Man betrachtet nun die folgende Situation. Es seien X, — S, ¢ = 1,2 Morphismen von fs
Log-Schemata, deren Log-Strukturen keine Selbstiiberschneidung haben. Man bildet

X=X, st_s X,
und schreibt fiir die assoziierten Ficher
F=F9), F,=FX,), i=123.
Wegen der Funktorialitét des assoziierten Féchers hat man eine kanonische Abbildung
Fy — Fy x5 Fy.
Auch wenn diese Abbildung im Allgmeinen kein Isomorphismus ist, so gilt:
Proposition 2.4.14. 1. Die Abbildung Fy — Fy xS Fy ist strikt.

2. Insbesondere hat die Log-Struktur My, keine Selbstiiberschneidung.

Beweis. Die erste Aussage erhilt man aus der Konstruktion von fs Faserprodukten in
Bemerkung 2.2.4. Die zweite Aussage erhilt man aus der ersten. 0
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2.5 Log-Modifikationen

In diesem Abschnitt werden Log-Modifikationen und Log-Aufblasungen von Log-Schemata
definiert. Der assoziierte Féacher besteht in diesem Abschnitt seinen ersten Test. Denn
er ist kompatibel mit eigentlichen Log-Modifikationen. Hierdurch erhélt man vielfiltige
Anwendungen in der logarithmischen Geometrie, wie zum Beispiel in Proposition 2.5.13
eine Aussage iiber die Aufiésung von Selbstiberschneidung durch Log-Aufblasungen.

Proposition 2.5.1. Es seien X ein quasikohdrentes Log-Schema und Z ein kohdrentes
(Bruch)Ideal von Mx. Dann ezistieren ein quasikohdrentes Log-Schema X; und eine
Abbildung o7 : X7 — X mit folgenden Eigenschaften:

1. @z ist unwersell fiir Abbildungen, fir die das Pullback o531 invertierbar ist.
2. X1 — X ist eine projektive Abbildung von Schemata.

Definition 2.5.2. Es heifit p7 : X; — X die Log-Aufblasung von X an Z.

Beweis. Man betrachtet die Potenzen Z™, n > 0. Diese sind ebenfalls kohdrent und indu-
zieren nach Proposition 2.2.3 kohédrente Oyx-Moduln

T" @4, Ox.

Man definiert die Log-Aufblasung X, durch

X7 :=Proj(P T" @m, Ox).

n>0

Die Log-Struktur ist induziert durch den Homomorphismus graduierter Monoide

I;[27‘—+ 6}9:[&®AAX,C9X.

n>0 n>0
Es existiert eine kanonische projektive Abbildung von Log-Schemata
or: Xy — X,
Die Universalitit von ¢z ist in (Proposition 3.3.8 in [39]) bewiesen. O
Bemerkung 2.5.3. Es sei M — M eine Karte und I C M ein Ideal. Dann kann man
die Log-Aufblasung X, bilden. Deren unterliegendes Schema ist das klassische Pullback
der Aufblasung von Spec(Z[M]) an dem Ideal Z[M] - 1.

Konvention. Im Folgenden set X ein lokal noethersches, ausgezeichnetes Log-Schema.
Fiir den assoziierten Ficher mit Selbstiberschneidung (Definition 2.3.4) schreibt man

F:=F(X).
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Das wesentliche Ziel in diesem Abschnitt ist die Konstruktion eines Funktors
(G—=F)— (XxpG@—X)

von den Fan-Modifikationen G — F' in die ausgezeichneten Log-Schemata tiber X (siehe
1.4.11, 1.4.10). Ein Problem ist hierbei, dass X x G nicht fiir alle Fan-Modifkationen als
Log-Schema definiert ist (siche Bemerkung 2.5.6).

Eine wichtige Eigenschaft dieses Funktors ist die Existenz einer kanonischen Abbildung
F(X xp G) — G™,

die surjektiv und strikt ist. Siehe Proposition 1.4.13 fiir die Definition von G™d.

Das folgende Theorem faflt die wichtigsten Eigenschaften zusammen:

Theorem 2.5.4. Es sei X ein ausgezeichnetes Log-Schema.

1. Ist die Log-Struktur M x Zariski, so gilt:

(a) Das Log-Schema X X G ist fir jede Fan-Modifikation G — F definiert.

(b) FEs existiert eine kanonische surjektive, strikte Abbildung von Fdchern

(¢) Ist G — F eine eigentliche Fan-Modifikation und ist X ein fs Log-Schema, so
ist die Abbildung in b) ein Isomorphismus

(d) X xp * ist ein Funktor von der Kategorie der Fan-Modifikationen G — F in
die augezeichneten Log-Schemata von endlichem Typ tber X.

2. Ist die Log-Struktur M x nicht notwendig Zariski, so gilt:

(a) Das Log-Schema X xp Fr ist fir Fan-Aufblasungen Fr — F definiert.

(b) Ist X ein fs Log-Schema, so hat man einen kanonischen Isomorphismus
F(X xp Fr) = (Fr)™.

(¢) Die Konstruktion von X X Fr ist kompatibel mit den bisherigen Definitionen:

Bezeichnet man das induzierte kohdrente (Bruch)Ideal von Mx ebenfalls mit
T (siehe Theorem 2.3.2), so hat man einen kanonischen Isomorphismus

&XFFIL)X_’LW

wobei X die induzierte Log-Ausblasung ist (siehe Definition 2.5.2).

Die folgende Definition erweist sich als sinnvoll:
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Definition 2.5.5. Fine Log-Modifikation U — X entsteht durch Komposition einer
strikten offenen Imersion U — X Xp G mit dem kanonischen Morphismus,

X xpG@—X.
der via Theorem 2.5.4 induziert ist durch eine Fan-Modifikation G — F.

Bemerkung 2.5.6. In der Kategorie der log-algebraischen Rdume kann man die assozi-
ierte Log-Modifikation X Xp G fir alle Fan-Modifikationen G — F' definieren.

Bemerkung 2.5.7. Die bisherigen Defintionen von Log-Modifikationen in [22], [18], [17]

sind unterschiedlich. Die Definition in dieser Arbeit verallgemeinert diese.

Beweis des ersten Teils von Theorem 2.5.4.

Es gilt zunéchst die Log-Modifikation X X g G zu konstruieren.

Konstruktion 2.5.8. Man kann a priori annehmen, dass die Log-Struktur Mx eine
Karte und damit keine Selbstiiberschneidung hat. Denn M yx ist Zariski.

Es bezeichne ¢ : G — F' die gegeben Fan-Modifikation.

Man kann annehmen, dass die Urbilder affiner offener Teile von F' unter ¢ ebenfalls affin
sind. In dieser Situation nennt man X Xp G — X eine affine Log-Modifikation. Eine
allgemeine Log-Modifikation erhilt man durch Verklebung affiner Log-Modifikationen.

In dieser Situation sind das Urbild von 1, Mg unter dem Homomorphismus
ME — P MY

ein quasikohérenter M p-Untermonoid N' C M5 und G das relative Spektrum Spec(N).
Nach Theorem 2.3.2 induziert der Monoid A einen quasikohirenten M y-Untermonoid
von M, der ebenfalls mit N bezeichnet wird ohne den Leser zu verwirren.

Man erhilt schliefllich nach Proposition 2.2.3 die quasikohirente Ox-Algebra
Ox @pmy N.
Man definiert nun die durch G — F' induzierte Log-Modifikation durch
X xp G := Spec(Ox @y, N).
Die Log-Struktur ist assoziiert zu der kanonischen Prélog-Struktur
N = Ox @umy N.

Wegen der Kohiirenz von N ist die Log-Struktur ausgezeichnet.

Nach Konstruktion existiert eine kanonische Abbildung von Log-Schemata
X Xp G — X.

Bemerkung 2.5.9. Um die Konstruktion noch expliziter zu machen, betrachtet man
Karten M — Mx, N — N mit N einem M-Untermonoid von M8, Dann ist

X XFG = SpeC(OX Rm N)
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Proposition 2.5.10. 1. FEs existiert eine kanonische strikte Abbildung

2. Ist G — F eine eigentliche Fan-Modifikation und ist die Log-Struktur Mx fs, so ist
die Abbildung in 1.) ein Isomorphismus

Beweis. Man beweist lediglich die zweite Aussage. Die erste zeigt man ganz analog. Ferner
nimmt man der Einfachheit halber an, dass die Log-Struktur M y keine Selbstiiberschnei-
dung hat. Der allgemeine Fall spielt im weiteren Verlauf nur eine untergeordnete Rolle.
Man benétigt fiir den Beweis die Konstruktion des assoziierten Féchers (Bemerkung 2.4.4).

Man scheibt im Folgenden ¥ = X xp G fiir die induzierte Log-Modifikation. Lokal auf
X existiert eine Karte M — My mit M einem scharfen fs Monoid, so dass Y isomorph
ist zu dem Pullback einer eigentlichen equivarianten Modifikation des torischen Schemas
Spec(Z[M]) (siehe 5.2.2). Insbesondere ist die Abbildung Y — X eigentlich.

Man betrachtet die kanonische Stratifizierung (£;) von Y. Man schreibt Ny, fiir die Mo-
noide Mg, . Die Strata E}, die auf ein festes D; abgebildet werden, entsprechen eindeutig
den Punkten in dem Urbild von M ;’ unter der kanonischen Abbildung

¢ : G — F D Spec(M;).
Nach Umsortierung schreibt man Fj, fiir die Strata mit Ej, — D;.
Der entscheidende Punkt ist das Studium der Spezialisierungen Ei, ~ Ej:
Man betrachtet eine Spezialisierung D; ~ D; und ein Ej, iiber D;. Zu Erinnerung:
Di~ Dj < D{*ND;#0.

Mit dem Bewertungskriterium fiir Eigentlichkeit sieht man, dass ein eindeutiges Ej; iiber
D; liegt und das eine Spezialisierung von Ej, ist

Eik > Eﬂ.
Dies ist die einzige Stelle, wo die Eigentlichkeit von G — F' benutzt wird!

Andersherum induziert jede Spezialisierung der Ej;, eine Spezialisierung der D;.

Uber jedem Ej; ist die Charakteristik HEJ, eine konstante Garbe Nj;. Nach Konstruktion
induziert die Abbildung ¥ — X Homomorphismen M; — Nj. Weiterhin induziert eine
Spezialisierung Fj, ~ Ej wie in Konstruktion 2.3.13 eine Kospezialisierung

(078 le — Nik;

die einen Isomorphismus herstellt N;;/ Ker(a) — Njj. Zusammen mit der durch D; ~ E;
induzierten Kospezialisierung M; — M, und mit den Abbildungen M; — Nj;, M; — Ny
erhélt man nach Ubergang zu den Spektren ein kommmutatives Diagramm:

Spec(N;) — Spec(Nj)

J l

Spec(M;) —— Spec(MM;)
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Der Rest des Beweises der Proposition ist einfach. Auf der einen Seite ergibt die Verkle-
bung der affinen Ficher Spec(Ny) vermoge der offenen Imersionen

Spec(N;x) <= Spec(N;)

den Fécher G. Auf der anderen Seite erhélt man durch Verklebung der Spec(N;;) den
assoziierten Féacher F(X xp G) und die Behauptung folgt. O

Die Funktorialitdt von X X * erhédlt man aus der nédchsten Proposition:

Proposition 2.5.11. Die kanonische Abbildung von Log-Schemata
XxpG—X
ist universell fiir Abbildungen ¢ : Z — X, so dass die induzierte Abbildung
F):F(Z) = F

eine Faktorisierung tber die Fan-Modifikation G — F' besitzt.

Beweis. Ohne Einschrinkung sei X Xz G eine affine Log-Modifikation
Spec(Ox @y N),

wobei N ein quasikohérenter M x-Untermonoid von M¥ ist. Aus den Voraussetzungen
folgt, dass der induzierte Homomorphismus ¢ 'N" — M iiber die Strukturgarbe My
faktorisiert. Man erhélt somit einen kanonischen Homomorphismus

@Z)_I(OX QM N) — Oy.
Dieser Homomorphismus induziert eine Abbildung von Log-Schemata
Z— X Xp G.

Dass die Abbildung die gewiinschten Eigenschaften hat, ist evident. O
Beweis des zweiten Teils von Theorem 2.5.4.

Wie nicht anders zu erwarten war, definiert man X x g Fr als die Log-Aufblasung:
X xp Fr =X,

Es bleibt dann noch zu zeigen:

Proposition 2.5.12. FEs existiert ein kanonischer Isomorphismus

F(X7) — Fr.

Beweis. Zunéchst betrachtet man den Fall, dass die Log-Struktur M x Zariski ist. Dann
sieht man, dass die Log-Modifikation X X p I’y mit der Log-Aufblasung X ; {ibereinstimmt.
Insbesondere hat man kanonische Isomorphismen

F(XI) L) F(K Xp FI) ;) FI-

48



Im allgemeinen Fall geht man ganz dhnlich vor wie in Konstruktion 2.3.15:

Man wihlt eine étale Uberdeckung p : X' — X, so dass die Pullback Log-Struktur
My eine Karte besitzt. Dann _hat M x: insbesondere keine Selbstiiberschneidung. Als
algebraischer Raum bzw. étale Aquivalenzrelation hat X eine Darstellung

X =[p: X" 2 X,

wobei X" das Faserprodukt X' x x X' ist und p; die Projektionen sind. Das Faserprodukt
X, = X, xy X' ist die Log-Aufblasung von X' an dem Pullback von Z. Ferner hat X
eine Darstellung als strikte étale Aquivalenzrelation von Log-Schemata

X7 = [Qi : 1%31,2]

Wendet man nun den Funktor des assoziierten Fichers F( - ) auf die obige Darstellung an,
so erhilt man ein striktes Diagramm von Féchern

Fg) : F(X7) S F(X7).
Wie in dem Beweis von Proposition 2.3.16 zeigt man dann, dass dieses Diagramm den
assoziierten Fécher mSii F(X ;) erzeugt und die Behauptung folgt. O
Damit hat man das Theorem 2.5.4 vollstindig bewiesen. O

Mit Hilfe von Theorem 2.5.4 kann man die gesamte Theorie von Mumford in [22] auf
kombinatorische Probleme von fs Log-Schemata anwenden. So erhilt man zum Beispiel
das folgende Resultat iiber die Auflosung von Selbstiberschneidung:

Proposition 2.5.13. Fir ein quasikompaktes fs Log-Schema X kann man eine Log-
Aufblasung X, konstruieren, die folgende Eigenschaften hat:

1. Die Log-Struktur Mx, hat keine Selbstiberschneidung.

2. X ist kombinatorisch regulir, d.h. die Halme My, , sind freie Monoide.

Beweis. Zuerst konstruiert man mit Proposition 1.4.14 eine fs Log-Aufblasung X ,, die
keine Selbstiiberschneidung hat. Mit der kombinatorischen Konstruktion zu (Theorem
11 in [22], §2, Kapitel I) findet man dann eine kombinatorisch regulire Log-Aufblasung
von X ;. Dass die Komposition von Log-Aufblasungen quasikompakter Log-Schemata
ebenfalls eine Log-Aufblasung ist, folgt aus (Korollar 1.12 in [22], Kapitel III, §1). O

Es folgen mehrere Fakten iiber log-regulére Log-Schemata (siehe Beispiel 2.3.7).

Fiir ein log-regulédres X stimmt das unterliegende Schema einer Log-Aufblasung X, mit
der klassischen Aufblasung an dem erzeugten kohérenten Ox-Ideal iiberein. Denn nach
(Theorem 6.2 in [18]) hat man lokal eine Karte M — My, so dass die Abbildung

X — Spec(Z[M])

flach ist. Weiterhin ist das unterliegende Schema eines log-reguléren Log-Schemas genau
dann im klassischen Sinne reguldr, wenn die Log-Struktur kombinatorisch regulér ist.
Als Konsequenz aus Proposition 2.5.13 erhilt man nun das folgende Resultat iiber die
Auflosung torischer Singularititen und Selbstiberschneidung.
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Korollar 2.5.14. Fir ein quasikompaktes log-requlires Log-Schema kann man eine Log-
Aufblasung konstruieren, die folgende Figenschaften hat:

1. Die Log-Struktur hat keine Selbstiiberschneidung.
2. Das unterliegendes Schema ist im klassischen Sinne reguldr.

Beispiel 2.5.15. Fiir die Log-Schemata in Beispiel 2.3.18 kann man Log-Aublasungen
angeben, die Korollar 2.5.13 geniigen. Die Notation sei hierbei wie in Beispiel 2.3.18.

1.) Man betrachtet das Log-Ideal Z C My, das auf X¢ erzeugt wird von
z+iy, v —iy € I'(X¢, Mx.).

Es ist nicht schwierig zu sehen, dass Z von X¢ nach X absteigt.

Es sei nun ¢z : X7 — X die Log-Aufblasung. Dann ist der Ausnahme-Divisor D(Z) C Xz
(siehe Definition 4.3.4) eine nichttriviale R-Form von Pj.

2.) Man betrachtet das Log-Ideal J, das auf U erzeugt wird von
z,y € I'(U, My).

Essei o7 : Y, — Y die Log-Aufblasung. Der Ausnahme-Divisor D(J) ist eine projektive
Gerade. Die spezielle Faser von Y ist eine eine rationale Kurve mit einem Doppelpunkt.
Die spezielle Faser der Log-Aufblasung Y7 hat jedoch als irreduziblen Komponenten zwei
projektiven Geraden, die sich transversal in einem Punkt schneiden.
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Kapitel 3

Log-Glattheit

3.1 Allgemeine Fakten

Wie in der klassischen algebraischen Geometrie kann man auch fiir Abbildungen von Log-
Schemata die Eigenschaft der Log-Glattheit einfiihren. Neben vielen anderen Fakten ist in
diesem Abschnitt vor allem Katos Kriterium fiir Log-Glattheit zu beachten.

Konvention. Alle Log-Schemata seien im Folgenden lokal noethersch und fs.

Ganz analog wie in der klassischen algebraischen Geometrie definiert man:

Definition 3.1.1. Fs sei f : X — S ein Morphismus von fs Log-Schemata.

1. Das Log-Schema X heifst log-glatt (bzw. log-étale) iber S, wenn X lokal von endli-
chem Typ dber S ist und fir jedes kommtutative Diagramm
Y —

_

mit Y' — Y einer strikten, nilpotenten, abgeschlossenen Imersion ein (eindeutiger)
Morphismus Y — X existiert, der das Diagramm kommutativ ergdinzt.

—

2. Eine Log-Derivation von X dber S mit Werten in einem Ox-Modul F besteht aus
einer Deriwation D : Ox — F und einer Abbildung Dlog : Mx — F mit

(a) Dlog(ab) = Dlog(a) + Dlog(b),
(b) D(ax(a)) = ax(a)Dlog(a),
(¢) Dlog(n) =0

fiir Schnitte a, b von Mx und n von Mg.
3. Die Garbe der Log-Differentiale von X diber S ist der Ox-Modul
Qy/s = [Qxs @ (Ox @2 MF)]/K,
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wobei (2xy die klassischen Kdihlerdifferentiale sind und KC der Ox-Untermodul ist,
der erzeugt wird von allen Schnitten der Form

(d(ax(a)),0) = (0,ax(a) ®a), (0,1®n).
Die Beweise fiir die folgenden Aussagen findet man in (§2, [19]).
Proposition 3.1.2. 1. Log-Glattheit, Log-E’talitdt sind stabil unter fs Basiswechseln.

2. Der Funktor Ders(X, -), der einem Ox-Modul F die Log-Derivationen mit Werten

=

in F zuordnet, wird dargestellt durch (1x,s mit den Abbildungen
d: OX — Qx/g — QX/Q
leg My = Ox ®y M%? — Ql/i'

3. Qx s st ein quasikohdrenter Ox -Modul. Fiir einen log-glatten (bzw. log-étalen) Mor-
phismus X — S ist Qx /s lokal frei (bzw. trivial).

4. Es seien X EN Y % S Morphismen von fs Log-Schemata. Dann existiert eine kano-
nische kurze exakte Sequenz von Ox-Moduln:

[ Qy s = Qxys = Qxys = 0 (3.1)

o. Ist die Abbildung f in 4.) log-glatt, so ist f*Qy s — Qx /g injektiv.

6. Ist die Verkettung go f : X — S in 4.) log-glatt, so ist die exakte Sequenz (3.1)
genau dann exakt und lokal spaltbar, wenn X — Y log-glatt ist.

Beispiel 3.1.3. Es seien S ein Schema und M ein fs Monoid, so dass die Kardinalitét
der Torsion von M®8P invertierbar in Qg ist. Dann ist

X = Spec(Os[M])
mit der kanonischen Log-Struktur log-glatt iber S. Weiterhin ist {2y /5 isomorph zu
MEP X7, Ox.

Ferner ist Spec(Og[M]) — S genau dann klassisch glatt, wenn M ~ N’ frei ist.

Sehr wichtig und praktisch ist das Kriterium fiir Log-Glattheit von Kato. Beweise fiir
dieses wichtige Theorem findet man in [19] und (Theorem 4.1 in [16]).

Theorem 3.1.4. Eine Abbildung von fs Log-Schemata f : X — S ist genau dann log-étale
(bzw. log-glatt), wenn die Abbildung f étale lokal bzgl. X und S im klassischen Sinne eine
Karte besitzt (im Sinne von Defintion 2.2.1)

a:M—-0Ox, :N—Qs, o : N — M,

so dass der induzierte Homomorphismus 8P : N8 — MP®P gnjektiv ist, die Kardinalitdt
(der Torsion) von M8 /N in Og invertierbar ist und die induzierte Abbildung

g: X — Spec(Og @y M)

im klassischen Sinne étale ist.
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Das néchste Lemma ist eine Verfeinerung von Katos Kriterium:

Lemma 3.1.5. Es sei f: X — S log-glatt und T, 5 = f(Z) geometrische Punkte von X
bzw. S. Dann existiert auf étalen Umgebungen von T, 5 eine Karte wie Theorem 3.1.4,

a:M—0Ox, B:N—-Q0s, p: N — M,

so dass zusitzlich M = Mx gz und N = Mgy gilt (letzte Gleichung nicht mod N* !I).
Weiterhin kann man verlangen, dass M® ~ 7" torsionsfrei ist.

Beweis. Man wihlt zunichst eine beliebige Karte «, 3, ¢ wie Katos Kriterium und die
Aufgabe ist nun, die Karte so zu modifizieren, dass die Zusatzbedingungen erfiillt sind.

Man reduziert zunéchst ohne Schwierigkeiten auf den Fall
M= mX,:f ) N = ﬂx,f-

Man zeigt, dass die Kardinalitét der Torsion M* /N* invertierbar in Og ist. Es sei hierfiir
m ein Element in M* mit m* € N*, ¢ € Z. Dann ist nach Voraussetzung m’/ € N&°
fir eine Zahl j € Z, die invertierbar in Qg ist. Somit ist (m?)" € N* und wegen der
Saturiertheit von N erhiilt man wie gewiinscht m? € N*.

Man sieht, dass die Ausgangskarte ersetzt werden kann durch eine Karte, fiir die der
Quotient M*/N* frei abelsch ist. Hierfiir benutzt man, dass die Kardinalitéit der Torsion
von M*/N* in Qg invertierbar ist. Via geeigneter Spaltungen gilt

M~M@(M*/N*)® N*.

Dann gilt bzgl. der obigen Dastellung ¢(n) = (0,0, n) fiir alle n € N*. Man sieht, dass
eine Spaltung s : N — N existiert, fiir welche die Komposition

pos: N — M

iiber M @ (M*/N*) faktorisiert. Nun gilt via der Spaltung s kanonisch

Spec(Os @y M) — Spec(Os @x [M & (M*/N*)]).
Somit erfiillt die induzierte Karte die ersten beiden Bedingungen:

aos, Blazpmx /Ny, PO

Dass man die Torsion von M#P eliminieren kann, sieht man analog. O
Mit Katos Kriterium erhélt man Beispiele fiir log-glatte Abbildungen:
Beispiel 3.1.6. Log-Modifikationen sind log-étale Abbildungen.

Beispiel 3.1.7. Log-glatten Log-Schemata X iiber einem Koérper k, der versehen ist mit
der trivialen Log-Struktur, entsprechen eindeutig toroidalen Einbettungen U — X {iber
k (Definition 1 in [22], Kapitel II, §1). Die Log-Struktur ist hierbei M(log(X — U)).

Beispiel 3.1.8. Es seien (R, ) ein diskreter Bewertungsring und U < X eine toroidale
Einbettung iiber R (§3 in [22], Kapitel IV). Dann ist M (log(X —U)) eine fs Log-Struktur
und hiermit ist X log-glatt iiber R mit der Standard Log-Struktur. Anders als in dem
obigen Beispiel 3.1.8 ist die Korrespondenz ist aber nicht vollstindig: Zum Beispiel ist
eine zahm verzweigte endliche Erweiterung diskreter Bewertungsringe log-étale.
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Bemerkung 3.1.9. Man kann in Lemma 3.1.5 im Allgemeinen nicht verlangen, dass die
Karte auch M ~ Mx z erfillt. Man betrachte zum Beispiel das Log-Schema

Spec(Fy [[7]]z, y]/(x -y — 7))

iber dem diskreten Bewertungsring Fy[[7]] jeweils mit den kanonischen Log-Strukturen.
Es sei X die Log-Aufblasung an dem von x,y erzeugten Ideal. Dann ist X iiber Fy[[r]]
log-glatt. Fiir Punkte x in dem Ausnahme-Divisor der Log-Aufblasung gilt

MY, /rt =17)2.

3.2 Log-Glattheit und toroidale Einbettungen

Mit Katos Kriterium kann man log-glatte Abbildungen sehr gut lokal verstehen. Fiir
das Studium der [og-abelschen Varietiten benttigt man jedoch ein globales Versténdnis.
In diesem Abschnitt werden log-glatte Abbildungen als stratrifizierter Raum global durch
klassische toroidale Finbettungen beschrieben.

Konvention. In diesermn Abschnitt seien alle Log-Schemata lokal noethersch und fs.

Definition 3.2.1. FEine log-glatte Abbildung X — S heifst toroidal, wenn S mit der tri-
vialen Log-Struktur versehen ist.

Warnung. Man beachte, dass in dem Fall S = Spec(R) mit (R, ) einem diskreten Be-
wertungsring die Bezeichnung von der in [22] abweicht. In loc. cit. ist

toroidal := log-glatt iber (R, ) mit der Standard Log-Struktur.

Bemerkung 3.2.2. Fiir einen toroidalen Morphismus f : X — S ist die offene Menge
U={reX; Mx, =1}

nichtleer und die Einschrinkung f|y ist klassisch glatt iiber S. Weiterhin bilden die Fasern
Us; — X;, s € S eine flache Familie toroidaler Einbettungen.

Bemerkung 3.2.3. In dem weiteren Verlauf spielt die folgende Variante der bekannten
Star-Konstruktion in der Theorie der Polyederkegelkomplexe [22] eine grofie Rolle:

- Sind F ein Facher und d € F ein Punkt, so ist der topologische Abschlufl
Starp(d) := {d}*®

auf kanonische Weise ein Ficher. Die Strukturgarbe auf Starp(d) erhdlt man wie folgt:

Bezeichnet i : Starp(d) < F die Inklusion, so ist die Strukturgarbe die Untergarbe von
i~ My aller Schnitte, die in d trivial (= invertierbar) sind.

Es ist Starp(d) tatséchlich ein Facher: Denn ist F' = Spec(M) affin, so entspricht der
Punkt d einem Primideal p C M und man erhélt

Starp(d) = Spec(M — p).
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- Die Primideale p verkleben zu einem kohérenten Ideal Py, so dass gilt
i Mp = Mgy, a) 1Py
- In der Konstruktion des Fichers Starp(d) benutzt man wesentlich die Voraussetzung,
dass der Ficher F' keine Selbstiiberschneidung hat.
- (F,d) — Starp(d) ist ein Funktor auf der Kategorie der punktierten Ficher.

- Ist fiir (G, e) — (F,d) die unterliegende Abbildung G — F eine Fan-Modifikation (bzw.
Fan-Aufblasung), so trifft dies auch zu auf die induzierte Abbildung

Starg(e) — Starp(d).

- Den Zusammenhang mit der Definition in [22] erhdlt man wie folgt:

Ist § die Zelle in dem Polyederkegelkomplex der Rso-wertigen Punkte F(Rsg) zu dem
Punkt d, so besteht der Starg(d)(Rso) aus allen Zellen mit Seite 4.

Unten ist in dem Fall dim(d) = 1 ein transversaler Schnitt durch ¢ skizziert. Hierbei
spannen die gestrichelten Geraden die Zellen von Starp(d)(Rso) auf.

3.2.4. Man betrachtet fiir die néchste Proposition die folgende Situation:
- Es sei X — S eine log-glatte Abbildung.

- Es sei (D) die kanonische Stratifizierung von X (Defintion 2.3.10). Man wihlt ein
Stratum D = D; und es sei Z = {D}® der topologische Abschluf} in X.

Zusétzlich macht man die beiden folgenden Voraussetzungen:

- Die Charakteristik Mg = N sei konstant. Dann erzeugt das kohiirente Ideal
ME =a"Y(NT),

mit 7 : Mg — N der kanonischen Projektion, ein lokal nilpotentes Ideal in Og. Weiterhin
ist der assoziierte Ficher F(S) die disjunkte Vereinigung von Kopien von Spec(N).

- Die Log-Struktur Mx habe keine Selbstiberschneidung (siehe Definition 2.4.1).

Mit diesen Bezeichnungen und Voraussetzungen gilt nun:

Proposition 3.2.5. Versieht man Z, S mit den reduzierten Unterschemastrukturen, so
trigt Z eine kanonische Log-Struktur, mit der Z — S toroidal ist.

Beweis. Man bendtigt die logarithmische Variante der Star-Konstruktion in 3.2.3:
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Konstruktion 3.2.6. Das Stratum D wird unter X — F(X) auf einen Punkt d abgebil-
det. Die Schnitte von My (x), die nicht in d invertierbar sind, bilden ein kohérentes Ideal
(siehe 3.2.3). Dieses wiederum induziert ein kohérentes Ideal

P C Mx.

Es seien Z das abgeschlossene Unterschema von X, das durch das Ideal P definiert ist
und ¢ : Z < X die Inklusion. Ein Halm P, ist entweder ein Primideal in M x , oder gleich

Mx 4, je nachdem ob z in Z liegt oder nicht. Man hat eine disjunkte Zerlegung
"My = Mz Ii*P,
wobei Mz ein Untermonoid ist. Dieser definiert eine kanonische Log-Struktur auf Z.

Bemerkung 3.2.7. Man wird sehen, dass die Log-Schemata Z, Z iibereinstimmen, so
dass man sinnvollerweise Stary (D) := Z definieren wird (siche Theorem 3.2.10).

Nun geht es zuriick zu dem Beweis der Proposition.

Es seien V. — S, h : U — X x5V — X étale Umgebungen, so dass die induzierte
Abbildung U — V eine Karte wie in Katos Kriterium/Lemma 3.1.5 besitzt:

a:N—->My, :M— My, o : N — M,

wobei M = My, ist fiir einen Punkt u € h=*(Z). Dann ist das Urbild von h™'P C My
unter der Abbildung M — My ein Primideal p € Spec(M). Hierbei nimmt man an, dass
U, V zusammenhéngend sind, so dass man konstante Garben hierauf mit ihren globalen
Schnitten identifizieren kann.

Weil nach Voraussetzung My = N konstant ist, ist ¢ *(p) = Nt. Weiterhin ist h1(2)
das durch p definierte abgeschlossenen Unterschema in U. Ferner erzeugt N das Nullideal
in Oy. Somit erhélt man, dass obige Karte eine glatte Abbildung induziert

h=!(Z) = Spec((Oy @ M)/(p)) = Spec(Oy[M — p)).
Offensichtlich ist Z reduziert und Katos Kriterium zeigt, dass (Z, M) — S toroidal ist.
Nach Konstruktion ist D C Z eine Komponente der offenen Teilmenge
D — 7. A8 —
D_{ZEZ,MZz—l}.

Man erhélt insbesondere, dass D — S klassisch glatt ist. Weiterhin bilden die Fasern
D, < Z,, s € S eine flache Familie toroidaler Einbettungen. Aus (Korollar 15.6.5 in [44])

folgert man dann, dass Z eine Komponente von Z ist und die Behauptung folgt. O
Korollar 3.2.8. Mit den reduzierten Unterschemastrukturen ist D klassisch glatt iber S.

Proposition 3.2.9. Man betrachtet nach wie vor die Situation in 3.2.4.
1. Die Stratifizierung (D;) erfillt das Aziom of Frontier.
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2. Die kanonische Abbildung {D;} — F(X) ist eine Bijektion der Strata von X auf
die Punkte von F(X), die dber den abgeschlossenen Punkten von F(S) liegen.

Beweis. Zu 1.) Man muf zeigen, dass aus D; ~ D; folgt D > D; (siehe Definition
2.3.6).

Dies ist eine étale lokale Frage. Mit Katos Kriterium/Lemma 3.1.5 reduziert man auf den
Fall X = Spec(Og @y M). Die Strata D, sind dann die Komponenten von

Spec((Ox/p)[(M —p) *]) = Spec(Os[(M — p)*]),

fiir Primideale p € Spec(M) mit p NN = NT und einem fs Monoid M mit M8 ~ 7Z".
Somit sind die D; Strata des torischen Schemas Spec(Og[M]) (siehe 5.2.2). Weil die
Stratifizierung von Spec(Og[M]) das Axiom of Frontier erfiillt, folgt die Behauptung.

Zu 2.) Fiir ein Stratum D, schreibt man ij = M;. Man muf} zwei Dinge zeigen:

1. Fiir alle Primideale q € Spec(M;), die iiber N* liegen, existiert eine Spezialisierung
D; ~ Dj, so dass fiir den Kern der induzierten Kospezialisierung agj My — M,
(siche Konstruktion 2.3.13) gilt Ker(agj) =M; —q.

2. Die Spezialisierung D; ~ D; in 1.) ist eindeutig durch q bestimmt.
Die erste Bedingung ist étale lokaler Natur. Man reduziert daher wie oben auf den Fall
X = Spec(Ogs @y M). Dann ist die erste Bedingung aber evident.

Fiir die zweite Behauptung nimmt man an, dass Strata D, D, existieren, die beide nach
D sperzialisieren und deren Kospezialisierungen isomorph sind. Dann werden die Strata D;
unter der kanonischen Abbildung X — F(X) auf denselben Punkt d € F(X) abgebildet.

Wie im Beweis von Proposition 3.2.5 induziert d ein abgeschlossenes Unterschema
ZcCX.

Setzt man Z; = D, so besteht die Faser Z; s iber einem Punkt s € S aus irreduziblen

1 )

Komponenten von Z;. Weiterhin ist nach 1.) D enthalten in
ARARZY

Man erhélt somit, dassNZS in dem Fall D, # () nicht normal ist. Der Beweis von Proposition
3.2.5 zeigt aber, dass Z; eine toroidale Einbettung ist. Dies ist ein Widerspruch! O

Das néchste Theorem faflt die bisherigen Ergebnisse in diesem Abschnitt zusammen. Die
Situation und Notation sei hierfiir immer noch wie in 3.2.4.

Theorem 3.2.10. 1. Das Ideal Pp aller Schnitte in Mx, die auf D verschwinden,
ist kohdrent und das hierdurch definierte abgeschlossene Unterschema in X ist der
Abschluf$ von D mit der reduzierten Unterschemastruktur.

2. Fs seieni: Z = DY — X die Inklusion und My der Untermonoid von i*Mx aller
Schnitte, die auf D invertierbar sind. Dann ist das Log-Schema

Starx (D) := (Z, My)
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torotdal iber S. Weiterhin hat man eine kanonische disjunkte Zerlegung

My =Mz I i"Pp.

3. Ist d € F(X) der Punkt, auf den das Stratum D abgebildet wird, so gilt
F(Starx (D)) = Starp(x)(d).
4. Es existiert eine kanonische Bijektion der Strata von X auf die Punkte von F(X),
die iber den abgeschlossenen Punkten von F(S) liegen.
5. Die Stratifizierung von X erfillt das Aziom of Frontier.

6. Betrachtet man die Kategorie der Paare (X, D) mit offensichtlichen Morphismen,
s0 st die Zuordnung (X, D) — Starx (D) ein Funktor.

7. Falls (Y, E) — (X, D) eine Log-Modifikation (bzw. Log-Aufblasung) zugrunde liegt,
so trifft dies auch auf die induzierte Abbildung Stary (E) — Starx (D) zu.
Beweis. Die Aussagen 1.) - 5.) folgen aus den Propositionen 3.2.5 und 3.2.9.
Die sechste Aussage erhélt man aus den Definitionen.

Die letzte Aussage reduziert man auf affine Log-Modifikationen Y = Spec(Ox Q@ py N),
wobei N ein quasikohérenter M x-Untermonoid von M¥ ist (siehe Konstruktion 2.5.8).
Das kohérente Ideal Pg ist induziert durch ein kohdrentes M x-Bruchideal P, das ein
Ideal in NV ist mit Pp = Mx N P. Aus den Definitionen erhilt man dann

Starx (D) = Spec(Ox/(Px)), Mstarx(n) = 1" Mx —i"Pp,
wobei ¢ : Starx (D) < X die Inklusion ist. Somit ist Stary (E) die Log-Modifikation
SpeC(OStarx(D) ®MStarX(D) (Z*N - Z*’P))

Die Aussage iiber die Log-Aufblasungen ist mehr oder weniger trivial. O

Uber log-glatte Abbildungen, die zusiitzlich im klassischen Sinne eigentlich sind, kann
man noch mehr sagen. Die ndchste Proposition fafit einige Eigenschaften zusammen.

Proposition 3.2.11. Es sei f : X — S log-glatt und wm klassischen Sinne eigentlich.
Man nimmt an, dass die Log-Strukturen Mx, Mg keine Selbstiberschneidung haben. Es
seien (D;), (Ey) die kanonischen Stratifizierungen von X bzw. S.

1. Die Strata D; C X werden surjektiv auf Strata E, C S abgebildet.

2. Die Finschrinkungen von f,Mx auf die Strata von S sind lokal konstant und haben
endliche Monodromie. Somit ist f, M x eine konstruierbare étale S-Garbe.

3. Die Bildung von f.Myx kommutiert mit strikten Basiswechseln, d.h. ist

Xxg8 L4 x

f’l lf
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ein kartesisches Diagramm, wobei S, S" die triviale Log-Struktur tragen, so gilt
9 oMy = fi(g) T M.
4. Die Aussagen 2.) und 3.) gelten fir M5 anstelle von My.
Beweis. Zu 1.) Weil f die Stratifizierungen respektiert, kann man annehmen, dass S nur
ein Stratum hat. Dann ist Mg konstant und S ist zusammenhéngend.

Das unterliegende Schema Z; von Stary (D;) ist nach Theorem 3.2.10 eigentlich und flach
iiber S™4. Somit ist die Abbildung f offen und abgeschlossen und somit ist

f(Z;) = 5.

Nun bilden die Fasern D;, < Z;,, s € S eine flache Familie toroidaler Einbettungen.
Hieraus folgt die erste Behauptung, denn fiir eine toroidale Einbettung gilt

Dj,s = @ < Zj,s = @

Zu 3.) Ganz allgemein hat man eine natiirliche Transfomation
g fo = filg) T
Fiir den Beweis, dass die resultierende kanonische Abbildung
g foMx = fllg) M
ein Isomorphismus ist, reicht es die folgende Situation zu betrachten:

1. S ist das Spektrum eines strikt henselschen lokalen Rings (R, m).
2. S' ist der abgeschlossene Punkt in S.

Es reicht zu zeigen, dass die induzierte Abbildung der globalen Schnitte
D(X, My) — I'(Xy, My,) mit X,=X®gR/(m)
ein Isomorphismus ist. Man betrachet hierfiir die Strata von X, die iiber dem eindeuti-

gen abgeschlossenen Stratum E von S liegen. Es geniigt zu zeigen, dass fiir jedes solche
Stratum D C X die spezielle Faser von D nichtleer und zusammenhéngend ist.

Die erste Bedingung ist nach 1.) erfiillt. Die zweite sieht man wie folgt:

Nach Theorem 3.2.10 ist der Abschlu8 D flach iiber £ und hat reduzierte geometrische
Fasern. Weiterhin ist D zusammenhiingend, eigentlich und die Basis S ist nach Voraus-
setzung strikt lokal. Aus (Proposition 1.2 in [47], Exposé X) erhélt man hieraus, dass die
spezielle Faser von D und damit auch die von D zusammenhiingend ist.

Zu 2.) Der Beweis von 3.) zeigt, dass die Einschriinkungen von f,Mx auf die Strata von
S lokal konstant sind. Es sei 5 ein geometrischer Punkt von dem Stratum Ej. Dann ist
die Faser (f,Mx)s ein endlich erzeugter scharfer Monoid und besitzt somit eine endliche
Automorphismengruppe. Daher ist die Monodromie von f,Mx|g, endlich.

Zu 4.) Den Beweis von 3.) kann man iibernehmen. Ebenso sieht man, dass die Ein-
schrinkungen auf die Strata von S lokal konstant sind. Die Behauptung iiber die Mono-
dromie erhélt man in obiger Notation aus der Isomorphie

(FMx)® = (£, M),
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3.3 Log-Glattheit und Saturiertheit

In diesem Abschnitt werden saturierte Abbildungen von Log-Schemata studiert. Solche
Abbildungen wurden schon von Tsuij in [41] untersucht. Interessant sind die log-glatten,
saturierten Abbildungen, die besonders schone Eigenschaften haben (Proposition 3.3.7).
Ein Hauptresultat in diesem Abschnitt ist Theorem 3.3.17. Hiernach erreicht man durch
einen guten fs Basiswechsel, dass eine Abbildung saturiert ist.

Konvention. In diesem Abschnitt seien alle Schemata lokal noethersch und die Log-
Strukturen vom Typ fs, wenn nichts anderes explizit bemerkt wird.

Definition 3.3.1. 1. Es seien N, M integre (bzw. saturierte) Monoide. Dann heifst
ein Homomorphismus N — M integer (bzw. saturiert), wenn jedes Pushout P @&y M
mit einem integren (bzw. saturierten) Monoid P diese Figenschaft hat.

2. Fine Abbildung von Log-Schemata ¢ : X — S heifit integer (bzw. saturiert), wenn
die Abbildungen der Halme Mgy — Mxz diese Eigenschaft haben.

Die néchste Proposition faf3t einige Eigenschaften integrer und saturierter Abbildungen
zusammen, die im weiteren Verlauf eine Rolle spielen.

Proposition 3.3.2. 1. Fir Abbildungen von fs Log-Schemata f; : X; — S, 1 =1,2,
wober f1 saturiert ist, stimmt das unterliegende Schema von dem fs Faserprodukt
X, ng_s X, mit dem schematischen Faserprodukt X, X g Xo tberein.

2. Ein Homomorphismus integrer Monoide ¢ : N — M st genau dann integer, wenn
fur alle Elemente m; € M, n; € N, i = 1,2, welche der Gleichung

©(n1) - m1 = @(ng) - my
gentigen, Elemente n, € N firi=1,2 und m’' € M existieren, so dass gilt
my = @(n})-m', my=p(ny)-m' und ny-nj = ny - n.
3. Ein injektiver Homomorphismus integrer Monoide N — M ist genau dann integer,

wenn fir jeden Ring R die induzierte Abbildung der Monoidalgebren flach ist
R[N| < R[M].

Beweis. 1.) folgt aus der Konstruktion von fs Faserprodukten in Bemerkung 2.2.4.
Fiir den Beweis der zweiten Aussage siehe (4.1 in [19]).

Zu 3.) Die Implikation ”<=" folgt aus der Tatsache, dass der Funktor M — R[M| mit
Koprodukten vertauscht, d.h. R[M ©y P| = R[M] ®gn) R[P].

Die andere Richtung ist etwas schwieriger: Man schreibt fiir die induzierte Abbildung
¢ : A= R[N| — R[M] = B.
Bekanntelich geniigt es zeigen, dass fiir jedes endlich erzeugte Ideal I C A gilt

I®y,B~1-B.
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Es sei ein Element ¢ =) aym @ min [ ® B gegeben mit

Z Y(ay) -m=0.

meM

meM

Man zeigt ¢ = 0 durch Induktion nach der Anzahl nichttrivialer Koeffizienten a,,.
Existiert nur ein Koeffizient a,, # 0, so folgt die Behauptung der Injektivitdt von
N <= M, nw— (n)- -m.

Existieren Koeflizienten a,,,, a,,, # 0, so folgt aus aus der Gleichung
Z Y(am) - m =0,
meM

dass Elemente n;, ny € N existieren mit der Eigenschaft

1/)(”1) sy = 1/)(”2) *Ma.

Nach dem expliziten Kriterium fiir Integritit in 1.) existieren Elemente n), n, € N und

m' € M mit m; = ¢(n}) - m' und my = 1p(nf) - m'.

Die Behauptung folgt durch Anwendung der Induktionshypothese auf die Darstellung

(= Z U @ M+ (N, + Noay,,) @ m'.

meM
m#ma1,ma

O

3.3.3. Als néichstes sollen geometrische Kriterien fiir die Eigenschaften Saturiertheit und
Integritit hergeleitet werden. Man betrachtet hierfiir die folgende Situation:

Es sei ¢ : N < M ein injektiver Homomorphismus scharfer fs Monoide.

Man betrachtet die induzierte Abbildung der dualen Polyederkegel

(pv Q= HOH](M, Rzo) — HOIH(N, Rzo) =X

und weiterhin die induzierte Abbildung von Log-Schemata
¥+ X = Spec(C[N]) — Spec(C[M]) = Y,

wobei die Log-Strukturen die kanonischen sind.

Die Strata von X entsprechen eindeutig den (abgeschlossenen) Zellen von 2. Das Stratum
D, zu der Zelle w C 2 ist isomorph zu dem Torus Gy, . der Dimension

r = dim(Q2) — dim(w).

Entsprechend bezeichne E, C Y das Stratum zu einer Zelle o C X.

Es gilt nun das folgende Kriterium fiir Integritét:

Proposition 3.3.4. Die Notation sei wie in den obigen Ausfihrungen.
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1. Ist ¢ : N < M integer, so bildet ¢ die Zellen in Q0 surjektiv auf Zellen in X ab.

2. Nimmt man zusdtzlich an, dass N ~ N ein freier Monoid ist und erfillt ©¥ die
Bedingung in 1.), so ist der Homomorphismus ¢ : N — M integer.

Beweis. Zunidchst sei bemerkt, dass nach Proposition 3.3.2 gilt:
@ ist integer <= 1) ist flach.

Zu 1.) Es seien 0° C X, w® C Q (offene) Zellen, so dass w® unter ¢ nicht surjektiv nach
0° abgebildet wird. Man nimmt an, dass keine echte Seite von w nach ¢° abgebildet wird.
Dann wird w injektiv abgebildet und es gilt fiir die Dimensionen

dim(w) < dim(o).

Die induzierte Abbildung der entsprechenden Strata D, — E, ist glatt und surjektiv.
Fiir die Dimension der Fasern von ¢~!(y), y € E, erhilt man

dim(¢p(y)) > [dim(Q2) — dim(w)] — [dim(2Z) — dim(o)] > dim(Q) — dim(3).
Auf der anderen Seite ist die Dimension der generischen Faser von ¢ gleich
dim(Q) — dim(X).

Dies steht im Widerspruch zur Flachheit von ¢. Denn hiernach ist die Dimension der
Fasern von 1 konstant (Theorem 15.1 in [27]).

Zu 2.) Mit der Argumentation in 1.) folgert man, dass die Dimension der Fasern von
Y+ X — Y konstant gleich dim(€2) — dim(X) ist. Ferner ist Y regulir und X Cohen-
Macaulay. Somit ist nach dem Kriterium in (Theorem 23.1 in [27]) die Abbildung « flach.

0

Man benétigt ein paar Definitionen. Die Notation sei hierfiir wie in 3.3.3.

Den dualen Monoid zu dem fs Monoid M definiert man durch
MY := Hom(M,N).
Dann ist MY ein Untermonoid in dem Polyederkegel 2 = Hom(M,R>() und es gilt
Q=R -M".
Ein Element v € MY heifit primitiver Vektor, wenn gilt
n-v=v fir ve M/, neN = n=1v=7r.

Die primitiven Kantenvektoren v; von dem Polyederkegel € sind die primitiven Vektoren,
welche die Kanten (= eindimensionalen Zellen) Ry - v; erzeugen. Entspechend seien fi;
die primitiven Kantenvektoren von dem Polyederkegel 3.

Fiir das Folgende nimmt man nun an, dass der Homomorphismus ¢ : N < M integer ist.
Nach obiger Proposition 3.3.4 sind die Bilder primitiver Kantenvektoren von € unter ¢V
ganzzahlige Vielfache primitiver Kantenvektoren von >:

¢ (v;) =e-p; fiirein e €N,

Es gilt nun das folgende Kriterium fiir Saturiertheit:
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Proposition 3.3.5. Die Notation sei wie in den obigen Ausfihrungen.

1. Ist ¢ : N — M saturiert, so gilt fir alle primitiven Kantenvektoren v; von €2:
o (i) =e-p; mit e€{0,1}.

2. Nimmt man zusdtzlich an, dass N ~ N ein freier Monoid ist und erfillt ¢V die
Bedingung in 1.), so ist der Homomorphismus ¢ : N — M saturiert.

Beweis. Zu 1.) Man reduziert die Behauptung leicht auf den Fall
p:N—=N, n—e-n.
Man sieht, dass die Saturierung des Pushouts von Monoiden
N®,n, N

isomorph ist zu N @ Z/eZ. Somit ist ¢ nicht saturiert fiir e > 1.

Zu 2.) Essei N — P ein Homomorphismus scharfer saturierter Monoide und
Q =P ®y M.

Es gilt zu zeigen, dass der integre Monoid () saturiert ist. Weil das Pushout von Monoiden
mit induktiven Limites vertauscht, kann man ohne Einschrinkung annehmen, dass P fs
ist. Dann ist () ein ausgezeichneter Monoid.

Es reicht nun zu zeigen, dass die Monoidalgebra C[@)] normal ist. Aus dem Kriterium in
(Theorem/Korollar 23.3 in [27]) folgt, dass C[)] Cohen-Macaulay ist. Es bleibt zu zeigen,
dass Z = Spec(C|[Q)]) nichtsingulér ist in Kodimension < 1.

Fiir einen Punkt 2z € Z der Kodimension 1 kann man folgende Félle unterscheiden:

1. Es liegt z in dem offenen Teil Spec(C[Q®P]).

2. Es existiert ein Primideal q € Spec(Q) der Hohe I mit

z € Spec(C[Q]/(a))-

Hierbei ist die Hohe eines Primideals wie in der kommutativen Algebra definiert. Weil
die Saturierung @ — Q*** einen Homeomorphismus der Spektren induziert, ist die Hohe
nichts anderes als die Dimension der entsprechenden Zelle in dem Polyederkegel

Hom(Q, R>o).

In dem ersten Fall ist Z trivialerweise nichtsingulér in z.

Den zweiten Fall kann man via Induktion annehmen g " N = N*. Es seien
m=qnNM
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und w C Q die entsprechende Zelle. Eine geometrische Uberlegung zeigt, dass w bijektiv
auf X abgebildet wird, weil q die Hohe 1 hat. Weil ¥ ~ RL, von seinen primitiven
Kantenvektoren erzeugt wird, stellt somit ¢ einen Isomorphismus her

N = M/(M —m).
Setzt man p = q N P, so erhilt man folglich einen Isomorphismus

P/(P—p) — Q/(Q —q).
Hieraus folgt dann die Behauptung. O

3.3.6. Fiir die néchste Proposition sei an ein paar grundsitzliche Begriffe erinnert:
Ein Schema X von endlichem Typ iiber einem Korper k besitzt eine Normal-Crossing
Singularitdt in einem Punkt x € X, wenn X étale lokal in x isomorph ist zu

Spec(kltr, ..., tn]/(t1-- 1)), T <mn.

Ein Normal-Crossing Schema hat in allen Punkten Normal-Crossing Singularitéten.

Es sei weiterhin daran erinnert, dass ein reduziertes Schema V' von endlichem Typ iiber
einem algebraisch abgeschlossenen Korper k seminormal heif3t, wenn jede homeomorphe
Abbildung W — V ein Isomorphismus ist (Definition 1.3 in [10]).

Die néchste Proposition zeigt, dass Saturiertheit und Log-Glattheit von X — S schone
Eigenschaften der unterliegenden Abbildung X — S implizieren.

Proposition 3.3.7. Fir eine log-glatte, saturierte Abbildung X — S gilt:

1. X ist wm klassischen Sinne flach dber S.
2. Die geometrischen Fasern von X — S sind Cohen-Macaulay.

3. Die geometrischen Fasern von X — S haben in Punkten der Kodimension < 1
Normal-Crossing Singularitdten.

4. Die geometrischen Fasern von X — S sind seminormal.

5. Die Eigenschaften a) - ¢) sind stabil unter fs Basiswechseln.

Beweis. Zu 5.) Dies folgt aus der Tatsache, dass die Eigenschaften Saturiertheit und
Log-Glattheit stabil sind unter fs Basiswechseln.

Zu 1.) Flachheit ist eine étale lokal Eigenschaft. Die Behauptung folgt daher aus Propo-
sition 3.3.2 und Katos Kriterium fiir Log-Glattheit.

Die Behauptungen 2.) und 3.) reduziert man auf den Fall, dass S das Spektrum eines
algebraisch abgeschlossenen Koérpers k mit der Standard Log-Struktur 7 @ k* ist.

Weil die Behauptungen étale lokaler Natur sind, reduziert man sie mit Katos Kriteri-
um/Lemma 3.1.5 auf den Fall, dass X das Spektrum der k-Algebra k[M]/(r) ist, wobei
7N < M injektiv und saturiert ist und M ein fs Monoid mit M#P ~ Z7 ist.
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Zu 2.) Die Monoidalgebra k[M] ist Cohen-Macaulay und normal. Somit ist auch der
Quotientenring durch ein Hauptideal k[M]/(r) Cohen-Macaulay.

Zu 8.) Esseiz € X ein Punkt der Kodimension 1. Dann hat « als Punkt in der torischen
Varietét Spec(k[M]) die Kodimension 2, insbesondere ist der Halm

P = My

ein scharfen fs Monoid der Dimension < 2. Der induzierte Homomorphismus ¢ : 7 < P
ist saturiert. Man unterscheidet nun die folgenden Félle:

In dem Fall P = N ist ¢ ein Isomorphismus, so dass x ein glatter Punkt in X ist. In dem
Fall dim(P) = 2 seien py, p, € Spec(P) die Primideale der Hohe 1. Sind dann

v;:P— P/(P—p;)=N
die induzierten diskreten Bewertungen, so gilt wegen der Saturiertheit
e; :=v;i(p(m)) € {0,1}.

Man unterscheidet nun die Félle, dass ein oder beide e; = 0 sind. Im ersten Fall sei ohne
Einschrinkung e; = 0. Dann findet man ein ¢t € P mit v,(t) = 1, ve(t) = 0. Dann ist

P~tNggl

und z somit ein glatter Punkt. Im zweiten Fall findet man Elemente ¢;,t, € P mit
v1(t1) = va(te) = e, v1(ty) = va(t;) = 0 fiir ein minimales e € N. Dann gilt die Gleichung
t, -ty = 7° und man sieht leicht, dass P isomorph ist zu dem Pushout

N oy, 1+ (1,1), 1~ 7€,
Somit ist x eine Normal-Crossing Singularitét in X.

Zu 4.) Zusammen mit 2.) und 3.) folgt dies aus (Korollar 2.7, Lem 3.10 in [10]). O

Als néchstes definiert man eine Reihe von Eigenschaften von Morphismen.

Die folgende Defintion geht auf Kato zuriick (Definition 4.1.1 in [20]).
Definition 3.3.8. Fs sei f : X — S eine Abbildung von fs Log-Schemata.

1. Dann heifsit f log-flach, wenn fppf lokal eine Karte existiert
a:M—0Ox, B:N—-Q0s, p: N — M,
so dass 8P : N8P — MEP qnjektiv ist und die induzierte Abbildung
g: X — Spec(Os @y M)
im klassischen Sinne flach ist.

2. Es heifit f log-quasi-endlich, wenn in der Notation von 1.) fppf lokal eine Karte
a, B, ¢ existiert, so dass der Quotient M8 /N® eine endliche Gruppe ist und die
induzierte Abbildung g klassisch quasi-endlich ist.
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3. FEine log-flache und log-quasi-endliche Abbildung heifst auch log-fqe.

Bemerkung 3.3.9. Aus Katos Kriterium erhélt man:

1. Log-glatte Abbildungen sind log-flach.

2. Log-étale Abbildungen sind log-fqe.

Die néchste Definition stammt wiederum von Kato [21].

Definition 3.3.10. 1. Ein ingektiver Homomorphismus von fs Monoiden N — M
heifst Kummer, wenn ein e € N exstiert mit e - M C N.

2. Eine Abbildung von fs Log-Schemata ¢ : X — S heifft Kummer, wenn fir alle
geometrischen Punkte T von X die Abbildung Mgz — Mxz Kummer ist.

3. Eine Kummer log-fqe Abbildung von fs Log-Schemata heifit auch Ku-fqe.

Man benétigt die folgende technische Definition:

Definition 3.3.11. Es seien S ein fs Log-Schema und o : N — Mg eine Karte.

1. Dann definiert man fir eine positive natirliche Zahl e das Log-Schema
S[v/a] := Spec(Os Qanr o, N')
wobet . : N' — N die Abbildung n — e -n ist.
2. Ist speziell o : N — Mg und m das Bild von «(1) in I'(S, Og), so schreibt man
S[v/m] = S[V/a],
d.h. man adjungiert die e-te Wurzel von dem Parameter m (siehe Beispiel 2.1.8).
3. Allgemewner definiert man fiir ein Log-Schema X diber S
X[Va]:= X x5 S[Va] baw. X[Vr]:=X x§ S[V7].
Bemerkung 3.3.12. Die Abbildung S[/a] — S ist surjektiv und Ku-fqe.

Beispiel 3.3.13. Essei (R, 7) ein diskreter Bewertungsring mit der Standard Log-Struktur.
Dann ist das unterliegende Schema von R[/7] gerade die klassische Kummer-Erweiterung

R[T|/{T® — ).

Damit man mit fs Log-Schemata verniinftig arbeiten kann, benttigt man einen Ersatz fiir
die klassische fppf Topologie. Die folgende Definition erweist sich als sinnvoll:

Definition 3.3.14. Es sei S ein fs Log-Schema.

Der Kummer-log-flache Situs Ku-fqe(S) hat als Objekte die fs Log-Schemata X iiber S
und die Morphismen sind die offensichtlichen. Die Topologie auf Ku-fqe(S) wird erzeugt
von allen surjektiven Ku-fqe Familien (X, — X)) dber S.
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Bemerkung 3.3.15. Fir die Wohldefiniertheit der Ku-fqe-Topologie bendtigt man, dass
Surjektivitdt stabil ist unter surjektiven Ku-fqe fs Basiswechseln.

Dies folgt aus Nakyamas 3-Punkte Lemma in (2.2.2 in [33]).

Sehr wichtig ist das folgende Theorem von Kato (Theorem 3 in [21]).

Theorem 3.3.16. Die Topologie auf Ku-fqe(S) ist gréber als die kanonische Topologie,
d.h. fiir ein fs Log-Schema X diber S hat man eine Ku-fqe Garbe:

Morg( -, X)

Das néchste Theorem ist vor allem im Kontext mit Proposition 3.3.7 von Bedeutung.

Theorem 3.3.17. Es sei X — S ein quasikompakter Morphismus von fs Log-Schemata.

1. Ist S quasikompakt, so existiert eine Log-Aufblasung S; — S, so dass gilt:

(a) Die Log-Struktur Mg hat keine Selbstiberschneidung.
(b) S ist kombinatorisch regulir (siehe Proposition 2.5.13).
(¢) Die induzierte Abbildung X x% S; — Sy ist integer.

2. Man nimmt zusdtzlich an, dass X — S die Bedingungen b) + ¢) in 1.) erfillt.

Dann existiert ein surjektiver Kummer Ku-fqe Morphismus S' — S, so dass die
induzierte Abbildung X ng_s S' — S saturiert ist.

Beweis. Zu 1.) Die erste Aussage ist im Wesentlichen (Theorem 3.6 in [17]). Der Beweis
in loc. cit. und insbesondere die Konstruktion von S; ist aber unvollsténdig.

Mit den Methoden in dieser Arbeit kann man den Beweis in loc. cit. korrigieren:

Mit Proposition 2.5.13 reduziert man den Fall, dass Mg keine Selbstiiberschneidung hat.
Man kann dann den assoziierten Polyederkegelkomplex Keg(S) betrachten. Fiir einen
geometrischen Punkt Z von X definiert man den Polyederkegel

Oz = HOII](MX@, Rzo).

Das Bild der Abbildung ¢; : 0; — Keg(S) ist ein rationaler Polyederkegel. Man kon-
struiert mit Proposition 2.5.13 leicht eine projektive rationale Unterteilung ¥ — Keg(5),
welche die pz(0z) verfeinert und so dass S xkeg(s) & kombinatorisch regulér ist.

Das Kriterium in Proposition 3.3.4 zeigt dann, dass die induzierte Abbildung
X %G (S Xkeg(s) ) = S Xkeg(s) =

integer ist und die Behauptung folgt. Man beachte: Entsteht S Xkegs) X durch Log-
Aufblasung an an einem Ideal Z C Mg, so ist das Log-Schema auf der linken Seite die
Log-Aufblasung von X an der Saturierung des Pullbacks von Z.

Zu 2.) Man kann nach einem strikt étalen Basiswechsel annehmen, dass eine Karte o :
N — Mg existiert und S quasikompakt ist. Man betrachtet die surjektiven, Ku-fqe
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Abbildungen S[/a] — S in Definiton 3.3.11. Das Kriterium in Proposition 3.3.5 zeigt
dann, dass fiir ein e € N mit geniigend vielen Teilern die induzierte Abbildung

X x5 S[v/a] = S[/a]
saturiert ist und die Behauptung folgt. O

Bemerkung 3.3.18. Es sei U — X eine toroidale Einbettung iiber einem diskreten
Bewertungsring (R, 7) mit den kanonischen Log-Strukturen. Dann ist das unterliegende
Schema von X|[/7] die Normalisierung von X ®p R[/7]. Somit ist Theorem 3.3.17 in
Verbindung mit Proposition 3.3.7 eine Verallgemeinerung von (§3 in [22], Kapitel II).

3.4 Semi-Stabilitat

In diesem Abschnitt werden Eigenschaften von Abbildungen von Log-Schemata wie Semi-
Stabilitdt und Vertikalitdt und die Zusammenhénge mit Log-Glattheit untersucht. Beide
Begiffe sind Verallgemeinerungen klassischer Begriffe in [22].

Definition 3.4.1. Eine Abbildung (X, Mx) — (S, Mg) log-geringter Riume oder allge-
meiner monoidaler Rdume heif$t vertikal, wenn die folgende Bedingung erfillt ist

ME = Mx &g ME)™.
Bemerkung 3.4.2. Ein Homomorphismus von fs Monoiden ¢ : N — M ist vertikal,

wenn die folgenden drei dquivalenten Bedingungen erfiillt sind:

1. Fiir das Pushout von Monoiden gilt M &y N8 = M#P,
2. ¢ induziert eine Abbildung Hom(M,Rs5)* — Hom(N,R>¢) ™.

3. Das Urbild des generischen Punktes in Spec(N) unter der induzierten Abbildung
Spec(M) — Spec(N) ist der generische Punkt in Spec(M).

Beispiel 3.4.3. Es sei U — X eine toroidale Einbettung iiber einem diskreten Bewer-
tungsring R. Versieht man R, X mit den kanonischen Log-Strukturen, so ist X iiber R
genau dann vertikal, wenn U die generische Faser X, ist.

Konvention. Fir den Rest des Abschnitts besitze S die konstante Charakteristik
Mg =l
Der Einfachheit halber sei S zusammenhdngend. Dann ist der assoziierte Facher
F(k) = Spec(N).
Der Parameter m wird im Folgenden als die Identitdt idg,, : R>o = R>o aufgefafit.

3.4.4. Man benétigt im Folgenden Polyederkompleze (mit integraler Struktur) (Definition
5 in [22], Kapitel 11, §1). Die wichtigsten Fakten hieriiber sind kurz zusammengefafit:

- Man hat eine eindeutige Korrespondenz zwischen den Polyederkomplexen Pol und den
vertikalen fs Fichern F dber Spec(N) vermdge der Zuordnungen

{t € F(Rsp); m(t) =1} <— Rsp-Pol C F(Rso).
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- Vermdge der Inklusion Pol C F'(R>() kann man rationale Unterteilungen und stiickweise
lineare Funktionen definieren.

- Der Polyederkomplex Pol C F(Rs() hat eine Familie diskreter Teilmengen

1
F(=-N)nPol, e e N*t.

€

- Jede Zelle o0 C Pol eines Polyederkomplexes triagt vermoge der integralen Struktur ein
kanonisches Volumenelement bzgl. der o ein endliches, ganzzahliges Volumen besitzt.

Ein fs Log-Schema X Log-Schema ist genau dann vertikal iiber S, wenn die induzierte
Abbildung F(X) — Spec(N) vertikal ist. Daher definiert man:

Definition 3.4.5. In dieser Situation ist der assoziierte Polyederkomplex definiert als
Pol(X) := {t € Keg(X); n(t) = 1}.

Bemerkung 3.4.6. Viele Eigenschaften von X lassen sich durch Pol(X) beschreiben.
Zum Beispiel folgt aus dem Kriterium fiir Saturiertheit in Proposition 3.3.5:

Es ist X dber S genau dann saturiert, wenn die nulldimensionalen Zellen des assoziierten
Polyederkomplezes Pol(X) enthalten sind in der Teilmenge

F(X)(N) N Pol(X).

3.4.7. Es sei (R, 7) ein diskreter Bewertungsring und X ein reguléres Schema flach und
lokal von endlichem Typ iiber R mit glatter generischer Faser. Dann heifft X semi-stabil
tber R, wenn die spezielle Faser ein reduzierter Normal-Crossing Divisor ist.

Es ist bekannt, dass ein semi-stabiles R-Schema étale lokal isomorph ist zu

Spec(R[t1, ... ta]/(tr -+t — )

und insbesondere eine toroidale Einbettung {iber R definiert.

Den Begriff der Semi-Stabilitdt kann man nun wie in (4.3 in [36]) verallgemeinern:

Definition 3.4.8. Ein vertikaler, log-glatter Morphismus f : X — S heifit semi-stabil,
wenn die folgenden drei dquivalenten Bedingungen erfillt sind:

1. Das Volumen der Zellen o C Pol(X) betrdgt 1/(dim(o)!).
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2. Es ist X kombinatorisch requlir und fir ein x € X ist die Abbildung der Halme
fﬁ : mS,f(m) — mX,a:
die Diagonalabbildung (bzgl. eines beliebigen Isomorphismus MX@ — N)

AV N, 7= (1,...,1).

3. Der Morphismus besitzt étale lokal eine Karte der speziellen Form
a:m s Mg, B:N - My, Arr¥ — N,
so dass die induzierte Abbildung klassisch glatt ist

X — Spec(Os @, N').
4. Die geometrischen Fasern von X — S sind Normal-Crossing Schemata.

Man zeigt, dass die Aussagen in der Definition tatsichlich dquivalent sind:
Beweis. 1.) = 3.) folgt aus (Lem 4 in [22], Kapitel II, §3) und 3.) = 2.) ist trivial.

Die Implikation 2.) <= 3.) reduziert man mit Katos Kriterium/Lemma 3.1.5 auf
X = Spec(Os @, M),

wobei M ein fs Monoid ist mit M ~ N, M®& ~ Z* und der gegebene Homomorphismus
@ : ' < M modulo Einheiten die gewiinschte Form hat.
Der Quotient M /7" ist eine freie abelsche Gruppe. Somit hat der Homomorphismus ¢
nach Wahl einer geeigneten Spaltung M — M eine Darstellung

o > M @M, 7 (0,8(7")).

Weil die Einheitengruppe M* C M®P torsionsfrei ist, folgt die Behauptung.
Die Implikationen 3.) = 4.) = 2.) sind mehr oder weniger trivial. O

Das folgende Theorem kann man als eine Verallgemeierung des Theorem tiber semi-stabile
Reduktion in [22] ansehen. In loc. cit. betrachtet man eine Situation wie in 3.4.7.

Theorem 3.4.9. Es sei X — S ein vertikaler, log-glatter, quasikompakter Morphismus.

Dann existieren ein surjektiver Ku-fqe Morphismus S’ — S und eine Log-Aufblasung
X, — X' := X x§ 5" mit den Eigenschaften:

1. Die Log-Struktur Mx: hat keine Selbstiberschneidung.

2. Die induzierte Abbildung Xy — S’ ist semi-stabil.

Beweis. A priori kann man annehmen, dass die Log-Struktur eine Karte 7 — Mg besitzt.
Wie in dem Beweis von Theorem 3.3.17 reduziert man die Behauptung via fs Basiswechsel
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mit S[v/7], e € NT auf den Fall, dass X — S saturiert ist. Dann ist fiir alle weiteren fs
Basiswechsel mit S[/7] die induzierte Abbildung von Polyederkomplexen

Pol(X[/x]) — Pol(X)

ein Homeomorphismus. Nur die integrale Struktur wird transformiert. Man benutzt das
schwierige kombinatorische Resultat (Theorem 4.1 in [22], Kapitel III, §4):

Es ezistieren eine Zahl e € NT und eine projektive rationale Unterteilung ¥ — Pol(X),
so dass fiir das Volumen der Zellen o C X gilt:

Vol(o) = [dim(o)! - edim@)] L,
Die projektive rationale Unterteilung induziert eine Log-Aufblasung
X[V/7] xpoyx) ¥ — X[v/7],
die das 1. Kriterium fiir Semi-Stabilitdt in Definition 3.4.8 erfiillt. O

3.5 Kohomologie vertikaler log-glatter Varietiten

In diesem Abschnitt wird der Ishida Komplex fiir log-glatte, vertikale Varietdten definiert.
Dieser ist die Verallgemeinerung des klassischen Ishida Komplexes (Abschnitt 3.2 in [34]).

Mit Hilfe des Ishida Komplexes kann man einerseits die kohiirente Kohomologie von X
und anderseits die Picard-Gruppe Pic(X™4) berechnen.

Konvention. - Es sei k ein Korper, der versehen ist mit der Standard Log-Struktur
M = 7TN @ k™.
- Ferner sei X ein log-glattes, vertikales Log-Schema diber k.

- Die Log-Struktur M x habe keine Selbstiiberschneidung.

Die néchste Proposition liefert eine recht konkrete Beschreibung von X.

Proposition 3.5.1. 1. Die Strata von X entsprechen eindeutig den Zellen von Pol(X).

2. Die Strata von X sind die Komponenten aller Schnittgebilde

N z- U %

ie{ila"'aiT} Jg{zlaazr}
3. Die Reduktion X™9 ist ein Gorenstein Schema.

Beweis. Die erste und zweite Ausage folgen aus Theorem 3.2.10.

Zu 3.) Mit Katos Kriterium/Lemma 3.1.5 sieht man, dass X étale lokal isomorph ist
zu dem Randdivisor P — 1" einer Toruseinbettung 7' — P. Hierfiir benotigt man die
Voraussetzung, dass das Log-Schema X vertikal {iber k ist.

Die Behauptung folgt nun aus Ishidas Kriterium (Abschnitt 3.2 in [34]). Denn hiernach
ist der Randdivisor einer Toruseinbettung ein Gorenstein Schema. O
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Konvention. - Man ordnet die abgeschlossenen Zellen des Polyederkomplexes Pol(X)
nach threr Dimension: Es bezeichne o3 die Zellen der Dimension n.

- Es bezeichne Z3' den Abschlufy in X von dem Stratum zu der Zelle o7 . Speziell seien wie
zu Beginn des Abschnitts Z; = ZJQ die irreduziblen Komponenten von X.

Es folgen einige Ausfithrungen iiber die zelluldre Kohomologie von Pol(X).

- Der Komplex Pol(X) ist ein regulirer CW-Komplex im Sinne von (Definition 5.4 in
[26]). Man wéhlt fiir jede Zelle 0 C Pol(X) eine Orientierung. Aquivalent hierzu ist die
Wahl einer Orientierung auf dem aufgespannten Vektorraum R - o.

- Fiir Zellen 01, 09 C Pol(X) mit dim(o;) = dim(o3) — 1 erhilt man eine Inzidenzzahl
o1 : 03] € {0, £1}.

Hierbei ist genau dann [o; : 09 = 0, wenn gilt 01 ¢ o09. Weiterhin ist o7 : 09] = 1
genau dann, wenn o; C 0, ist und die gewéhlte Orientierung von o; mit der induzierten
Orientierung des Randes doy iibereinstimmt (siehe Lemma 5.6 in [26]).

- Die zellulire Kohomologie H"(Pol(X), Z) ist dann die Kohomologie des Komplexes
0—>HZ—>HZ—>-~-—>HZ,—>0
zr? 0’]1 zrév

Hierbei ist N das Supremum der Dimensionen der Zellen von Pol(X), moglicherweise
unendlich und in diesem Fall ist der Komplex ebenfalls unendlich.

Die Korandabbildungen §,, : [[,» Z — [],»+: Z sind definiert durch
(o) — (Q_lof = o} - o).

Das wichtigste Resultat in diesem Abschnitt ist:

Proposition 3.5.2. Nach Wahl einer Orientierung einer jeden Zelle von Pol(X) existiert
eine kanonische exakte Sequenz von Ox-Moduln (der Ishida Komplex):

0—)(’)Xred—>HOZj—>H(’)Z}—>---—>H(’)Z]gv—>0. (3.2)

2 g 2}
Hierbes identifizert man OZ;L mit seinem direkten Bild unter Z;' — Xred,

Beweis. Die Abbildung Ox — sz Oy, ist gegeben durch die Einschréinkungen
OX — OZ]--
Genauso hat man fiir eine Inklusion von Schemata Z]’-”rl — Z* die Einschrinkung

OZZ.” — OZ;H-L

Es entsprechen Z7'*! C Z7' Zellen o} C o', Man definiert die Korandabbildung in (3.2),

indem man die Einschrinkung mit dem Vorzeichen [o? : 07!

o] versieht.
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Die Exaktheit des Komplexes (3.2) kann man étale lokal nachweisen. Man kann hierfiir
die Situation wie in Proposition 3.5.1 auf den Fall reduzieren

Xe=p-—T.
Dann ist (3.2) der klassische torische Ishida Komplex (Abschnitt 3.2 in [34]). O

Korollar 3.5.3. Es ist Hi(X, Oxrea) isomorph zu der Hyperkohomologie

H (X, 0y).

Hierber ist Oze der verkiirzte Ishida Komplex

Oye =10 — HOZJ — HOZ} — .
Zj Zj1
Die folgende Proposition beschreibt die Picard-Gruppe von X™¢d:

Proposition 3.5.4. Die irreduziblen Komponenten von X seien eigentlich. Weiterhin sei
X' = Hj Z; die Normalisierung von X™ und p,p1, p2 die kanonischen Abbildungen:

p: X = X7 pit X X e X — X7
Dann sitzt die Picard-Gruppe von X in der kanonischen exakte Sequenz

1 — HY(Pol(X), k*) — Pic(X™) — {L£' € Pic(X'); piL = psL'}.

Beweis. Ist L eine invertierbare Garbe auf X, so erfiillt £' := p*L

pi L~ piLl'.
Man nimmt nun an, dass die invertierbare Garbe £ trivial ist. Dann sind insbesondere
die Einschrdnkungen von £ auf die Unterschemata Z7' trivial.

Man wihlt Trivialsierungen @y : Oz, — L|z,. Weil die Komponenten eigentlich sind,
J
unterscheiden sich die Trivialisierungen Z} C Z; N Z; um einen Faktor in Co.; € k*

()0(7? = Call : SDU?'
Hierbei gelte fiir die Orientierungen der Zellen

07 cof] =1, [0} :0/] = —1.

Die Elemente C(,ll bilden einen 1-Kozykel bzgl. der zelludren Kohomologie von Pol(X) und
seine Klasse ¢ € H'(Pol(X), k*) ist eindeutig durch £ bestimmt.

Man nimmt nun an, dass ¢ trivial ist. Es gilt zu zeigen, dass £ ebenfalls trivial ist. Durch
Tensorierung des Ishida Komplexes (3.2) mit £ erhéilt man eine Darstellung

L=Ker (DLl = PLlzn) (3.3)
Zj Z1
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Weil ( trivial ist, existiert ein Korand (0 € £* mit

G =G Gy ol o] =1, [0 i oy] = —1.

Man erhélt eine Familie von Schnitten in I'(Z;, £|z,)
Sa? = 9009(1) ’ Ca?'

Aus der Darstellung von £ in Gleichung (3.3) erhilt man, dass die Schnitte S50 21U einem
globalen Schnitt von £ verheften. Somit ist £ trivial.

Dass anderersherum jeder Kozykel ¢ € H'(Pol(X), k*) eine invertierbare Garbe auf X
induziert, sieht man auf dhnliche Weise. 0

Bemerkung 3.5.5. Man betrachtet den Fall, dass Pol(X) ein Simplizial-Komplex ist.
Hierzu dquivalent ist, dass X' ein Normal-Crossing Schema, ist.

Man betrachtet die Hyperiberdeckung X® — X4, die durch die Faserprodukte
XM= X" xx o xx X'

gegeben ist (Exposé V% in [47]). Es sei daran erinnert, dass die simpliziale Picard-Gruppe
der Hyperiiberdeckung Pic(X*®) aus Isomorphieklassen von Objekten (L', o) besteht, wo-
bei L' eine invertierbare Garbe auf X' und « ein Abstiegsatum ist

a:pil — piL,

d.h. ein Isomorphismus iiber X, der die Kozykelbedingungen auf X erfiillt. Hierbei
sind p; : X — X' 1 < i < n die Projektionen (Abschnitt 3 in [37]). Man hat einen
kanonischen Homomorphismus Pic(X™) — Pic(X*). Mit Hilfe von (Theorem 3.2 in [37])
und Proposition 3.5.4 kann man zeigen, dass diese Abbildung ein Isomorphismus ist.

Proposition 3.5.6. Man nimmt nun zusdtzlich an, dass X kombinatorisch reguldr ist.
Dann sind die Garben My, M% welk.

Beweis. Man sieht leicht, dass M5 auf F' = F(X) eine welke Garbe ist.
Weiterhin ist fiir eine offene Menge U die Menge U , die definiert ist durch

offen in X, wobei D die Strata von X durchlduft. Man sieht, dass die kanonische Abbildung
LU, M%) - I(U,M)
ein Isomorphismus ist, denn ﬂ%}:’ ist auf jedem Stratum konstant.

Nun ist U das Urbild einer offenen Menge in F' unter der kanonischen Abbildung X — F'.
Die Behauptung folgt daher aus der Welkheit von M5. O
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Bemerkung 3.5.7. Verzichtet man auf die Log-Glattheit, so ist My im Allgemeinen
nicht welk. Man betrachte zum Beispiel die affine Kurve X zu dem Ring Clz,y]/(x - y)
mit der assoziierten Log-Struktur zu N* — Ox mit (1,0) — 0, (0,1) — 2 + y. Dann sind
die Schnitte von My iiber dem affinen offenen Teil

U = Spec(Clz, 1/x]) U Spec(Cly, 1/y])

isomorph zu N2. Man sieht, dass kein Schnitt in T'(U, Mx) der Form (m,n) mit m # n
eine Ausdehnung zu einem globalen Schnitt hat.
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Kapitel 4

Valuative Log-Riaume

4.1 Bewertungstheorie der Monoide

4.1.1. Man benétigt eine Reihe elemantarer Defintionen:
- Ein integrer Monoid M heifit, wenn aus a € M# folgt a € M oder a=! € M.

- Fiir einen scharfen valuativen Monoid M ist M®P eine geordnete Gruppe vermoge
a>b<ableM

- Wie in (Theorem 3 in [42], §3, Kapitel VI) zeigt man, dass die Menge der Primideale
eines valuativen Monoids vermdoge Inklusion total geordnet ist.

- Der Rang eines valuativen Monoids M ist die Kardinalitét von Spec(M) — 0.
- Man hat das folgende Kriterium fiir Valuativitit:
Ein Monoid ist genau dann valuativ, wenn alle endlich erzeugten Ideale Hauptideale sind.

- Ein valuativer Monoid ist saturiert.

Definition 4.1.2. Ein Log-geringter oder allgemeiner monoidaler Raum (X, Mx) heifst
valuativ, wenn die Halme Mx ., * € X valuative Monoide sind.

Die folgende Ausfiihrungen sind Vorbereitungen fiir Katos valuative Log-Schemata.

Proposition 4.1.3. Fiir jeden Ficher F ezistiert ein valuativer monoidaler Raum F?!
zusammen mit einem Morphismus monoidaler Rdume

or : F* — F,

der universell ist fiir Morphismen von valuativen monoidalen Riumen nach F.

Beweis. Es sei F' = Spec(M) affin. Man konstruiert F¥? als projektiven Limes

Fl.— lim F}
T
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in der Kategorie der monoidalen Riume iiber alle Fan-Aufblasungen an endlich erzeugten
Idealen I C M. Die Ideale sind hierbei induktiv geordnet vermoge:

I1<J] <= dKCM mit K-I=J.

Den projektiven Limes monoidaler Rdume bildet man wie folgt:

Der unterliegende topologische Raum ist der projektive Limes der toplogischen Raume.
Die inversen Bilder M; der Garben Mp, unter den Projektionen F*3 — F bilden ein
induktives System von Garben von Monoiden auf F¥?. Man definiert die Prigarbe

1

auf F"3. Deren assoziierte Garbe ist die Strukturgarbe M puar.
Die Universalitidt von ¢ folgt aus dem Kriterium fiir Valuativitét in 4.1.1. O
- Die topologischen Punkte von F"* nennt man auch Bewertungen von F.

- Fiir einen fs Monoid M ist der Raum Spec(M)** das monoidale Analogon der Zariski
Riemannschen Fliche in der kommutativen Algebra (Kapitel VI in [42]).

Die Bewertungen von M (d.h. Spec(M)) entsprechen Homomorphismen
v: M8 — G,
wobei (G, >) eine geordnete Gruppe ist und die Werte v(m) > 0 sind.
- Die Bewertungen eines fs Fichers F' vom Rang <1 sind die Elemente in
F(Rs0)/[R"].
Denn scharfe valuative Monoide vom Rang <1 sind Untermonoide von Rs.
Die folgende Proposition beschreibt die Bewertungen eines Gitters:

Proposition 4.1.4. Es seien A ein Gitter und v : A — G ein Homomorphismus, wobei
(G, >) eine geordnete Gruppe ist. Dann exstiert eine eindeutige Kette von Gittern

A=Ay D---DA, mit r <Rg(A)
und Homomorphismen v; : A; — R, so dass genau dann v(m) > 0 ist, wenn gilt

vj(m) >0 mit j=min(:; v;(m) # 0).

Beweis. Man betrachtet den valuativen Monoid
P={meA;v(m)>0}.
Ohne Einschrinkung sei P # 0. Dann hat P ein eindeutiges Primideal p der Hohe 1 und
P/(P )

ist ein scharfer valuativer Monoid vom Rang 1, d.h. ein Untermonoid von Rs,. Man
definiert daher vy als die kanonische Abbildung

vg’ : P — [P/(P — p)]®* — R.
Die Behauptung folgt nun per Induktion. Hierfiir setzt man A; := Ker(v§”) und wendet
obige Prozedur auf die Einschrinkung v|,, an. O
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Korollar 4.1.5. Fiir einen fs Ficher ist jede nichttriviale Bewertung die Spezialisierung
einer eindeutig bestimmten Bewertung vom Rang 1.

Korollar 4.1.6. Fiir einen fs Ficher ist F(Qso)/|Q*| eine dichte Teilmenge in F¥.

Bemerkung 4.1.7. Fiir einen fs Fécher gilt F'(Qso) = F(N). Somit sind die Elemente
in F'(Qs¢)/|Q*| diskrete oder triviale Bewertungen.

Beispiel 4.1.8. Die Bewertungen von N? kann man in vier Klassen unterteilen:

1. Die triviale Bewertung N?> — 0.
2. Diskrete Bewertungen v : N> — N,

3. Nichtdiskrete Rang 1 Bewertungen v : N> < Ry, wie zum Beispiel
v(0,1) = V2, v(0,1) = V3.

4. Rang 2 Bewertungen v : N> — P C Z?, wie zum Beispiel

P={(v,y) €Z’;2€N" ycZ U (0®N).

4.2 Katos valuative Log-Schemata

In diesem Abschnitt werden die valuativen Log-Schemata von K. Kato definiert und einige
Eigenschaften erldutert. Man beachte, dass in der urspriinglichen Definition in [20] ein
valuatives Log-Schema als algebraischer valuativer Log-Raum bezeichnet wird.

Das niéchste Theorem ist grundlegend fiir die Theorie der valuativen Log-Schemata. Fiir
die entsprechende kombinatorische Konstruktion siehe Proposition 4.1.3.

Theorem 4.2.1. Es sei X ein quasikohdrentes Zariski Log-Schema.

Dann ezistieren ein valuativer Log-lokal geringter Raum X' und eine Abbildung
Px - Xval — X}

der universell ist fir Abbildungen valuativer Log geringten Rdume nach X.

Beweis. In (1.3 in [20]) findet man eine Beweisskizze hierfiir. Der Vollsténdigkeithalber
werden kurz die Konstruktion und die Argumente aus loc. cit. wiederholt:

Man nimmt an, dass die Log-Struktur eine Karte besitzt o : M — M. Man definiert

dann den log-geringten Raum X" als projektiven Limes

X = lim X, (4.1)
I

Hierbei ist I/ C M ein endlich erzeugtes Ideal und X, — X ist definiert als die Log-
Aufblasung an dem von «([) erzeugten Ideal in M.

Den projektiven Limes log-geringter Rdume bildet man wie folgt:
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Der unterliegende geringte Raum ist der projektive Limes der geringten Riume.

Die inversen Bilder der Log-Strukturen Mz unter den Projektionen X' — X7 bilden
ein induktives System von Log-Strukturen auf X'3. Deren induktiven Limes konstruiert
man zuerst als Prilog-Struktur und bildet dann die assoziierte Log-Struktur.

Die Universalitit von ¢y folgt aus dem Kriterium in 4.1.1 und Proposition 2.5.1. O

Definition 4.2.2. In der Situation von Theorem 4.2.1 heiffen:

1. X" das assoziierte valuative Log-Schema zu X.

2. X ein ganzes Modell von X,
Bemerkung 4.2.3. Ist M x eine fs Log-Struktur ohne Selbstiiberschneidung, so ist

XV = lim X,
X lim X
A

wobei der projektive Liimes iiber alle Log-Aufblasungen an kohérenten Idealen 7 C Mx
gebildet wird. Man beachte, dass jedes endlich erzeugte Bruchideal in einem Halm M x
eine Audehnung hat zu einem kohédrenten Bruchideal von M.

Bemerkung 4.2.4. Fir ein fs Log-Schema X kann man das assoziierte valuative Log-
Schema X' unabhingig davon konstruieren, ob die Log-Struktur Zariski ist oder nicht.

Nach Reduktion auf ein quasikompaktes X folgt dies aus Proposition 2.5.13.

Bemerkung 4.2.5. Es seien X ein quasikohiirentes Log-Schema und X*** seine Satu-
rierung. Die kanonische Abbildung X** — X stellt einen Isomorphismus her

(Xsat)val L) XvaI.
Genauso stellt jede eigentliche Log-Modifikation ¥ — X einen Isomorphismus her

Xval ~ Xval )

Es folgen einige Bemerkungen, die fiir das Verstéindnis von X" hilfreich sind.
4.2.6. Die Kombinatorik eines fs Log-Schemas X kann man mit dem assoziierten Facher
F = F(X)

beschreiben. Die Kombinatorik von dem Raum X kann man ganz analog mit Hilfe des
assoziierten valuativen Fdchers beschreiben

Fval — @ FI
7

(siehe Proposition 4.1.3). Den Zusammenhang kann man wie folgt begriinden:
Nach Theorem 2.5.4 ist die kanonische Abbildung monoidaler Rdume
fx (X, Myx) = F

mit Log/Fan-Aufblasungen vetriiglich. Durch Ubergang zum projektiven Limes iiber alle
Aufblasungen erhidlt man somit eine kanonische Abbildung monoidaler Raume

fxval . (Xval,MXval) — FV&l.

Man kann zeigen, dass fxva eine universelle Figenschaft erfillt.
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4.2.7. Mengentheoretisch kann man den Raum X" beschreiben durch die X -Bewertungen.
Hierbei ist eine X-Bewertung ein Morphismus von Log-Schemata

v Spec(k) = X,

wobei k ein Kérper ist mit einer valuativen konstanten Log-Struktur. Die Punkte in X*?!
stehen in Bijektion zu den X -Bewertungen modulo Aquivalenz. Hierbei heiBlen zwei Bewer-
tungen von X dquivalent, wenn sie auf offensichtliche Weise von einer dritten Bewertung
dominiert werden. Die Bewertungen von X kann man wie folgt konstruieren:

Es seien £ € X und M = MXJ. Weiterhin sei v : M — N eine Bewertung, d.h. v ist ein
Homomorphismus und N ein valuativer Monoid. Man nimmt an, dass gilt

Ker(v®? : M® — N&) =0,

ansonsten mufl man zu einer geeigneten Log-Aufblasung von X iibergehen. Dann induziert
v eine Bewertung von X, die den gegebenen Punkt z dominiert.

Eine Log-Modifikation U — X induziert offensichtlich eine offene Imersion
Uval SN Xval

(siehe Definition 2.5.5). Genauer gilt, wie man leicht sieht, dass die Topologie auf dem
Raum X" von den Log-Modifikationen von X erzeugt wird.

Aus Korollar 4.1.6 erhilt man weiterhin:

Proposition 4.2.8. Fir ein fs Log-Schema X bilden die diskreten und trivialen Bewer-
tungen, d.h. die Charakteristik ist N oder trivial, eine dichte Teilmenge.

Wichtig ist die folgende Proposition von K. Kato (Proposition 1.3.9 in [20]):

Proposition 4.2.9. Fir ein quasikohdrentes Log-Schema X gilt:

1. X ist quasikompakt <= X" ist quasikompakt.

2. Ist die Log-Struktur auf X zusdtzlich saturiert, so gilt:

X ist zusammenhingend <= X' ist zusammenhdingend.

Man erhilt die folgenden Korollare:
Korollar 4.2.10. Der Raum X" ist lokal quasikompakt.

Korollar 4.2.11. Es sei X ein quasikompaktes fs Log-Schema. Weiterhin sei F eine der
folgenden Garben auf dem topologischen Raum XV?:

OXval ) O;(val ) g?val ) M g?val
Entsprechend sei Fr fir eine Log-Aufblasung X, eine der Garben
Ox;, Ox,, M%,, M%’I.
Dann gilt fir die Kohomologiegruppen bzgl. der gewdéhnlichen Topologien

HY(X™, F) = limH(Xz, Fx,) fir i > 0.
A
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Beweis. Dies folgt zusammen mit der Konstruktion von X' als projektiven Limes aller
Log-Aufblasungen von X aus (Korollar 8.7.7 in [47], Exposé VI). O

Wie in [20] kann man nun global valuative Log-Schemata definieren:

Definition 4.2.12. Ein valuatives Log-Schema X st ein valuativer Log geringter Raum,
der lokal isomorph ist zu U™ mit einem quasikohdrenten Log-Schema U.

Warnung. FEin valuatives Log-Schema ist im Allgemeinen kein Log-Schema im Sinne von
Fontaine-Illusie. Ein fs Log-Schema X ist genau dann valuativ, wenn gilt

MX@:N oder MX@:O VoelX.

Definition 4.2.13. 1. Ein valuatives Log-Schema heifst fs, wenn es lokal isomorph ist
zu U wobei U ein fs Log-Schema im Sinne von Lafontaine-Illusie ist.

2. Ein Morphismus valuativer Log-Schemata X — & heifit quasisepariert, wenn die
Diagonalabbildung A : X — X Xg X quasikompakt ist.

3. Ein valuatives Log-Schema X heifit quasisepariert, wenn die eindeutige Abbildung in
das finale Objekt X — Spec(Z) quasisepariert ist.

4.3 Die Kategorie der fs valuativen Log-Schemata

Das Hauptresultat in diesem Abschnitt ist Theorem 4.3.9. Hiernach sind die Kategorien
der fs valuativen Log-Schemata und der fs Log-Schemata lokalisiert an Log-Aufblasungen
dquivalent. Dies ist das Analogon zu einem beriihmten Theorem von Raynaud in der rigid
analytischen Geometrie, wonach die Kategorien der rigiden Rédume und der formellen
Schemata lokalisiert an formellen Aufblasungen dquivalent sind.

Konvention. - Alle Schemata sind lokal noethersch.

- Alle (valuativen) Log-Schemata sind im Folgenden fs.

Fiir das weitere Vorgehen benotigt man einige Definitionen aus [40]. Man sieht leicht, dass
die folgenden Definitionen von kombinatorischen Ox-Moduln und t-Flachheit mit denen
in loc. cit. tibereinstimmen. Weitere Details findet man in (1.6, 2.1, 2.2 in [40]).

Definition 4.3.1. FEs sei X ein fs Log-Schema.

1. Ein Ox-Modul IC heifit kombinatorisch, wenn es étale lokal quasikohdrente M x -
Untergarben A; C M, i = 1,2 gibt, so dass ein Isomorphismus existiert

K ~ (A @y Ox)/(As @y Ox).

2. Ein quasikohdrenter O x-Modul F heifst t-flach, wenn fir alle kombinatorischen Oy -
Moduln K die folgenden hoheren Torsionsgruppen verschwinden:

Tor?* (K, F) =0, i>0.
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Bemerkung 4.3.2. Man sieht, dass ein Ox-Modul F genau dann t-flach ist, wenn
K— K Koy F
ein exakter Funktor auf der Kategorie der kombinatorischen Ox-Moduln ist.

Proposition 4.3.3. Es sei ¢ : Y — X ein Log-Modifikation von fs Log-Schemata und F
ein t-flacher Ox-Modul. Dann ist das Pullback o*F ein t-flacher Oy -Modul.

Beweis. Man reduziert die Behauptung auf den Fall, dass X das Spektrum des Ringes R
ist, die Log-Struktur eine Karte M — My mit M® ~ Z" hat und Y das Spektrum von
R ®)y; N ist mit N einem M-Untermonoid von M®P und der induzierten Log-Struktur.

Es seien K ein kombinatorischer R ®j; N-Modul und F' der t-flache R-Modul, der F
induziert. Man wihlt eine projektive Auflosung 0 <— F' < F,. Weil F' t-flach ist, liefert
Tensorierung mit N eine projektive Auflésung von dem R ®,, N-Modul F ®,; N

0 F®y N <+ F,)y N.
Nun hat man aber eine kanonische Isomorphie
F. ®RK ~ (F. ®M N) ®R®MN K

Die Kohomologiegruppen dieser Komplexe sind die héheren Torsionsgruppen von F' bzw.
F®y N. Aus (Proposition 1.5.4 in [40]) erhdlt man weiterhin, dass K eine direkte Summe
kombinatorischer R-Moduln ist. Somit hat man wie gewiinscht

Tor®N(F @y N, K) = H(F, @ K) = 0 fiir i > 0.

Wie in der klassischen algebraischen Geometrie definiert man:

Definition 4.3.4. Es seien X ein fs Log-Schema und o7 : X; — X eine Log-Aufblasung.

1. Der Ausnahme-Divisor der Log-Aufblasung D(Z) C Xz ist das Urbild unter pz des
abgeschlossenen Unterschemas in X, das durch I definiert ist.

2. Es seien weiterhin F ein quasikohdrenter Ox -Modul und L7, (p7F) die Untergarbe
von 5 F aller Schnitte mit Support in D(Z).

Die strikte Transformation von F unter der Log-Aufblasung ist der Ox,-Modul
(07 F) " = @3 F L ppy (97 F).

Man benétigt das folgende Lemma:

Lemma 4.3.5. Es seien S ein Schema, M ein Monoid mit M® ~ 7", X = Spec(Og[M])
das zugehorige torische Log-Schema und F ein t-flacher Ox-Modul.

Dann gilt fir jede Log-Aufblasung ¢y : X; — X an einem Bruchideal I C M?®P:

(01F)" = 01 F
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Beweis. X ; wird iiberdeckt von affinen torischen Log-Schemata Spec(Og[N]) mit M C N
und N&P = M8&P. Wegen der t-Flachheit erhélt man eine Injektion

F ®og(m] Og[N] — F ®og(m] Og|MP®P].

Hieraus erhdlt man unmittelbar die Behauptung. O

Sehr wichtig ist das folgende Flattening-Theorem von Thompson (Korollar 3.3.5 in [40]).

Theorem 4.3.6. Es seien X ein quasikompaktes fs Log-Schema und F ein kohdrenter
Ox-Modul. Dann existiert eine Log-Aufblasung o7 : X; — X, so dass die strikte Trans-
formation (% F)* ein t-flacher Ox, -Modul ist (siche Definitionen 4.3.4, 4.5.1).

Mit dem Flattening-Theorem kann man die folgende wichtige Proposition beweisen:

Proposition 4.3.7. Es seien X ein quasikompaktes fs Log-Schema und F ein kohdrenter
Ox-Modul. Dann existiert eine Log-Aufblasung X; — X, so dass gilt:

Bildet man eine weitere Verkettung von Log-Aufblasungen
Z-Y — X,
und ist G das Pullback von F nach Y, so gilt fir die héheren direkten Bilder
0.0 G =G, R0, oG =0 firn>1.

Bemerkung 4.3.8. Diese Proposition gilt allgemeiner fiir Kompositionen von Log-Modifi-
kationen Z LN Y — X/, wobei ¢ eine eigentliche Log-Modifikation ist.

Beweis. Die Behauptung ist offensichtlich lokaler Natur bzgl. X. Mit Hilfe einer Karte
und via Pullback von F reduziert man die Behauptung auf den torischen Fall

X = Spec(Og[N)).
Man wéhlt eine Darstellung des kohdrenten Ox-Modul F:
0=-K—=0% —-F—=0.

Dann ist I ein kohédrenter Ox-Modul. Nach Theorem 4.3.6 existiert daher eine Log-
Aufblasung p7 : X; — X, so dass die strikte Transformation (¢7/C)*" t-flach ist.

Anwendung von ¢% auf die obige kurze exakte Sequenz liefert die exakte Sequenz
ok L on s i F 0.

Der Kern der Abbildung f besteht aus den Schnitten von @3 mit Support in dem
Ausnahme-Divisor. Somit erhélt man die kurze exakte Sequenz

0= (¢7K)* — 0%, = ¢z F = 0. (4.2)

Es seien ¥ — X/, ¢ : Z — Y Log-Aufblasungen. Es sei G das Pullback von F nach Y.
Man muf} zeigen, dass fiir die héheren direkten Bilder von ¢*G gilt

00" G=G, R'p,p*G=0 fiir n>1.
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Der Einfachheit halber betrachtet man nur den Fall Y = X ;. Den allgemeinen Fall kann
man mit Proposition 4.3.3 hierauf reduzieren. Man schreibt £ = (¢%K)**. Die Anwendung
von ¢* auf die kurze exakte Sequenz (4.2) liefert die exakte Sequenz

O L—= 0 = "G — 0.

Nach Konstruktion ist £ t-flach und somit stimmt ¢*£ nach Lemma 4.3.5 mit seiner strikt
Transformierten iiberein. Folglich hat man eine kurze exakte Sequenz

0= ¢"L—=>0, = ¢'¢g—0.
Die Anwendung von ¢, auf diese kurze exakte Sequenz gibt die lange exakte Sequenz

0 — 0L — 0, 0% — p.0*G —

—s R, "L — R 0, 0% — R 0,0"G — -+
Man mufl nun die hoheren direkten Bilder analysieren. Zum einen gilt
(P*OZ = Oy, Rn(p*(’)z :0, n > 0.

Falls die Basis ein Korper ist, folgt dies aus (Korollar 1 in [22], §3, Kapitel I). Den
allgemeinen Fall kann man mit (Korollar 6.9.10 in [43]) hierauf reduzieren.

Die Berechnung der hoheren direkten Bilder von ¢* £ kann auf die von Oy zuriickfiihren.
Denn ¢*L ist nach Konstruktion als Oy-Modul t-flach. Somit gilt

Tor?Y (04, L) =0, i > 0.

Hierfiir benutzt man, dass Z eine Log-Modifikation von Y ist. Daher degeneriert die
Hypertor-Spektralsequenz in (Proposition 6.9.8 in [43]) und man erhilt

R" 0.0 L = (R" ¢.0z) ®o, L.
0

Das néchste Theorem kann mit Fug und Recht als Fundamentalsatz dber fs valuative
Log-Schemata bezeichnet werden. Es hat viele Konsequenzen.

Theorem 4.3.9. Die Kategorien der quasikompakten, quasiseparierten fs valuativen Log-
Schemata und der quasikompakten, quasiseparierten fs Log-Schemata lokalisiert an Log-
Aufblasungen kohdrenter Log-Ideale sind dquivalent.

Beweis. Dies folgt aus Proposition 4.3.7 und Korollar 4.2.11. O

Bemerkung 4.3.10. In [20] hat Kato ein schwécheres Theorem bewiesen, indem er le-
diglich Schemata betrachtet, die lokal von endlichem Typ iiber einer festen Basis sind
(Theo 3.3.4 in [20]). Durch Proposition 4.3.7 wird diese Einschrinkung iiberfliflig.

Beispiel 4.3.11. Man betrachtet das torische Log-Schema X = Spec(C[N?]). Es sei X"
der maximale offene Unterraum von X' der iiber dem abgeschlossenen Stratum von X
liegt. Die Verklebung zweier Kopien von X' entlang X liefert dann ein fs valuatives
Log-Schema, das nicht quasisepariert ist und kein ganzes Modell besitzt.
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Man erhilt die folgenden Korollare zu Theorem 4.3.9:

Korollar 4.3.12. Es existieren alle Faserprodukte fs valuativer Log-Schemata.

Beweis. Es seien X, — S, ¢ = 1,2 Morphismen von fs Log-Schemata. Dann ist wegen der
Universalitdt des assoziierten valuativen Log-Schemas in Theorem 4.2.1

(X, xg Kz)val

das Faserprodukt der induzierten Abbildungen X7* — S**. Den allgemeinen Fall kann
man mit Theorem 4.3.9 hierauf reduzieren. ]

Korollar 4.3.13. FEigenschaften von Abbildungen von fs Log-Schemata, die unter Log-
Aufblasungen stabil sind (wie eigentlich, projektiv), kann man auch fir quasiseparierte,
quastkompakte Abbildungen fs valuativer Log-Schemata definieren.

Korollar 4.3.14. Lokale Eigenschaften von Abbildungen von fs Log-Schemata, die unter
Log-Aufblasungen stabil sind (wie lokal von endlichem Typ, log-glatt) kann man auch fir
Abbildungen fs valuativer Log-Schemata definieren.

Die néchste Definition liefert einen Ersatz fiir die klassische fppf Topologie.

Definition 4.3.15. Es sei G ein fs valuatives Log-Schema.

Der log-fqe Situs Log-fqe(&) hat als Objekte die fs valuativen Log-Schemata X iber &
und die Morphismen sind die offensichtlichen. Die Topologie auf Log-fqe(&) wird erzeugt
von allen surjektiven log-fqe Familien (X; — X) tber &.

Sehr wichtig ist das folgende Theorem von K. Kato (Theorem 4.1.2 in [20]). Es ist das
log-fqe-Analogon von Katos Theorem 3.3.16, welches sich auf die Ku-fqe-Topologie be-
zieht.

Theorem 4.3.16. Die Topologie auf Log-fqe(S) ist gréber als die kanonische Topologie,
d.h. fir emn fs valuatives Log-Schema X dber & hat man eine log-fqe Garbe:

MOI‘@,( . ,i)

Bemerkung 4.3.17. Es sei X — S eine Abbildung von fs Log-Schemata. Dann induziert
eine epimorphe Ku-fqe Familie (X, — X)) iiber S eine log-fqe-Uberdeckung

(Kzal N Kval)'
Anders ausgedriickt hat man einen stetigen Morphismus von Siten
Log-fqe(S**) — Ku-fqe(S).

4.3.18. Es seien X — S ein Morphismus von fs Log-Schemata und F ein kohérenter
Ox-Modul. Man erhilt dann den kohédrenten O yva-Modul

F @0y Oxv = Im(F @0y Ox,).
T
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Betrachtet man speziell die Log-Differentiale {2x /g (Definition 3.1.1), so ist
Qi/ﬁ ®OX Oxval

unabhéngig von der Wahl des ganzen Modells X. Denn Log-Aufblasungen sind log-étale
und somit gilt nach Proposition 3.1.2 kanonisch

QXZ/EJ = QX/Q ®ox OXI'

Man kann daher ganz allgemein fiir eine Abbildung fs valuativer Log-Schemata X — &
den Ox-Modul der Log-Differentiale 2x,s definieren.

Man kann zeigen, dass {1x/g analoge Aussagen wie {1y /¢ in Proposition 3.1.2 erfiillt.

Insbesondere ist Qx/g lokal frei, falls die Abbildung X — & log-glatt ist.
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Kapitel 5

Log-Gruppen

5.1 Allgemeine Fakten

Eine Log-Gruppe ist im wesentlichen eine Gruppe fs valuativer Log-Schemata. In diesem
Abschnitt werden hauptséchlich grundlegende Definitionen vorgegeben.

Konvention. - Im Folgenden sind alle Schemata lokal-noethersch.
- Die (valuativen) Log-Schemata sind in der Regel fs.

- Man wdhlt als Basis ein festes fs Log-Schema S.

- Man betrachtet S als Log-Schema mit der trivialen Log-Struktur.

5.1.1. Es folgt eine Wiederholung einiger wichtiger Notationen und Fakten.

- Einem fs Log-Schema ohne Selbstiiberschneidung kann man folgende Daten zuordnen:
1. das assoziierte valuative Log-Schema X** und
2. den assoziierten Ficher, Polyederkegelkomplex F(X) bzw. Keg(X).

- Allgemein werden valuative Log-Schemata X mit Frakturbuchstaben notiert.

- Im Folgenden wird intensiv das fundamentale Theorem 4.3.9 benutzt.

Die néchste Definition ist der Dreh und Angelpunkt des ganzen Kapitels:

Definition 5.1.2. Eine Log-Gruppe 2 iber S ist ein Gruppenobjekt in der Kategorie
der fs valuativen Log-Schemta iber S** mit folgenden Eigenschaften:

1. A — S¥ ist quasisepariert.
2. A — S¥ st lokal von endlichem Typ.

Beispiel 5.1.3. Es sei A ein quasisepariertes Gruppenschema lokal von endlichem Typ
iiber S. Dann ist A xg S* eine strikte Log-Gruppe iiber S*¥.
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Es sei 2 eine quasikompakte Log-Gruppe iiber S, so dass f : % — S™ eine strikte
Abbildung ist, d.h. es gilt fiir die induzierte Abbildung der Strukturgarben

f*MSval L} MQ{

Nimmt man weiterhin an, dass die Basis S quasikompakt ist, so folgt aus Theorem 4.3.9,
dass nach Ubergang zu einer Log-Aufblasung S; — S eine strikte Abbildung von fs
Log-Schemata A — S existiert, welche folgende Eigenschaften hat:

1. A ist ein klassisches Gruppenschema iiber Sz.

2. U ist als Log-Gruppe iiber S*¥ isomorph zu A xg S*2.

Allgemeiner kann man mit Theorem 4.3.9 zeigen:

Proposition 5.1.4. Es sei S ein quasikompaktes, quasisepariertes fs Log-Schema.

Dann sind die Kategorien der quasikompakten quasiseparierten strikten fs valuativen Log-
Schemata dber S* und der quasikompakten quasiseparierten strikten fs Log-Schemata
iber einer Log-Aufblasung Sy lokalisiert an Log-Aufblasungen der Basis (1) dquivalent.
Hierbei bedeutet (1), dass die Abbildungen von Log-Schemata

Xxiﬁl——)XJ

die induziert sind durch eine Log-Aufblasung invertierbar werden.

Man erhilt das folgende Korollar:

Korollar 5.1.5. Man kann Figenschaften quasikompakter klassischer Gruppenschemata,
die invariant sind unter Basiswechseln (zum Beispiel nur von den geometrischen Fasern
abhdngen) auch fir quasikompakte strikte Log-Gruppen definieren.

Es seien R ein diskreter Bewertungsring und A ein abelsches Schema iiber Quot(R). Das
Neron-Modell N(A) ist ein Gruppenschema iiber R, dessen spezielle Faser im allgemeinen
nicht zusammenhéngend ist. Die nichste Proposition ist in gewisser Weise das Analogon
zu der Konstruktion der Nullkomponente von N(A).

Proposition 5.1.6. Es sei A ein quasikompakte log-glatte Log-Gruppe iber S*. Dann
existiert eine eindeutige offene Log-Untergruppe & C A mit folgenden Eigenschaften:

1. & ist strikt und quasikompakt iber S'.

2. Die geometrischen Fasern von & iber ' sind zusammenhingend.

Hierbei ist 2.) im Sinne von Korollar 5.1.5 zu verstehen.

Definition 5.1.7. Im Folgenden heifit & der strikte Anteil von 2.
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Beweis. Ohne Einschrinkung sei S und damit auch 2 quasikompakt und quasisepariert,
so dass A/S" ein fs ganzes Modell A/S besitzt. Dann ist der Nullschnitt von 2 nach
geeigneten Log-Aufblasungen induziert durch einen strikten Schnitt

0:5— A

Zuniichst konstruiert man hierfiir einen Schnitt 0, der nicht notwendig strikt ist. Dann
sieht man, dass die induzierte Abbildung der assoziierten Fécher

F(0) : F(S) — F(4)

eine Fan-Modifikation ist. Ohne Einschrinkung kann man annehmen, dass diese Fan-
Modifikation eine Ausdehnung zu einer Fan-Aufblasung hat. Die Behauptung folgt dann,
weil die Abbildung 0 eine eindeutige Faktorisierung hat

0:5 — Axpu F(S) — 4,

wobel 0 nach Konstruktion ein strikter Schnitt ist.

Man sieht weiterhin, dass Striktheit eine offene Bedingung auf ist. Es sei A** der maximale
strikte offene Unterraum von A iiber S. Nun sind fiir eine strikte Abbildung Log-Glattheit
und klassische Glattheit fiquivalente Eigenschaften. Insbesondere ist A% — S klassisch
glatt. Aus (Korollar 15.6.5 in [44]) folgt, dass ein maximales offenes Unterschema G C A%
existiert, das den Schnitt 0 enthélt und faserweise zusammenhéngend ist.

Es ist nicht schwierig zu sehen, dass der induzierte offene Unterraum von 2
Q = (G X g §)val

invariant unter der Multiplikation und Inversion ist. Somit ist & eine strikte offene Log-
Untergruppe von 2 und die Behauptung folgt. O

Bemerkung 5.1.8. Ist das Log-Schema S valuativ (<= My, = 0 oder My, = N), so
ist der strikte Anteil & — 2 ein gewOhnliches Gruppenschema G iiber S.

Ganz analog wie (Korollar 3 in [5], Kapitel 4) zeigt man die folgende Proposition.
Proposition 5.1.9. Es sei 2 eine Log-Gruppe tber S und Og : Sval s A der Nullschnitt.
Dann wird Qg gva erzeugt von den invarianten Log-Differentialformen

wy = 05829/ gvar,
d.h. man hat einen kanonischen Isomorphismus

Qg/ﬁval ;> LL)g ®o OQ[

S val

5.2 Algebraische Log-Tori

Es seien 1" ein Torus und 7" < P projektive torische Varietit iiber einem Koérper k. Dann
tragt P eine kanonische Log-Struktur. Die Gruppenstruktur auf 7" hat eine eindeutige
Fortsetzung auf P, Man bezeichnet daher P*? als einen Log- Torus.
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Die Log-Tori werden die Grundbausteine fiir die Konstruktion weiterer Log- Gruppen sein.
Im Gegensatz zu den klassischen sind die logarithmischen Tori stets isotrivial.

Man betrachtet zunéchst den logarithmischen Einheitenfunktor:
MEP X — T'(X, M)

von der Kategorie der valuativen Log lokal geringten Rédume in die abelschen Gruppen.
Der Funktor M®P besitzt den offenen Unterfunktor M* = O, der darstellbar ist durch
das Schema Gy, 7. Man beachte, dass Spec(Z) das terminale Objekt ist.

Die folgende Proposition ist das analoge Resultat in der logarithmischen Geometrie. Die
Aussage findet man auch in (Proposition 2.1.2 in [20]), jedoch ohne Beweis.

Proposition 5.2.1. Der Funktor M® ist darstellbar durch das valuative Log-Schema Py,
wobei man Schnitte 0,1, 00 € PL(Z) fiziert hat und die Log-Struktur definiert ist durch

Mpi = M(log D) mit dem Divisor D =0+ oco.

Beweis. Die Garbe ME} besitzt den kanonischen globalen Schnitt spi. Es seien X ein
Z

valuativer Log-geringter Raum und s ein globaler Schuitt in I'(X, M%’). Man mu8 eine
Abbildung Log geringter Réume angeben ¢ : X — P} mit SpL > S.

Den topologischen Teil der Abbildung definiert man wie folgt: Die Punkte x € X mit
sy € My, bilden eine offene Teilmenge U*. Weil der Funktor O* durch das Schema
Gy z darstellbar ist, erhélt man eine kanonische Abbildung

olux 1 U = G z.
Die abgeschlossenen Teilmengen U° (bzw. U™) aller Punkte x € X mit
50 € MY, (bzw. syt e M%)
wird auf den k(z)-wertigen Punkt 0 € P} (bzw. oo € P}) abgebildet. Hierfiir benutzt man

wesentlich, dass die Halme M x , valuative Monoide sind.

Die Abbildung der Strukturgarben sowie die Eindeutigkeit von ¢ sind evident. O

5.2.2. Man benotigt weiterhin einige Fakten {iber Toruseinbettungen. Eine gute Quelle
hierfiir ist (Kapitel I in [22]), zumindest fiir Toruseinbettungen iiber Kérpern. Fiir diskrete
Bewertungsringe weicht die Definition in loc. cit. von der in dieser Arbeit ab.

Eine Toruseinbettung tiber dem Schema S besteht aus einem flachen Schema P, welches
von endlichem Typ tber S ist, einem S-Torus T, einer Operation von T auf P und einer
T-equivarianten offenen Imersion T — P dber S. Man fordert weiterhin (im Gegensatz
zu [22]), dass fir die Fasern dber einem Punkt s € S gilt: Ty ist ein dichter Teil in P;.

Es besteht der folgende enge Zusammenhang zwischen affinen Toruseinbettungen und
Monoiden. Hierfiir sei 1" zerfallend mit Charaktergruppe A ~ Z". Ist dann M ein fs
Untermonoid von A, der M®& = A erfiillt, so erhélt man die Toruseinbettung

T = Spec(Og[A]) = Spec(Og[M]).
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Fiir die Konstruktion nichtaffiner Toruseinbettungen betrachtet man den R-Vektorraum
A} = Hom(A, R).

Es sei (0;) eine Familie rationaler Polyederkegel in Ay, die einen Polyederkegelkomplex
bilden. Eine solche Familie hei8t rationale Unterteilung von Aj. Sind dann

Mi = HOIH(O'Z',RZ()) NA
die zugehorigen dualen Monoide, so verkleben die affinen Toruseinbettungen
T — P; = Spec(R[M;))

zu einer Toruseinbettung 7" — P. Ferner ist P iiber S genau dann eigentlich, wenn der
Vektorraum Ay} von den Polyederkegeln o; iiberdeckt wird.

Definition 5.2.3. Eine S-Toruseinbettung 1" — P heifit torisch oder auch ein torisches
Schema, wenn sie étale lokal bzgl. S von der obigen Form ist.

5.2.4. Der Zusammenhang zwischen torischen und Log-Schemata ist evident:

- Ein torisches Schema T < P trégt eine kanonische fs-Log-Struktur Mp. In dem affinen
Fall P = Spec(Og[M]) ist diese assoziiert zu der kanonischen Prilog-Struktur

- Ist S zusammenhdngend, so stimmt der assoziierte Polyederkegelkompler Keg(X) auf
kanonische Weise mit der rationalen Unterteilung (o;) von Ay in 5.2.2 dberein.

Weil diese Aussage eine gewisse Bedeutung hat, folgt nun ihr Beweis:
Beweis. Die Charaktere A € A definieren kanonische globale Schnitte in I'(P, M ).
Nun folgt aus den Eigenschaften des assoziierten Féchers F' = F(P) in Theorem 2.3.2

L(P, M%) =T(F, M%).

Wegen Keg(X) = F'(R>() und A§ = Hom(A, R) erhdlt man durch Auswertung der A € A
als Schnitte in I'(F, M%) eine kanonische Abbildung

Keg(X) — Ag.

Es ist nicht schwierig zu sehen, dass diese Abbildung injektiv ist und dass hierdurch
Keg(X) mit der rationalen Unterteilung (0;) in 5.2.2 iibereinstimmt. O

- Die Schnitte f € T'(P, M%) kann man kanonisch identifizieren mit:

1. Schnitten f € ['(F, M%¥), F = F(X).

2. stiickweise linearen Funktionen f : Keg(X) — R (1.3.4).

- Man hat einen kanonischen injektiven Homomorphismus
(P, M%)/A — H'(P,0F) = Pic(P),
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den man durch Auswertung der kanonischen kurzen exakten Sequenz
1= 05 > MP > MP —1

mit dem globale Schnitte Funktor I'( P, -) erhilt.

- Ein Schnitt f € I'(P, M%) induziert genau dann eine ample invertierbare Garbe auf P,
wenn die zugehorige stiickweise lineare Funktion f : Keg(P) — R streng konvez ist. Dies
bedeutet, dass fiir jede Zelle 0 C Keg(P) ein Charakter A € A existiert mit

A> f auf Keg(P)—o0 und A= f auf o.

FEine solche Funktion f : Pol(V)) — R heifsit Polarisierungsfunktion von Pol(V).

Bemerkung 5.2.5. Wichtig fiir das Folgende ist, dass ein isotrivialer Torus T eine pro-
jektive torische Kompaktifizierung T' — P besitzt. Dies sieht man wie folgt:

Beweis. Ohne Einschrinkung sei das Schema S zusammenhéngend. Es seien A die Cha-
raktergruppe und s ein geometrischer Punkt und Az die geometrische Faser. Dann operiert
die Fundamentalgruppe 7 (S, 5) auf dem Vektorraum

A = Hom(Ag, R).

Weil T isotrivial ist, faktorisiert diese Operation iiber einen endlichen Quotienten. Man
konstruiert daher leicht eine (.S, §)-equivariante Polyederkegelzerlegung Y von Ay mit
einer equivarianten Polarisierungsfunktion f : A} — R (siehe 5.2.4). Es sei S” — S eine
étale Uberlagerung, iiber welcher der Torus 7" = T'x ¢S’ zerfillt. Dann induzieren ¥, f eine
projektive torische Kompaktifizierung 7" — P’ zusammen mit einer amplen invertierbaren
Garbe L' hierauf, die kanonische Abstiegsdaten tragen. Durch amplen étalen Abstieg
(Theorem 7 in [5], Kapitel 6) erhélt man die Behauptung. O

Bemerkung 5.2.6. In dem Full, dass die Basis S das Spektrum eines Korpers oder eines
diskreten Bewertungsrings (R, ) ist, ist jede Toruseinbettung T — P torisch.

Fiir einen Korper ist diese Aussage vollstéindig in [22] bewiesen. Fiir einen diskreten
Bewertungsring fehlt der Beweis. Weiterhin weicht die Definition einer Toruseinbettung
in dieser Arbeit von [22] ab. Daher wird dieser Fall nun bewiesen:

Beweis. Der entscheidene Punkt des Beweises ist Sumihiros Theorem (Theorem 5 in [22],
§1). Hiernach hat jeder Punkt in P eine affine offene Umgebung Spec(A), die T-invariant
ist. Der Beweis von loc. cit. ist zwar nur fiir einen Korper als Basis angegeben, fiir einen
diskreten Bewertungsring beweist man das Theorem aber ganz analog.

Es seien K der Quotientenkoérper von A und A die Charaktergruppe von 7. Ohne Ein-
schrankung zerfalle der Torus. Dann kann man die R-Algebra A in die Eigenrdume unter
der T-Operation zerlegen und erhilt eine Darstellung

A:@AA.

AEA

Weil (R, 7) ein diskreter Bewertungsring ist, hat man die beiden nichttrivialen Fille
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1) Ay=K-)\
2) Ay=R-7wl-)\ fiirein/ €Z.

Die Monome \ - 7%, die in A enthalten sind, bilden einen fs Untermonoid
McA®Z,

der {0} & N enthélt und M8 = A @ Z erfiillt. Die ganze Zahl I in der Gleichung in 2.)
Ay = R-7!- )\ ist das Minimum aller i € Z mit \ - 7% € A.

Man zeigt nun, dass ein fs Untermonoid N C A existiert mit
M~N®N.

Denn in dieser Situation ist A = R[N] und die Behauptung folgt.
In dem Fall K C A (& die spezielle Faser ist leer) ist dies trivial.

Ansonsten ist die Reduktion modulo 7 eine Toruseinbettung T < Spec(Ap). Dann kann
oben nur der zweite Fall auftreten. Fiir den fs Monoid N = M N A gilt ferner N&* = A.
Schreibt man dann A = A\;/\y mit \; € N und ist Ay = R - m, so erhilt man

m-Ay =\ -7 = 0mod 7*.

Es ist Ag = A/(7) ein Integritétsbereich. Denn A ist normal und flach {iber S und somit
hat Ay keine eingebetteten Primideale und weiterhin ist 7§ ein dichter offener Teil von
Spec(Ap). Nun sind aber m, A # 0 mod 7 und somit ist £ = 0 und m € N. O

Die folgende Proposition liefert weitere nichttriviale Beispiele fiir Log-Gruppen:

Proposition 5.2.7. Es sei T ein isotrivaler S-Torus mit Charaktergruppe A.

1. Auf der Kategorie der fs valuativen Log-Schemata iber S ist der Funktor
Homg (A, M?®P)
darstellbar durch eine projektive, log-glatte Log-Gruppe P'™ iiber S.
2. Fiir einen étalen T-Torsor H existiert das Amalgam P11, H.

3. Ist weiterhin 1 - T — G — B — 0 eine Erweiterung des abelschen S-Schemas B,
so existiert das Pushout in der Kategorie der Log-Gruppen G & P2,

Die folgende Definition dréngt sich nun férmlich auf:

Definition 5.2.8. Es heifit P bzw. Homg (A, M?®P) ein Log-Torus iber S.

Beweis. Zu 1.) Man wihlt eine projektive torische Kompaktifizierung 77 — P. Eine
solche existiert nach Bemerkung 5.2.5, weil der Torus 7" isotrivial ist. Man versieht P mit
der kanonischen fs Log-Struktur. Dann stellt P* den gewiinschten Funktor dar:

Fiir einen zerfallenden Torus 7" erhélt man dies aus Proposition 5.2.1. Fiir einen nichtzer-
fallenden Torus folgt dies via étalen Abstieg aus Katos Theorem 4.3.16. Denn hiernach
ist P* eine Garbe bzgl. der log-fqe Topologie.
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Die weiteren Eigenschaften von P sind evident.

Zu 2.) Wie in 1.) reduziert man die Behauptung auf den Fall, dass der Torus zerfillt.
Man beachte, dass die invertierbare Garbe £’ in dem Beweis von Bemerkung 5.2.5 sowohl
unter der Galoisoperation als auch unter der 7T-Operation equivariant ist.

In diesem Fall ist die Konstruktion von P I H aber trivial.

Die letzte Aussage erhélt man aus der zweiten. O

5.2.9. Zum Schluf} dieses Abschnitts werden noch vertikale Log-Gruppen behandelt.
Man zeigt hierfiir zunéchst, dass Vertikalitéit eine offene Bedingung ist:

Es sei X — S eine Abbildung von fs Log-Schemata. Weiterhin seien v € Xl gy e gv
mit v — u gegeben, so dass der Homomorphismus der Halme vertikal ist:

P - Mival,u — Mival,,u - Q

Man zeigt, dass eine Log-Modifikation ¥ — X existiert, die vertikal {iber S ist und so
dass gilt v € Y"¥ ¢ X"¥ Wie folgt konstruiert man diese Log-Modifikation:

Es seien z € X, s € S die unterliegenden Punkte von v bzw. v und M, N die Halme
Mx  bzw. Mg . Es sei ¢ : N < M die induzierte Abbildung.

Dann induziert v eine Bewertung v : M — (). Ohne Einschréinkung sei die Bewertung v
nichttrivial, ansonsten hat man den trivialen Fall M = N = 0.

Nach Korollar 4.1.5 ist v die Spezialisierung einer diskreten Bewertung
w: M —NCRs.

Durch Komposition erhilt man einen Homomorphismus von Monoiden
N 25 M -5 Ry,

der wegen der Vertikalitdt von P < ) ebenfalls vertikal (< nichttrivial) ist.

Man muf} nun einen rationalen Polyederkegel konstruieren
¥ C HOHI(M, Rzo),

der die folgenden Eigenschaften besitzt:

1. Es enhélt ¥ eine offene Umgebung von v.

2. Es ist ¥ vertikal iiber Hom(N,R>¢), d.h. man hat eine Abbildung

¥t = HOIH(N, R20)+.

Die induzierte Log-Modifikation X Xgegx) 2 hat dann die gewiinschten Eigenschaften.
Man beachte, dass Hom(M, R>g) eine abgeschlossene Zelle in Keg(X) ist.

Weil Vertikalitéit eine offene Bedingung ist, erhdlt man:
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Proposition 5.2.10. Die Inklusion der vertikalen valuativen Log-Schemata in die Log-
Schemata, jeweils diber der Basis S, hat einen rechtsadjungierten Funktor

iHin-

Hierbei ist X°° der grifte iber S wvertikale offene Unterraum von X.

Hieraus erhilt man das folgende Korollar:

Korollar 5.2.11. FEs seien T — P ein projektives torisches Schema dber S und A die
Charaktergruppe von T. Dann stellt der vertikale Teil (PY)"* € PY den Funktor

Homg (A, M®P)
auf der vollen Unterkategorie der vertikalen valuativen Log-Schemata iber S dar.

Bemerkung 5.2.12. Es sei S ein Log-Schema mit konstanter Charakteristik Mg = 7'\,
Die kategorischen Punkte (IPg)"*(X) entsprechen Schnitten f € I'(X, M%) mit

flm* und 7!|f fiir geeignete k,l € N.

Dies liefert eine andere Moglichkeit die vertikalen Einheiten (Pg)"* zu definieren. In (Pro-
position 7.2.2 in [36]) und (Proposition 2.2.1 in [20]) findet man diese Definition.

Bemerkung 5.2.13. Es sei S ein Log-Schema mit konstanter Charakteristik Mg = 7'\
Weiterhin seien A ~ Z" ein Gitter und P" der zerfallende Log-Torus iiber S

Homg (A, M?®P).
- Ist S zusammenhdngend, so entsprechen die ganzen Modelle V des vertikalen Teils
g _ (Bval ><Sﬁ)vt

den rationalen Polyederzerlegungen des Vektoraums Aj = Hom(A, R).

- Weiterhin kann man den assoziierten Polyederkomplex Pol(V) auf kanonische Weise
mit der entsprechenden Polyederzerlegung von AY identifizieren.

Dies ist eine Variante der Ausfiihrungen in 5.2.2, 5.2.4. Uber einen diskreten Bewertungs-
ring (R,7) findet man eine Darstellung dieser Konstruktion in (§3 in [22], Kapitel IV).
Im allgemeinen Fall geht die Konstruktion ganz analog:

Man kann annehmen, dass die Log-Struktur eine Karte 7' — Mg besitzt. Man fafit
Elemente aus dem Gitter Z @ A auf als ganze lineare Funktionen auf dem Raum

Roo X Ag.
Ein rationaler Polyeder o C A} bestimmt dann einen fs Monoid
M,={meZaA\; m|R20.g > 0}.
Man erhilt dann V' durch Verklebung der Log-Schemata

Specg(Og @,n M,).
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Dass man Pol(V) mit der Polyederzerlegung von Ay, identifizieren kann, sieht man wie in
5.2.4, indem man 7% @ A als Schnitte in ['(F, M%) und F = F(V) interpretiert.

- Nach Bemerkung 3.4.6 gilt weiterhin, dass V' genau dann saturiert ist iiber k£, wenn die
nulldimensionalen Zellen von Pol(V') in dem Gitter AY C A} enthalten sind.

Die folgenden Abbildungen skizzieren Pol(P), Pol(V) in dem Fall A = Z, P = P},

lav

Beispiel 5.2.14. Man betrachtet einen diskreten Bewertungsring R mit K = Quot(R)
und die multiplikative Gruppe T' = Gy, i. Diese besitzt ein Neron-Modell N(7) iiber R.
Es existiert dann eine equivariante, toroidale Kompaktifizierung

N(T) =V,

d.h. fir jede Erweiterung R — R’ ist die Abbildung V(R') — V(K') surjektiv.
Dann ist V ¥3 der vertikale Teil (P%)"*, wobei P} die Standard Log-Struktur trégt.

Fiir die explizite Konstruktion von V' wihlt man in Bemerkung 5.2.13 die kanonische
Polyederzerlegung von Ay, = R durch die Intervalle [n,n + 1], n € N.

5.3 Log-semiabelsche Schemata

In diesem Abschnitt werden endlich log-semiabelsche und log-abelsche Schemata definiert.
Uber einer Basis mit trivialer Log-Struktur erhélt man im abelschen Fall die urspriingliche
Definition. Im semiabelschen Fall besteht zumindest ein enger Zusammenhang.

Das Hauptergebnis in diesemm Abschnitt ist das fundamentale Theorem 5.3.9. Hiernach
st der strikte Anteil eines log-semiabelschen Schemas klassisch semiabelsch.

Als ein wichtiges Korollar erhdilt man, dass log-semiabelsche Schemata kommuativ sind.

Zunichst zu den grundlegenden Defintionen:
Definition 5.3.1. 1. Eine Log-Gruppe U iber S** heifit log-semiabelsch, wenn gilt:

(a) A — S* ist quasikompakt, eigentlich und log-glatt.

(b) Die geometrischen Fasern von 2 — S*? sind zusammenhdngend:

Fiir jeden Korper k mit Standard Log-Struktur k* @7 und jeden kategorischen
Punkt v € S(k) ist das folgende Faserprodukt zusammenhdingend.

2l X gvar Spec(k).

96



2. Ist A log-semiabelsch und vertikal, so heifit die Log-Gruppe 2 log-abelsch.

Bemerkung 5.3.2. Die abstrakte Bedingung an die geometrischen Fasern in der Defini-
tion ist dquivalent zu dem folgenden praktischen Kriterium:

Fiir einen Augenblick nimmt man an, dass S kombinatorisch regulér ist.

Es sei A ein fs ganzes Modell von 2 mit folgenden Eigenschaften:

1. Es existiert eine ganze Abbildung A — S, welche die Strukturabbildung induziert.

2. Der Nullschnitt von 2 ist induziert durch einen strikten Schnitt S — A.

Nach Theorem 3.3.17 existiert iiber einer geeigneten Log-Aufblasung von S ein ganzes
Modell mit diesen Eigenschaften, zumindest wenn S quasikompakt ist.

Man kann nun zeigen, dass die geometrischen Fasern von A™ — S* genau dann zusam-
menhdngend sind, wenn die Fasern von A — S zusammenhdngend sind.

Konvention. Die log-(semi)abelsche Log-Gruppen ebenso wie ihre ganzen Modelle nennt
man der Einfachheit halber log-(semi)abelsche Schemata.

Aus den Definitionen erhilt man:

Proposition 5.3.3. Log-(Semi)abelizitit ist stabil unter Basiswechseln.

Die folgenden Beispiele bringen etwas Licht in die Definitionen.

Beispiel 5.3.4. Es sei A log-abelsch iiber S mit der trivialen Log-Struktur. Dann tragt
auch A die triviale Log-Struktur. Somit ist A ein gewohnliches abelsches Schema.

Beispiel 5.3.5. Im log-semiabelschen Fall gilt die Aussage in Beispiel 5.3.4 nicht. Denn
ein Log-Torus Homg(A, M8P) ist log-semiabelsch iiber S mit der trivialen Log-Struktur.

Auf der anderen Seite ist ein klassisches semiabelsches Schema G' nicht log-semiabelsch.
Es sei denn, G ist eigentlich und damit ein gewohnliches abelsches Schema.

Beispiel 5.3.6. Eine strikte log-semiabelsche Log-Gruppe 2 ist im Sinne von Korollar
5.1.5 klassisch abelsch. Ist die Basis quasikompakt, so ist 2 nach Proposition 5.1.4 durch
ein gewOhnliches abelsches Schema induziert.

Beispiel 5.3.7. Dieses Beispiel stammt von K. Kato (§2.2 in [20]). Hier tauchte der
Begriff einer log-abelschen Varietét zum ersten Mal auf.

Es sei R ein diskreter Bewertungsring. Weiterhin sei £ eine semi-stabile degenerierende
elliptische Kurve iiber R. Man versieht R, E mit den Standard Log-Strukturen.

Kato machte nun die beiden folgenden Feststellungen (die erste ist trivial):
- Es ist E ein vertikales und log-glattes Log-Schema iiber R.
- Die Guppenstruktur der generischen Faser hat eine Fortsetzung auf E*2.

Man erhdlt somit, dass E ein log-abelsches Schema tiber R ist. Ev (oder manchmal auch
die spezielle Faser) heifst Tate-Kato Kurve [20)].
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Die Tate-Kato enthélt das Neron-Modell der generischen Faser als eine Untergruppe.

Ist R vollsténdig, so kann die klassische Tate-Kurve in der rigiden Geometrie via Raynauds
Theorem ganz dhnlich interpretiert werden: Die formelle Komplettierung an der speziellen
Faser F ist modulo formelle Aufblasungen eine Gruppe.

Bemerkung 5.3.8. Auch im hoéherdimensionalen Fall kann man zeigen, dass toroidale
Degenerationen abelscher Varietdten log-abelsch sind. Dies zeigt zum Beispiel die schone
Darstellung der Faltings-Chai Konstruktion in [23] ohne auf Details einzugehen. Die um-
gekehrte Frage, wann eine log-abelsche Varietit 2l Degeneration einer abelschen Varietét
ist, wird im total degenerierenden Fall in Theorem 5.7.12 beantwortet: Hierzu ist dquiva-
lent, dass 2 projektiv ist, d.h. eine projektives ganzes Modell hat.

Sehr wichtig fiir die Theorie der log-semiabelschen Varietiten ist das folgende Theorem.
Es zeigt, dass log-semiabelsche Schemata stets semiabelsche Reduktion haben.
Theorem 5.3.9. Es sei 2 eine log-semiabelsche Log-Gruppe iber S*™.

Dann ist der strikte Anteil & — U klassisch semiabelsch im Sinne von Korollar 5.1.5.

Hieraus erhélt man das folgende wichtige Korollar:

Korollar 5.3.10. Eine log-semiabelsche Log-Gruppe ist kommutativ.

Beweis. Das Zentrum von 2 ist eine abgeschlossene strikte Log-Untergruppe. Ferner
enthilt das Zentrum nach Theorem 5.3.9 eine offene Untergruppe. Weil die geometrischen
Fasern von U — S** zusammenhingend sind, folgt die Behauptung. O

Der Beweis von Theorem 5.3.9

Die strikte Log-Gruppe & ist nach Voraussetzung glatt iiber der Basis. Daher reicht
es nach Bemerkung B.0.18 zu zeigen, dass die geometrischen Fasern von & — S* se-
miabelsche Varietédten sind. Daher kann man annehmen, dass die Basis ein algebraisch
abgeschlossener Kérper k ist mit der Standard Log-Struktur 7 @ k*. In dieser Situation
ist & eine gewohnliche zusamenhéingende glatte k-Gruppenvarietit G.

Fiir den Beweis der Semiabelizitdt von G kann man offensichtlich Basiswechsel mit Ku-fqe
Erweiterungen k < k[/7] durchfithren (Definition 3.3.10). Am Rande sei erwéhnt, dass
k[/7] nicht von dem Parameter 7 abhiingt, weil &k algebraisch abgeschlossen ist.

Der Beweis des Theorems beruht auf der folgenden Konstruktion:

Konstruktion 5.3.11. Es sei A ein ganzes Modell von 2 ohne Selbstiiberschneidung.

Man betrachtet die kanonische Stratifizierung von A. Die Strata sind nach Theorem 3.2.10
glatte k-Varietdten. Man wéhlt fiir die Konstruktion ein festes abgeschlossenes Stratum
D C A und versieht es mit der Pullback Log-Struktur unter der kanonischen Inklusion
D — A, so dass die Charakteristik Mp eine konstante Garbe M ist.

Der assoziierte Polyederkegelkomplex Keg(A) besitzt als Zelle den Polyederkegel
Y= HOHl(M, Rzo)

98



Man wihlt eine diskrete Bewertung v : M — N (= surjektiven Homomorphismus), die
einen rationalen Punkt v in dem Inneren von X entspricht. Dieser Punkt erzeugt eine
rationale Halbgerade R>( - v in dem rationalen Polyederkegel X.

Es sei ¢ : 7 — M der kanonische Homomorphismus. Nach den Vorbemerkungen kann
man A ersetzen durch den fs Basiswechsel mit k < k[¢/7]. Wihlt man speziell

e =v(p(r)),
so kann man von Beginn der Konstruktion an annehmen, dass gilt
v(p(r)) = 1.
Die rationale Unterteilung Rsg - v von Keg(A) induziert eine Log-Modifikation
A, = A Xkeg(a) Rso - v.

Nach Theorem 3.2.10 ist das abgeschlossene Unterschema D definiert durch ein kohérentes
Ideal Pp C M 4. Man beachte, dass trivialerweise gilt

D = Stars(D).

Weil P, iiber A, von dem Parameter 7 erzeugt wird, faktorisiert die Abbildung A, — A
iber die strikte abgeschlossene Imersion D — A. Daher ist A, kanonisch isomorph zu

D, =D x5z Rey - .
Die Log-Modifikation D, ist wohldefiniert, denn es gilt Keg(D) = X.
Man bildet nun den k-Torus mit Charaktergruppe A = Ker(v8P : M8 — 7Z)
T = Homy (A, G,,).
Das unterliegende Schema von D, ist ein 1" x g D-Torsor und der Quotient ist
D,/T =5 D.

Nach Konstruktion ist v(¢(7)) = 1. Somit ist v eine Spaltung von . Weil k algebraisch
abgeschlossen ist, hat man folglich einen rationalen Log-Punkt p € A, (k).

Zusammengefafit erhélt man via Translation mit p kanonische [somorphismen

G- A, 5D,

Hiermit kann man nun endlich zeigen:

Proposition 5.3.12. Die k-Gruppenvarietit G ist eine Erweiterung einer abelschen Va-
rietdt durch den Torus T. Insbesondere ist G semiabelsch.

Beweis. Die Notation sei wie in obiger Konstruktion.

Nach obiger Konstruktion ist G' ein Torsor unter dem D-Torus 7" x; D. Die Charaktere
A € A sind nur bis auf Einheiten in £* definiert als Funktionen auf

G XD {0@}

99



Durch die Bedingung A\(0g) = 1 bestimmt man sie eindeutig. Hierdurch kann man 7" als
eine abgeschlossene Untervarietit von G auffassen.

Man benutzt nun einem bekannten Struktursatz von Chevally ([6], Exposé 8). Hiernach
ist die glatte, zusammenhingende Gruppenvarietit G eine Erweiterung

1 W-—->G—=B—=0

mit B einer abelschen Varietdt und W einer affinen linearen Gruppe.

Weil jede Abbildung von einer rationalen Varietét in die abelsche Varietdt B konstant ist,
induziert die Operation des Torus 1" auf GG eine kanonische Operation auf W. Der Quotient
W/T existiert und ist eine abgeschlossene und affine Untervarietéit in G/7T. Folglich ist
mit G/T ~ D auch W/T eine eigentliche Varietdt und besteht somit aus einem Punkt.
Insbesondere sind W, 1" als k-Varietidten kanonisch isomorph.

Angenommen W ist kein Torus. Dann ist der unipotente Anteil nichttrivial und somit
enthédlt W die additive Gruppe G, . Dies kann nicht sein, denn W ist als k-Varietét
isomorph zu einem Torus und bekanntlich ist jede Abbildung G, — Gy, konstant. [

Damit ist das Theorem 5.3.9 vollsténdig bewiesen. O
Als Anwendung erhilt man die folgenden beiden Korollare:
Korollar 5.3.13. Es sei G eine glatte zusammenhdngende Gruppenvarietit iber dem

Kérper k. Dann existiert eine toroidale log-semiabelsche Kompaktifizierung G — @), genau
dann wenn G eine semiabelsche Varietat ist.

Korollar 5.3.14. Es seien R ein diskreter Bewertungsring mit Quotientenkdrper K und
A, eine abelsche K -Varietit. Dann existiert eine toroidale log-abelsche Kompaktifizierung
A, — A, genau dann wenn A semiabelsche Reduktion hat.

Eine weitere wichtige Anwendung von Theorem 5.3.9 betrifft die stabil semiabelischen
Schemata von Alexeev in Anhang B. Man betrachtet hierfiir die folgende Situation:

Es seien 2 ein log-semiabelsches Schema iiber S" und & der strikte Anteil. Man wihlt
ganze Modelle A, G von 2 bzw. &. Nach geeigneten Log-Aufblasungen liefert die Log-
Gruppenstruktur auf 2 folgende zusétzlich Daten:

1. G ist ein klassisches Gruppenschema iiber S.
2. Man hat eine Operation von G auf dem Schema A.

3. Man hat eine equivariante offene Imersion G — A.

Diese Daten sind stabil unter fs Basiswechseln, wie man sieht.

Man erhilt nun das folgende Korollar zu Theorem 5.3.9.

Korollar 5.3.15. Nach einem fs Basiswechsel mit einer geeigneten surjektiven log-fqe
Abbildung ist G — A ein stabil-semiabelisches Schema iber S (Definition B.0.20).
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Beweis. Man wendet nun Theorem 3.3.17 an. Hiernach erreicht man durch fs Basiswechsel
mit einer geeigneten surjektiven log-fqe Abbildung, dass A — § saturiert ist.

Dann erfiillt G — A die Axiome in Definition B.0.20:
- Die geometrischen Fasern von A — S sind zusammenhéngend.

- Nach Proposition 3.3.7 ist A — S flach und die geometrischen Fasern sind Cohen-
Macaulay und besitzen Normal-Crossing Singularitdten in Kodimension < 1.

- Es sei § ein geometrischer Punkt von S. Man versieht die geometrische Faser A; mit
der Pullback Log-Struktur unter der kanonischen Inklusion A; — A. Dann stimmen
die G5-Orbiten in Az mit den durch die Log-Struktur induzierten Strata iiberein. Nach
Proposition 3.2.5 ist der Abschluf} eines Stratums eine toroidale Einbettung.

- Mit dhnlichen Argumenten wie im dem Beweis von Proposition 5.3.12 kann man zeigen,
dass die Stabilisatoren der G5-Operation Tori sind. O

In néchsten Abschnitten soll die log-semiabelscher Varietiten A iiber S noch genauer

beschrieben werden. Hierbei sind vorallem zwei Fille interessant:

1. Die Basis S trigt die triviale Log-Struktur (Abschnitt 5.4).

2. Es ist A log-abelsch iiber einem Koérper mit Standard Log-Struktur.

5.4 Toroidale log-semiabelsche Schemata

In diesem Abschnitt werden die projektiven log-semiabelschen Schemata im toroidalen
Fall beschrieben, d.h. iiber einer Basis mit der trivialen Log-Struktur. Das Hauptergebnis
ist Theorem 5.4.2. Hiernach ist jedes toroidale log-semiabelsche Schema das Pushout eines
Log-Torus mit einer Toruserweiterung eines abelschen Schemas.

Konvention. - In diesem Abschnitt ist das Basis Log-Schema bzw. Schema S durchge-
hend mat der trivialen Log-Struktur versehen.

- Es seien im Folgenden Q) ein log-semiabelsches S-Schema.

- Nach dem fundamentalen Theorem 5.3.9 ist der strikte Anteil G von Q"al semiabelsch.
In der speziellen Situation ist der strikte Anteil ein gewéhnliches Gruppenschema tber S.

- Nach einer geeigneten Log-Aufblasung von Q hat man eine kanonische Operation von G
auf dem Schema Q. Die kanonische Inklusion G — @) ist equivariant.

Bemerkung 5.4.1. In der speziellen Situation kann man in Korollar 5.3.15 auf den
log-fqe Basiswechsel verzichten: A priori ist G — Q ein stabil semiabelisches Schema.

Das wesentliche Ziel in diesem Abschnitt ist der Beweis des folgenden Theorems iiber die
Klassifikation toroidaler log-semiablescher Log-Schemata.

Theorem 5.4.2. Es sei ) — S projektiv und log-semiablesch.

1. Dann ist der strikte Anteil G — Q global eine Erweiterung
1-T—-G—=B—=0
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eines projektiven abelschen Schemas B durch einen isotrivialen Torus T'.

2. Man wdhlt ein projektives torisches Schema T — P und bildet die Log-Gruppe
P @ G, wobei alle Objekte mit den kanonischen Log-Strukturen versehen sind.

Dann existiert ein eindeutiger Isomorphismus von Log-Gruppen
‘IIQ : Bval br G L) Qval mit \I!Q|G = ldG .

Bemerkung 5.4.3. Sind S das Spektrum eines Kérpers und G ein Torus, so ist das
Theorem trivial. In diesem Fall ist 7" — @ eine Toruseinbettung im Sinne von [22].

Es folgen ein paar Reduktionsschritte fiir den Beweis von Theorem 5.4.2.

Bemerkung 5.4.4. Es reicht das Theorem nach einem étalen Basiswechsel zu zeigen.

Beweis. Klassisch étale Abbildungen sind log-fqe. Nach Katos Theorem 4.3.16 ist daher
jedes étale Abstiegsdatum fiir eine Abbildung fs valuativer Log-Schemata effektiv.

Somit reicht es zeigen, dass ¥ eindeutig bestimmt ist durch die Bedingung
\IIQ|G = ldG .

Fiir die Fasern ist dies klar, weil G5 — @), eine toroidale Einbettung ist. Aus dem bekann-
ten Rigiditits Lemma in (Proposition 6.1 in [32], Kapitel 6) folgt dann die Behauptung.
O

Bemerkung 5.4.5. Eine Abbildung ¥y : P & G — Q"al mit der Eigenschaft
\IJQ|G = ldG

ist automatisch ein Isomorphismus von Log-Gruppen.

Beweis. Mit Proposition 5.1.9 und mit den differentiellen Kriterien in Proposition 3.1.2
sieht man zunéchst, dass die Abbildung ¥, log-étale ist.

Weil die Abbildung P* @y G — S eigentlich ist, folgert man aus (Proposition. 3.4.12 in
[20]), dass W eine strikte log-étale Uberlagerung ist. Siehe loc. cit. fiir Details.

Die Behauptung folgt, weil ¥ einen Isomorphismus induziert
\Ilél(G) = G.
O

5.4.6. Ein projektives torisches S-Schema T" — P ist kohomologisch trivial, d.h. fiir die
hoheren direkten Bilder von Op unter f: P — S gilt

[:Op=0s, R" f,.Op =0, n>0.

Dies folgt via der Resultate iiber Kohomologie und Basiswechselin (Theorem 12.11 in [12],
Kapitel III) aus den bekannten Resultaten in (Theorem 1 in [22], §3, Kapitel I). Daher
gilt nach (Proposition 12.10 in [12], Kapitel III) fiir einen quasikohérenten Og-Modul F

R" f.(Op ®os F) = (R" f.O0p) ®04 F.
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Fiir den Beweis des Theorem kann man annehmen, dass die Basis S = S™9 reduziert ist.
Die Reduktion auf diesen Fall erfolgt durch die nichste Proposition.

Proposition 5.4.7. Es sei S < S’ eine nilpotente strikte abgeschlossene Imersion, die
definiert ist durch ein lokal nilpotentes Ideal T C Ogr. Weiterhin sei Q’ log-semiabelsches
Schema tiber S', so dass Q = Q’ X g S Theorem 5.4.2 erfillt.

Dann erfillt auch das log-semiabelsche Schema Q' Theorem 5.4.2.

Beweis. Die erste Aussage des Theorems ist trivial. Die zweite sieht man wie folgt:

Man kann ohne Einschrinkung annehmen, dass die Schemata S, S’ affin sind. Weiterhin
reduziert man die Behauptung via Induktion auf den Fall Z2 = 0.

Der strikte Anteil von @' ist global eine Toruserweiterung eines abelschen Schemas
17T -G —- B —0.

Nach geeigneten Log-Aufblasungen existiert ein projektives torisches Schema 7" — P’
iiber S’, so dass @ kanonisch isomorph ist zu P Il G mit P = P xg S.

Man benutzt nun Olssons logarithmische Defomationstheorie in [35] fiir den Beweis, dass
die Inklusion P < @ eine Ausdehnung hat zu einer Abbildung P' — Q"

Die Obstruktion hierfiir ist nach (Theorem 5.8 in [35]) ein Element in
H'(P, Homo, (Qp/s, Op) ®os I).

Nach der obigen Bemerkung 5.4.6 verschwindet diese Kohomologiegruppe aber.

Man erhélt somit eine Ausdehnung P' — @'. Diese induziert den Isomorphismus
\I!Q’ . (Bl HT’ G/)val ;> (Ql)val'
[

Bemerkung 5.4.8. Es seien S’ ein fs Log-Schema und 2!’ eine log-glatte Log-Gruppe
iiber S’. Weiterhin sei S < S’ eine strikte nilpotente Imersion.

Der Beweis der Proposition zeigt dann, dass jeder offene Imersion
Bval — g/ Xﬁ' §a

mit P"* einem Log-Torus iiber S, eine eindeutige Ausdehnung iiber S’ hat.

Man ben6tigt im weiteren Verlauf den Begriff eines exzellenten diskreten Bewertungsrings.
Auf die genaue Definition kann man hier verzichten. Die einzige relevante Eigenschaft ist,
dass die Normalisierung jeder ganzen affinen R-Algebra endlich iiber dieser ist.

Proposition 5.4.9. Das Theorem 5.4.2 gilt, falls das Basisschema S = Spec(R) das
Spektrum eines exzellenten diskreten Bewertungsrings oder eines Korpers ist.
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Beweis. Zu 1.) Nach (Korollar 2.11 in [9]) ist G genau dann global eine Toruserweiterung,
wenn der Torusrang der Fasern t; € N, s € S konstant ist. Der Beweis von Theorem 5.3.9
zeigt, dass der Torusrang wie folgt mit Log-Struktur zusammenhingt

ty = Max(dim(Mg.); z € Q,).

Aus Proposition 3.2.11 folgert man dann, dass ¢s in der Tat konstant ist.
Dass der Torusanteil von G isotrivial ist, folgt aus der Normalitit von S.

Zu 2.) Es sei P die Normalisierung des Abschlufies von 7" in G. Dann operiert der Torus
T auf P und man hat eine T-equivariante offene Imersion 7" <— P. An dieser Stelle ist
noch nicht bekannt, ob 7' < P eine Toruseinbettung ist im Sinne von (5.2.2). Denn
moglicherweise ist in der speziellen Faser Tj kein dichter Teil von F.

Man erhélt schlief8lich via Amalgam eine kanonische G-equivariante Abbildung
V: Pl G — Q.

Die Abbildung ist eigentlich und birational und sie hat endliche Fasern. Denn in den Fasern
respektiert ¢ die Dimension der G-Orbiten. Weil () normal ist, ist die Abbildung ¥ nach
Zariskis Hauptsatz ein Isomorphismus. Insbesondere ist 1j dicht in F,. Denn ansonsten
wére (G nicht dicht in )y, was natiirlich nicht sein kann.

Nach Bemerkung 5.2.6 ist somit 1" < P torisch und die Behauptung folgt. O

Es sei nun S wieder eine allgemeine Basis. Es sei daran erinnert, dass fiir Punkte
s,t €S mit s {t}P

eine Abbildung ¢ : Spec(R) — S mit R einem exzellenten diskreten Bewertungsring
existiert, so dass {s,t} das Bild von ¢ ist. Man erhélt somit aus Proposition 5.4.9:

Korollar 5.4.10. Es seien Q) log-semiabelsch dber S und G der strikte Anteil von Q.
Dann ist G global eine Erweiterung eines abelschen Schemas B durch einen Torus T

5.4.11. Man betrachtet die spezielle Basis S = Spec(R) mit R einem Korper oder einem
exzellenten diskreten Bewertungsring. Weiterhin nimmt man an, dass der Torus 7" zerfillt.

Wiefolgt konstruiert man einen kanonischen injektiven Homomorphismus
Y A=T(QME). (5.1)

Es gilt nach Proposition 5.4.9 kanonisch ) = P Ily G, wobei T" < P ein projektives
torisches R-Schema ist. Die Inklusion P — @ stellt einen Isomorphismus her

NQME) —=T(P,MP).
Die Abbildung v definiert man nun als Komposition kanonischer Abbildungen
i A= T(P,MP) - T(P,M¥) = T(Q,ME).

Es sei nun wieder S eine beliebige Basis und f : @ — S log-semiabelsch. Das folgende

Korollar gibt eine Interpolation der Abbildung (5.1) {iber der Basis S. Man beachte, dass
die Bildung von f,M% nach Proposition 3.2.11 mit Basiswechseln vertauscht.
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Proposition 5.4.12. Es existiert ein eindeutiger Monomorphismus étaler Garben
A= MY,
der mit Basiswechseln vertauscht und auf den Fasern mit (5.1) dbereinstimmid.

Beweis. Man kann annehmen, dass A konstant und S zusammenhéngend ist. Man wéhlt
ein s € S und definiert ¢ auf den Schnitten als Komposition kanonischer Abbildungen

G TS, A) 5 Ay 25 T(Q, ME) 5 T(Q, M),

Hierbei ist 1) die oben definierte kanonische Abbildung (5.1).

Man muf} zeigen, dass die Abbildung v unabhingig von der Wahl des Punktes s ist.
Hierfiir benutzt man ein einfaches Spezialisierungsargument:

Wihlt man einen zweiten Punkt ¢, so sei dieser ohne Einschrinkung eine Generisierung
oder Spezialisierung von s. Dann findet man einen exzellenten diskreten Bewertungsring
R, der s, t dominiert. Man kann @) durch den Basiswechsel mit Spec(R) — S ersetzen. In
dieser Situation folgt dann die Behauptung aus den Ausfithrungen in 5.4.11. O

Konvention. Man identifiziert A via 1» mit einer Untergarbe von f*ﬂ%p.

Nach Proposition 3.2.11 ist die Monodromie der lokal konstanten Garbe f*M%’ endlich,
d.h. die Fundamentalgruppe 7 (S, §) operiert iiber einen endlichen Quotienten.

Somit ist auch die Monodromie von A endlich und man erhilt das folgende Korollar:
Korollar 5.4.13. Der Torusanteil T ist isotrivial.

Proposition 5.4.14. Es sei R ein Kdrper oder ein diskreter Bewertungsring.

Weiterhin sei T zerfallender Torus und I' — P ein projektives torisches Schema tiber R.
Es seien G eine Erweiterung eines abelschen R-Schemas B durch den Torus T und

Q = B HT G.
Dann sitzt die Picard-Gruppe Pic(Q) in der kurzen exakten Sequenz

0 — Pic(B) — Pic(Q) —= I(Q, M&)/A — 1. (5.2)

Beweis. Man hat eine kanonische Faserung I : () — B. Die Faserung II hat einen Schnitt.
Somit induziert II einen kanonischen injektiven Homomorphismus

Pic(B) < Pic(Q).
Die kanonische Inklusion P — ) induziert einen Homomorphismus
¢ : Pic(Q) — Pic(P).
Man betrachtet die kanonische kurze exakte Sequenz
1—O0p = M — M% — 1.
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Es gilt offensichtlich ['(P, M%) = A @ R* und H'(P, M%) = HY(P,O;) = 1.

Die Auswertung der exakten Sequenz mit I'(P, -) liefert somit einen Isomorphismus
['(P, M%)/A = Pic(P).

Nun gilt, wie in 5.4.11 schon benutzt, I'(P, M%) = T'(Q, M §’). Durch Auswertung der
kanonischen kurzen exakten Sequenz zu ./\/l%p erhilt man eine Abbildung

D(Q. M) - Pic(Q).
Zusammengefafit hat man einen kanonischen surjektiven Homomorphismus

o : Pic(Q) - T(Q, M%)/A.
Es liegt Pic(B) in dem Kern von ¢. Es sei £ eine invertierbare Garbe auf @), die in Ker(y)
liegt. Man muf} zeigen, dass £ das Pullback einer invertierbaren Garbe auf B ist.

In der speziellen Situation steigt L| zu einer invertierbaren Garbe R auf B ab (Bemer-
kung 7.2.4 in [29]). Indem man £ durch £ ® R™! ersetzt, erreicht man, dass L|¢ trivial
ist. Dann existiert ein Cartier-Divsor D zu £ mit Support in () — G.

Man hat nun via D — T'N D eine eindeutige Korrespondenz zwischen den irreduziblen
Weil-Divisoren von () und 7" mit Support in Q —G bzw. P —T'. Nach obigen Ausfiihrungen
ist D N'T der Nullstellendivisor eines Charakters A € A.

Daher steigt £ nach B ab. Der zugehorigen G,,-Torsor ist das Pushout von
G T =25 Gus.

O

Der Beweis von Theorem 5.4.2 wird nun in zwei Schritten erbracht. In dem ersten Fall ist
der abelsche Anteil von G trivial. In diesem Fall ist der Beweis nicht sehr aufwendig. Fiir
den allgemeinen Fall benttigt man kubische Strukturen.

Proposition 5.4.15. Das Theorem 5.4.2 gilt, falls G =T ein Torus ist.

Beweis. Man kann ohne Einschrinkung annehmen, dass der Torus 1" zerfillt.

Es ist Q — S eine flache Familie projektiver torischer Varietédten. Der relative Picard-
Funktor Picg/s ist darstellbar durch ein Schema lokal von endlichem Typ iiber S.

Weiterhin folgt aus den Kriterien in (Theorem 1, Proposition 2 in [5], Kapitel 8), dass
Picg/s formell étale iiber S ist. Denn die Fasern Q, s € S sind nach 5.4.6 kohomologisch
trivial.

Die Auswertung der kanonischen kurzen exakten Sequenz
8P . A48P
1= 05 > My - Mg —1
mit Hilfe des direkten Bildfunktors f, liefert eine kanonische Abbildung
f*M%’ — PiCQ/S .

106



Proposition 5.4.14 zeigt, dass die Abbildung einen Isomorphismus induziert

f*mng/A ;> PiCQ/S .
Hieraus folgt, dass die Charaktere A € A eine Liftung nach I'(Q, ./\/l%p) haben. Denn die
Obstruktion hierfiir liegt in H'(Q, Og). Nach obigen Ausfiihrungen verschwindet diese.

Indem man die Liftungen im Nullschnitt normiert, erhdlt man den Isomorphismus

\I/Q . Qval L) HOII]S(A, Mgp) = Bval.

5.4.16. Man benétigt im Folgenden einige Fakten iiber kubische Strukturen:

Es seien G Gruppenschema iiber S und £ ein G,,-Torsor auf G. Eine kubische Struktur
auf £ ist eine Trivialisierung auf G® := G x5 G x¢ G-
7: G — Ds(L) = m LD
D£IC{1,2,3)

die gewissen Symmetrie - und Kozykelbedingungen geniigt (Definition 2.4.5 in [29]). Hier-
bei sind m; : G* — G, I C {1,2,3} die entsprechenden Multiplikationsabbildungen.

Eine kubische Struktur auf £ induziert eine kanonische Rigidifizierung im Nullschnitt.

Ist G abelsch oder semiabelsch und S zusétzlich normal, so ist die kubische Strukturen
eindeutig durch die induzierte Rigidifizierung bestimmt (2.6 in [29]).

Bemerkung 5.4.17. Es seien S = S™¢ ein reduziertes Schema und

1—-T—-G—B—=0

eine Erweiterung eines abelschen Schemas durch einen Torus iiber S. Weiterhin sei £ ein
rigidifzierter G,,-Torsor auf G, so dass D3(L) =~ Gy, = trivial ist.

Dann tragt £ eine eindeutige mit der Rigidifizierung kompatible kubische Struktur.
Beweis. Die Trivialisierungen von D3(L£), die mit der Rigidfizierung vertriglich sind, bilden
eine diskrete Menge. Denn die Basis S ist reduziert. Mit einem Spezialisierungsargument

reduziert man die Behauptung daher auf einen diskreten Bewertungsring. In diesem Fall
ist die Behauptung aber bekannt (siehe 5.4.16). O

Proposition 5.4.18. Es sei S reduziert und L ein rigidifizierter Gy, -Torsor auf ().
Dann trigt L|g eine eindeutige mit der Rigidifizierung kompatible kubische Struktur.

Beweis. Aus trivialen Griinden existiert eine Log-Aufblasung

X =0
so dass der G,-Torsor D3(L|g) eine Ausdehnung zu einem G,,-Torsor R auf X hat.

Den induzierten Zariski MB8&P-Torsor bezeichnet man mit
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Mit Hilfe von étalem Abstieg reduziert man die Behauptung auf den Fall, dass die lokal
konstanten Garben A und = = f, M konstant sind (siehe Proposition 3.2.11).

Weiterhin nimmt man an, dass S zusammenhéngend ist. Dann kann man die konstanten
Garben A, = mit ihren globalen Schnitten identifizieren.

Nach der obigen Bemerkung 5.4.17 reicht es zu zeigen, dass der M9-Torsor R trivial ist.

Man sieht leicht, dass der Quotient =/A frei abelsch ist. Folglich kann man eine Spaltung
wihlen d : =/A — E. Man betrachtet daraufhin die Verkettung

- d - —— :
Y:Z/N—E=T(Q,M§) — Pic(Q),
wobei = — Picg s durch Auswertung der kurzen exakten Sequenz
1= 05 = My = M =1
mit dem globale Schnitte Funktor I'(Q, - ) entsteht.
Fiir einen Punkt s € S betrachtet man die kanonische Abbildung

@5 Pic(Qs) = I'(Qs, Mg,)/As = Z/A

in der Sequenz (5.2), wobei @, die Faser iiber dem Punkt s ist.

Analog wie in dem Beweis von Proposition 5.4.12 zeigt man mit Hilfe eines Spezialsie-
rungsarguments, dass die folgende Komposition unabhéngig von s ist:

¢ : Pic(Q) — Pic(Qs) — Z/A

Man reduziert hierfiir die Behauptung auf den Fall, dass S das Spektrum eines exzellenten
Bewertungsrings ist und benutzt dann Proposition 5.4.14.

Es ist ¢ eine Spaltung von . Fiir ein a € Z/A bezeichne £, der G,,-Torsor zu dem (a).
Der induzierte M8P-Torsor L, ist trivial, so dass man L ersetzen kann durch

L®L,Y mit a=p(L).
Die exakte Sequenz (5.2) zeigt dann, dass £, = L|g, in dem Bild ist von
Pic(B;) < Pic(Qs)

und somit nach B absteigt. Aus den Theorem of the Cube fiir abelsche Varietédten folgert
man dann, dass R zumindest in den Fasern von X — S trivial ist.

Hieraus erhélt man, dass R trivial ist. Weil der Picard-Funktor Picx,g darstellbar ist und
die Basis S reduziert ist, kann man die Trivialitéit faserweise iiberpriifen. O

Bemerkung 5.4.19. Mit Hilfe der Strukturtheorems 5.4.2 kann man leicht zeigen, dass
das toroidale log-semiabelsche Schema () das Theorem of the Cube erfiillt:

Jeder rigidifizierte Zariski MBP-Torsor auf der Log-Gruppe Qval besitzt eine eindeutige
kubische Struktur, die mit der Rigidfizierung vertrdglich ist.

Man kann nun endlich das Theorem 5.4.2 in voller Allgemeinheit beweisen.
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Proposition 5.4.20. Das Theorem 5.4.2 gilt im Allgemeinen.

Beweis. Man kann nach Proposition 5.4.7 annehmen, dass S = S**¢ reduziert ist.

Man wihlt eine rigidifizierte ample invertierbare Garbe £ auf (). Nach Proposition 5.4.18
tragt die Einschrinkung L|q eine kanonische kubische Struktur. Somit kann man nach
einem étalem Basiswechsel L] mit einer T-Linearisierung versehen.

Nach Proposition B.0.29 erhélt man eine flache, projektive T-invariante, G-equivariante
Abbildung IT : @ — B, so dass II|¢ die kanonische Projektion ist. Man beachte, dass die
Fasern von () — S normal sind und somit in Proposition B.0.29 gilt Q) = Q).

Versieht man B mit der trivialen Log-Struktur, so erhédlt man eine Abbildung von Log-
Schemata IT : @ — B. Die Einschrankung II| ist die kanonische Projektion. Somit ist

Hval . Qval v B

ein Homomorphismus von Log-Gruppen. Aus Proposition 5.1.9 und dem Kriterium in
Proposition 3.1.2 folgt, dass die Abbildung II'* log-glatt ist.

Somit ist Ker(IT") log-semiabelsch. Nach Konstruktion ist der strikte Anteil von Ker(IT")
der Torus T. Nach Proposition 5.4.15 ist Ker(II'?) der Log-Torus

P = Homg (A, MEP).
Man erhilt schliellich einen kanonischen Homomorphismus valuativer Log-Gruppen
\IIQ . Bval B G — Qval,

der auf G die Identitdt ist und somit nach Bemerkung 5.4.5 ein Isomorphismus ist. [

5.5 Linearisierung valuativer Log-Schemata

In diesem Abschnitt wird die logarithmische Exponentialabbildung konstruiert. Mit ihrer
Hilfe kann man valuative Log-Schemata in gewisser Weise linearisieren. Die Hauptan-
wendung der Exponentialabbildung betrifft die Unifomisierung log-abelscher Varietiten
im n#chsten Abschnitt. In dieser Situation ist wie in der Differentialgeometrie die Ex-
ponentialabbildung die universelle Uberlagerung. Es sei ausdriicklich bemerkt, dass die
Exponentialabbildung eine Spezialitit in der logarithmisch algebraischen Geometrie ist,
die kein rigid-analytisches oder algebraisches Analogon besitzt.

Konvention. Es sei k ein Kdorper mit der Standard Log-Struktur
M, = ﬂ'N D k™.
In diesem Abschnitt treten auch quasikohdrente Log-Strukturen auf, die nicht fs sind.

Man benétigt zundchst eine Reihe von Definitionen. Mit der folgenden Definition kann
man die Wertegruppe M8 = 7% von vornherein divisibel machen.
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Definition 5.5.1. 1. Es sei k[ /7| der Kérper k mit der Log-Struktur

k* @ r@o,

2. Allgemewner definiert man fiir ein fs Log-Schema X diber k:

X[ V] = (X @ k[ V7 ])™

Bemerkung 5.5.2. Es ist X[ %/7| ein quasikohérentes, saturiertes Log-Schema. In der
Notation von Definition 3.3.10 ist X[ /7 | isomorph zu dem projektiven Limes

lim X[v/7).
ecNt

In der folgenden Definition wird die CW-Topologie auf einem fs valuativen Log-Schema
eingefiihrt. Diese ist schwicher als die gewohnliche Topologie.

Definition 5.5.3. 1. Es seien X ein fs Log-Schema und und U ein offener Teil in
Keg(X). Dann existiert eine Familie rationaler Unterteilungen X; — Keg(X) mit

Rso - U =i

Somit erhdlt man in suggestiver Notation einen offenen Unterraum von X'2:

Xval X Keg(X) U:= U(K X Keg(X) Ei)val

Die Unterrdume dieser Form bilden die CW -Topologie auf X,

2. Es seien X ein fs Log-Schema dber k und X[ /7| wie in Definition 5.5.1.

Die CW-Topologie auf X[ /7| wird erzeugt von den Urbildern der CW-offenen
Teilmengen in X[/7]"3 fiir alle e € NT unter den kanonischen Projektionen

X[ %]val — X[\e/?r]val'

Bemerkung 5.5.4. Man hat fiir ein fs Log-Schema X eine eindeutige Korrespondenz
zwischen CW-offenen Mengen in X' und homogenen offenen Mengen in

Keg(X)" := Keg(X) = {n1,m, .- - }-

Hierbei sind die n; die Ecken in Keg(X). Falls X iiber k£ vertikal ist, entsprechen die
homogenen offenen Mengen in Keg(X)* den offenen Mengen in Pol(X).

Bemerkung 5.5.5. Die Definition der CW-Topologie ist unabhéingig von dem ganzen
Modell. Genauer gilt, dass jede Abbildung fs valuativer Log-Schemata stetig ist bzgl. der
CW-Topologie. Insbesondere kann man auch auf abstrakten fs valuativen Log-Schemata,
die kein ganzes Modell haben, eine CW-Topologie definieren.

Beispiel 5.5.6. Der vertikale Teil von X' iiber k ist CW-offen.
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In dem néchsten Theorem wird die logarithmische Exponentialabbildung definiert.
Fiir seine Formulierung betrachtet man man die folgende Situation:

- Man betrachtet die Kategorie der punktierten log-glatten Varietéten iiber k,
(X,p) mit p:Spec(k) - X einem strikten Schnitt.

Dann existiert ein offenes Stratum D, C X, das den Punkt p enthélt.
- Der Einfachheit halber habe die Log-Struktur M x keine Selbstiiberschneidung.

Dann erhélt man nach Theorem 3.2.10 die toroidale k-Varietit:
Stary (D,) = DS
- Ebenfalls mit p bezeichnet man die induzierten Punkte der Polyederkegelkomplexe
Keg(X), Keg(Starx(D,) ® k).
Man beachte, dass Keg(Stary(D,) ®; k) kanonisch isomorph ist zu
Keg(Stary(D,)) x Ry.
- Man definiert dann das folgende valuative Log-Schema

Tan, := (Starx (D,) @ k[ ¥/7])"™.

- Es ist D, (genauer D, ® k[ /7)) als offener Teil in X[ /7 ]** und Zan, enthalten.

Mit diesen Bezeichnungen gilt nun das folgende Theorem:
Theorem 5.5.7. 1. Es existieren CW-offene Umgebungen von p
dcX[/r]™, T CZan,
und ein Isomorphismus valuativer Log-Schemata iber k[ 3/ |

expp:ziﬂil mit |p, = idp, .

2. Die Zuordnung (X, p) — (exp, : £ — ) ist in dem folgenden Sinne funktoriell:
Fiir eine Abbildung (X,,p1) — (X, p2) ezistieren CW-offene Umgebungen

U, C Xz[ %]Val: Zz - mpi

von p; und ein Isomorphismus exp, : %, - Ui mit 1/)|Dpi = idp,, jeweils fiir
1 =1,2, so dass ein kommutatives Diagramm existiert

€XPp,

T, — U

f’l lf

expy,,
%,

- 1_12
Hierbei sind f, f' induziert durch X, — X, bzw. Starx, (D,,) — Stary,(D,,).
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Bemerkung 5.5.8. Interessant ist folgende differentialgeometrische Interpretation:

Man kann Zan, als eine Art Tangentialraum von X[ /7] in dem Punkt p auffassen,
so0 dass exp,, in diesem Sinne die Exponentialabbildung ist.

Bemerkung 5.5.9. Fiir einen Fiicher F' {iber Spec(N) und ein p € F(N) kann man ganz
analog eine kombinatorische Exponentialabbildung konstruieren

exp, : T'xRsg — F(RZO);

die via dem assoziierten Féacher eine Menge Kompatibilititen mit der logarithmischen
Exponentialabbildung aufweist. Hierbei ist 1" eine offene Umgebung von p in

Starz(p)(Rxo)

(siehe 3.2.3). Dessen Elemente kann man als Geodditische-Strahlen auffassen:

Bemerkung 5.5.10. Es héngt exp, nicht von p, sondern nur vom Stratum D, ab.

Der Beweis von Theorem 5.5.7.

Man schreibt D = D,, und betrachtet die toroidale k-Varietét
Z = Starx (D).
Ist ¢ : Z — X die Inklusion, so hat man nach Theorem 3.2.10 eine disjunkte Zerlegung
" Mx = Mz L i*Pp.

Hierbei ist M die kanonische Log-Struktur auf Stary (D) und das Ideal i*Pp besteht
aus den Schnitten von ¢* My, die nicht auf D invertierbar sind.

Eine zentrale Rolle in dem Beweis spielt das fs Log-Schema
(Z,i" Mx).
Man sieht unschwer, dass der assoziierte Polyederkegelkomplex
¥ = Keg(Z,i* Mx)

der kleinste Unterkomplex von Keg(X) ist, der alle Zellen ¢° mit p € o = (0°)® enthilt.
Insbesondere enthilt ¥ die homogene Teilmenge

¥° = RZO . U o°.
Die Konstruktion der Abbildung exp, erfolgt nun in drei Schritten:

112



Konstruktion 5.5.11. 1. Schritt Man konstruiert eine rationale Unterteilung
¥ — Keg(X),
die eine offene Umgebung von p enthélt und so dass die Log-Modifikation
X = X Xgegx) 21 =+ X

nach Basiswechsel mit k — k[ /7] und Saturierung iiber (Z,:* M) faktorisiert.
Letztere Aussage ist dquivalent dazu, dass 3; enthalten ist in der Teilmenge >°.
Die Notwendigkeit dieser Bedingung ist klar. Die andere Richtung sieht man wie folgt.

Die Bedingung impliziert zunéchst, dass X; — X mengentheoretisch iiber Z faktorisiert.
Ohne Einschrinkung kann man annehmen, dass X quasikomapkt ist. Nach Theorem
3.3.17 existiert eine positive natiirliche Zahl e, so dass die Abbildung

X,[V/m] — Spec(k[V/7])

saturiert ist. Nach Proposition 3.3.7 ist dann das unterliegende Schema von X, [/7]
reduziert. Somit erhélt man wie gewiinscht die Faktorisierung

X, V] = (Z,iMx)[V/r ] = X[V/7].
In dieser Situation hat man dann einen kanonischen Isomorphismus
[(Z,i" Mx) xx Xy][/7] — X, [V/7]. (5-3)
2. Schritt  Man betrachtet andererseits die kanonische Abbildung von Log-Schemata
Jji(Z,i"Mx) — Zow k= Z,.

Auf den unterliegenden Schemata ist diese Abbildung die Identitdt. Die Abbildung der
Monoidgarben ist induziert durch die Inklusion Mz — Mz 1 Pp. Dann ist

N = j. " Mx

ein quasikohérenter Mz -Untermonoid von Mii und die Abbildung j faktorisiert {iber
die induzierte affine Log-Modifikation (Konstruktion 2.5.8)

Y = Spec(Og, ®nm,, N).

Es ist D ein offenes Stratum in Y und es gilt Stary (D) = Z. Nach Konstruktion stellt
die induzierte Abbildung (Z,i*Myx) — Y einen Isomorphismus her

¥ = Keg(Z, " Mx) — Keg(Y).
Ganz analog wie in dem 1. Schritt konstruiert man eine rationale Unterteilung

Yy — Keg(Zy),
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die eine offene Umgebung des Punktes p enthilt und nach fs Basiswechsel mit k — k[/7]
fiir eine positive natiirliche Zahl e einen Isomorphismus induziert

(2,6 Mx) xz, Ze V7)< Z,[/7] mit (5.4)
Zy = Ly, XKeg(z,) S2-
Damit ist auch der zweite Schritt der Konstruktion beendet.

3. Schritt In dem dritten Schritt werden die ersten beiden verbunden:

Man kann ¥; fiir i = 1,2 als eine rationale Unterteilung sowohl von Keg(X) als auch von
Keg(Z,) auffassen. Wéhlt man in der Konstruktion ¥; = ¥, so gilt kanonisch

(Z,i*Mx) x5 X, = (Z,i*Mx) x5 _Z, (5.5)
Damit ist die Konstruktion 5.5.11 beendet und man kann das Theorem beweisen:

Die Abbildungen (5.3, 5.4 und 5.5) liefern einen kanonischen Isomorphismus
Z\Zzal -~ X\{al.
Die erste Aussage des Theorems folgt, weil X}* Z3* CW-offene Teile enthalten.

Die funktoriellen Eigenschaften der Exponentialabbildung erhilt man aus obiger Kon-
struktion und der Funktorialitét von Stary (D) in Theorem 3.2.10.

Damit ist das Theorem 5.5.7 vollsténdig bewiesen. O

Bemerkung 5.5.12. Eine interessante Frage ist, wann die Exponentialabbildung
exp, : £ — X[ /7™

einen maximalen CW-offenen Defintionsbereich in Lan, hat. Hiermit verbunden ist das
Problem des Log-Blowing-Downs, der Umkehroperation der Log-Aufblasung.

Eine allgemeine Antwort auf diese Frage kann in dieser Arbeit nicht gegeben werden, die
folgenden Beispiele geben aber einen ersten Eindruck.

Beispiel 5.5.13. Fiir eine toroidale k-Varietdt D — X ist die Exponentialabbildung
exp,, zu einem Punkt p € D(k) im wesentlichen der kanonische Isomorphismus

Stary (D) — X.
Trivialerweise ist exp, auf dem gesamten Tangentialraum Tan, definiert.

Beispiel 5.5.14. Es seien A ein log-abelsche Varietit und G < A ihr strikter Anteil.
Dann tragt A als kanonische Punktierung den Nullschnitt.

Das fundamentale Uniformisierungstheorem 5.6.3 zeigt, dass die Exponentialabbildung
im Nullpunkt exp, schon iiber k£ definiert ist und den gesamten vertikalen Teil von

(Star, (G) @y k)™

als Definitionsbereich hat. In diesem Fall ist exp, die universelle Uberlagerung.
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Beispiel 5.5.15. Es sei an folgende grundlegende Terminologie in [7] bzw. [1] erinnert:

Eine flache eigentliche relative Kurve iiber einem Schema heifit (semi-)stabil, wenn die
Fasern Normal-Crossing sind und jede rationale Komponente in einer Faser mindestens
zwei (bzw. drei) Doppelpunkte hat. Die Definition in 3.4.7 ist schwécher (siehe unten).

Es sei (R,7) ein diskreter Bewertungsring mit Restklassenkorper k. Man betrachtet
zunéchst eine normale, stabile R-Kurve Y. Dann ist die spezielle Faser X versehen mit
der kanonischen Log-Struktur log-glatt iiber k. Es sei p ein Punkt in X (k), der im glatten
Ort von X liegt. Hierzu ist dquivalent, dass p induziert ist durch einen strikten Schnitt

p: Spec(k) — X.

Dann besitzt die Exponentialabbildung exp, einen maximalen Defintionsbereich und mit
Hilfe des des Polyederkomplexes I' = Pol(X) kann man diesen beschreiben:

Zunichst sei bemerkt, dass I' im wesentlichen der duale Graph der speziellen Faser ist.
Die Ecken p; von I' entsprechen den irreduziblen Komponenten und die Kanten e; den
Doppelpunkten von X. Die Kanten von I' tragen Gewichte d; € N*. Diese sind bestimmt
durch die lokalen Gleichungen von Y in einem Doppelpunkt

Rlz,y]/(z -y —7%).

Die offene Teilmenge U C [' definiert man als die Vereinigung der halboffenen Kanten
e; = [p,p;)- Es enthilt X[ /7]" in suggestiver Notation die CW-offene Teilmenge

U= (X[¥/7]™ xr U)
Die Exponentialabbildung exp, induziert dann einen Isomorphismus
exp, ' (U) — 4
Man sieht dann, dass exp, ' () der maximale Definitionsbereich ist.

Die folgenden Abbildungen illustrieren die obige Situation an einem konkreten Beispiel.
Hierbei sind die irreduziblen Komponenten glatte Kurven mit beliebigem Geschlecht.

r U=T—{m}

p p1 p p1

Nimmt man lediglich an, dass die Kurve Y semi-stabil ist, so kann man nach einem
bekannten Theorem von Lipman (Theorem 27.1 in [24]) alle rationalen Komponenten
in der speziellen Faser X, die nur zwei weitere Komponenten schneiden, herunterblasen.
Entsprechend vergrofiert sich der Definitionsbereich von exp,,.

Nimmt man noch allgemeiner an, dass Y lediglich semi-stabil ist im Sinne von Definition
in 3.4.7, so kann man die rationalen Komponenten in X, die nur eine weitere schneiden, zu
einem glatten Punkt herunterblasen. Dieser Prozef ist jedoch nicht mit der Log-Struktur
vertriglich und somit kein Log-Blowing-Down.

Wie in der komplex analytischen Geometrie erhilt man, dass die Exponentialabbildung im
Allgemeinen keine Uniformisierung von log-glatten Kurven liefert. Die Ausnahme bilden
die Tate-Kato Kurven, die im néchsten Abschnitt studiert werden.
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5.6 Uniformisierung log-abelscher Varietiaten

In diesem Abschnitt werden die log-abelschen Varietdten mit Hilfe der Uniformisierung
in Theorem 5.6.3 konkret beschrieben. Wie in der Differentialgeometrie ist die universelle
Uberlagerung hierbei durch die logarithmische Exponentialabbildung gegeben.

Konvention. Es sei k ein Korper versehen mit der Standard Log-Struktur
M, =7V @ k.
Es sei weiterhin A eine log-abelsche Varietdt iber k gegeben mit dem strikten Anteil
1-T—-G—B—N0.
- Man schreibt 2 fir das assoziierte valuative Log-Schema A",
- Es seien A die Charaktergruppe von T, AY := Hom(A,Z) und A} =AY @, R.

- Der Einfachheit halber nimmt man an, dass der Grundkiorper separabel abgeschlossen
ist. Die Aussagen in diesem Abschnitt gelten aber auch fir einen beliebigen Kérper.

- Um die Daten zu komplettieren wdahlt man eine projektive torische Varietit T — P.

- Man hat dann den Log-Torus P und das Pushout P*™ @ G jeweils diber k mit der
trivialen Log-Struktur. Via Basiswechsel in der Kategorie valuativer Log-Schemata,

(P &1 G), == (P™ &r G) @ k,
erhdlt man eine Log-Gruppe tber k. Diese enthdlt eine maximale vertikale Untergruppe
g — [(Bval @T G)E]Vt

(Proposition 5.2.10). Grundsdtzlich gilt in diesem Abschnitt, dass die nichtvertikalen Log-
Schemata tber dem Grundkéorper k mit der trivalen Log-Struktur definiert sind.

- Fiir das Folgende fixiert man ein ganzes Modell V' der Log-Gruppe ‘0.

Man beachte, dass Pol(V) auf kanonische Weise mit einer rationalen Polyederzerlegung
des Vektorraums Ay, identifiziert werden kann. Dies folgt aus Bemerkung 5.2.13.

Bemerkung 5.6.1. Wichtig fiir das Folgende ist, dass man die Elemente aus dem Gitter

A & 7% wie folgt auf zweierlei Weise interpretieren kann.

1. Als affin lineare Funktionen auf dem Polyederkomplex Pol(V).
Man beachte, dass dieser homeomorph ist zu Ay.

2. Als globale Schnitte in T(V, M$) C T'(5, M ).

Man erhélt insbesondere einen kanonischen Gruppenhomomorphismus
B(k) — Ag,
die einem log-rationalen Punkt v € L (k) das lineare Funktional zuordnet
v: A= R, A= A(my).

Hierbei ist m, der Erzeuger des Halms My, = 7ryN. Man beachte, dass die Charaktere
A € A auf kanonische Weise globale Schnitte aus I'(0, M §) definieren.
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Definition 5.6.2. Fine strikte Log-Untergruppe L — 0 heifit Gitter, falls sie unter dem
Homomorphismus B(k) — A} injektiv auf ein Gitter abgebildet wird.

Das Theorem iiber die Uniformisierung log-abelscher Varietdten lautet nun wie folgt:

Theorem 5.6.3. 1. Es existiert ein Homomorphismus von Log-Gruppen iber k
expy Y — A mit expy|e = idg,
der eindeutig durch die Bedingung exp, |¢ = idg bestimmt ist.
2. Der Kern A" := Ker(exp,) ist ein Gitter in 8 von vollem Rang (= dim(7T"))
3. Der Homomorphismus exp , induziert einen Isomorphismus von Log-Gruppen

WAL 9L

Der Beweis dieses Theorems wird fast den gesamten restlichen Abschnitt in Anspruch
nehmen. In der folgenden Konvention macht man hierfiir Reduktionen:

Konvention. Nach Katos Theorem 4.3.16 kann man fir den Beweis von Theorem 5.6.3
beliebige log-fqe Basiswechsel durchfiihren. Man kann daher annehmen:

1. My hat keine Selbstiiberschneidung.
2. A iber k st saturiert; vermoge Theorem 3.3.17.

3. G — A st stabil semiabelisch; vermdge Korollar 5.3.15.
Man sieht leicht, dass die dritte Bedingung die ersten beiden impliziert.
Die folgende Uberlegung ist der erste Grundstein fiir den Beweis von Theorem 5.6.3:
Es ist G ein offenes Stratum in A. Daher erhilt man eine toroidale Einbettung
G — Stary(G).

Aus den funktoriellen Eigenschaften von Stary (D) in Theorem 3.2.10 folgert man, dass
die Verkniipfung auf A" eine Log-Gruppenstruktur induziert auf

Star(G)"?.
Denn es ist G X G ein offenes Stratum in A x; A und es gilt kanonisch
Starax, a(G X G) ~ Stars(G) xj, Stara(G).
Zusammengefaflt erhidlt man das einfache aber wichtige Lemma:

Lemma 5.6.4. Es ist Stary(G) log-semiabelsch iber k versehen mit der trivialen Log-
Struktur und somit gilt insbesondere nach Theorem 5.4.2 kanonisch

Star, (G)** — P @) G.
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Das folgende Lemma ist der zweite Grundstein fiir den Beweis von Theorem 5.6.3.

Es folgt aus den funktoriellen Eigenschaften der Exponentialabbildung in Theorem 5.5.7.
Es sei daran erinnert, dass 2, U neben der gewohnlichen Topologie auch die sehr viel
grobere CW-Topologie tragen (Definition 5.5.3).

Lemma 5.6.5. 1. Nach Basiswechsel mit der Ku-fqe Erweiterung
k — k[/7]
findet man CW -offene Umgebungen der Nullschnitte
dgcd, £CZ,
so dass ein Isomorphismus valuativer Log-Schemata iber k existiert
exp: T —— U mit explg = idg,
der ein Keim eines Gruppenhomomorphismus ist, d.h. es gilt:

Fiir alle fs valuativen Log-Schemata & dber k und alle kategorischen Punkte T, § in
(&) /k mit der Eigenschaft z -y € UW(S) gilt

exp(Z - §) = exp(Z) - exp(7).
2. Der Keim exp ist durch die Bedingung exp |¢ = idq eindeutig bestimmd.
Beweis. Zu 1.) Die Existenz des Keimes exp folgt aus Lemma 5.6.4 und Theorem 5.5.7.
Man beachte, dass exp schon nach einer endlichen Erweiterung k < k[/7| definiert ist.
Zu 2.) Durch die Bedingung exp | = idg ist der induzierte Isomorphismus
Stary (G)"™ = Star4(G)*™
eindeutig bestimmt und somit ist auch der Keim exp eindeutig bestimmt. O

Bemerkung 5.6.6. In (Proposition 3.1 in [25]) findet man eine dhnliche Aussage. Der
Beweis dieser Aussage unterscheidet sich aber fundamental von dem obigen. Wihrend in
loc. cit. das Gruppengesetz in dem Nullpunkt mit Hilfe formaler Potenzreihen untersucht
wird, folgt hier das Lemma aus einem funktoriellen Prinzip.

Man betrachtet nun den assoziierten Polyederkomplex Pol(A) (Definition 3.4.5). Dessen
unterliegender topologischer Raum hingt nur von 2 = A" ab.
Definition 5.6.7. Ohne den Leser zu verwirren schreibt man Pol() fir diesen Raum.

Bemerkung 5.6.8. Es ist sinnvoll Pol(2l) als projektiven Limes zu verstehen

lim Pol(Ay).
T

Ahnlich wie ein valuativer Ficher (4.1.3) trigt auch Pol(2l) eine monoidale Struktur:

Hierfir fafst man Pol(2L) auf als eine Teilmenge des valuativen monoidalen Raums
F(2) = F(A)™.

Man kann dann Pol() mit der induzierten Grothendieck-Topologie versehen. Via Pullback
unter Pol(2) — F(2) erhdlt man auf Pol(2) eine monoidale Struktur.
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Die folgende Proposition liefert eine Beschreibung von Pol(2(). Sie ist zwar nicht notwendig
fiir den Beweis von Theorem 5.6.3, wohl aber hilfreich fiir das Verstidndnis.

Proposition 5.6.9. 1. Es tragt Pol(21) eine kanonische Struktur als Lie-Gruppe.

2. Diese ist kompakt, zusammenhdngend und kommutativ.

3. Die Lie-Algebra von Pol(2) ist kanonisch isomorph zu dem Vektorraum Ay.

Somit existiert ein Gitter von vollem Rang A C Ay, so dass gilt
Ap /A" = Pol(2).

Bemerkung 5.6.10. Fiir die Log-Gruppe U gelten dhnliche Aussagen:
Der Raum Pol(0) ist eine Lie-Gruppe und als solche kanonisch isomorph zu Ay.

Insbesondere steht die obige Proposition in Einklang mit Theorem 5.6.3.

Beweis. Zu 1.) Nach Proposition 2.4.14 hat man eine strikte Abbildung von Féachern
F(4) = F(4) xyF(4) mit A=A xp A (5.6)

Man zeigt zuerst, dass diese Abbildung ein Isomorphismus von Féchern ist:

Hierfiir bemerkt man zuerst, dass die kanonischen Strata von A’ die Faserprodukte
Di Xk Dj
sind mit D; den Strata von A. Aus der Beschreibung der Stratifizierung in Theorem 3.2.10

erhilt man, dass die Abbildung (5.6) ein Isomorphismus ist.

Durch Ubergang zu den Polyederkomplexen erhilt man einen Isomorphismus
Pol(A") — Pol(A4) x Pol(A).
Aus der Funktorialitit von Pol(2() erhilt man, dass Pol(2) via der Log-Gruppenstruktur

auf 2 auf kanonische Weise eine topologische Gruppe ist.

Die Lie-Gruppen Struktur erhilt man wie folgt: Nach Lemma 5.6.4 gilt kanonisch
Stary (G)™ — P @r G.

Nach Theorem 3.2.10 ist F(Star,(G)) kanonisch isomorph zu Starpa)(g), wobei g der
Punkt in F(A4) zu dem Stratum G ist. Die Elemente in der Charaktergruppe A liefern
in einer offenen Umgebung des Nullpunktes kanonische glatte Koordinaten (siehe 3.2.3).
Nach Konstruktion ist die Multiplikation in dem Nullpunkt glatt. Via Translation haben
die glatten Koordinaten daher eine eindeutige Ausdehnung auf Pol(2l).

Zu 2.) Aus trivialen Griinden ist Pol(2() kompakt und zusammenhéngend. Ferner erhélt
man aus Korollar 5.3.10, dass Pol(2l) eine kommutative Gruppe ist.

Die Aussage iiber die Lie-Algebra von Pol(2() in 3.) folgt aus der Konstruktion. O

Der Beweis von Theorem 5.6.3.
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Zunéchst sei bemerkt, dass die Log-Gruppe 2 von einer beliebigen CW-offenen Teilmenge
i erzeugt wird. Man beachte hierfiir, dass U einer offenen Teilmenge in der Lie-Gruppe
Pol(2l) entspricht. Dasselbe gilt fiir die Log-Gruppe .

Zur Findeutigkeit: Eine Abbildung exp, : ¥ — A mit der Eigenschaft
€XPgy |G = ldG
ist ein Gruppenhomomorphismus. Weiterhin ist ihr Keim nach Lemma 5.6.5 eindeutig

bestimmt. Somit ist auch die Abbildung exp, eindeutig bestimmt.

Zur Frxistenz: Hierfiir reicht es zu zeigen, dass jede 1-Parameter Untergruppe
D:Gpp —G—=U
eine Ausdehnung zu einem Homomorphismus von k-Log-Gruppen hat

p: (P — A

Die Konstruktion der Ausdehnung mit Hilfe des Keims in Lemma 5.6.5 ist trivial.
Zu den Eigenschaften: - Die Surjektivitdt der Abbildung exp 4 ist trivial.

- Dass die Abbildung exp 4 strikt étale ist, iiberpriift man auf dem Keim.

- Die Aussagen iiber den Kern des Homomorphismus exp 4 sind trivial.

Damit ist das Uniformisierungstheorem 5.6.3 vollstindig bewiesen. O

Beispiel 5.6.11. Es sei E eine log-abelsche k-Varietit, die eindimensional ist. Letzteres
bedeutet, dass der strikte Anteil GG eine eindimensionale semiabelsche Varietét ist, d.h. G
ist entweder eine elliptische Kurve oder ein Torus.

Im ersten Fall stimmt E¥* mit seiner universellen Uberlagerung iiberein, so dass das Uni-
formisierungstheorem trivial ist. Im zweiten Fall nimmt man an, dass der Torus zerfillt.
Dann ist E eine Tate-Kato Kurve wie in Beispiel 5.3.7. Die universelle Uberlagerung von
E" ist der vertikale Teil von P;. Das Periodengitter A’ ist enthalten in

Py (k) =~ 7% @ k*,

hat den Rang 1 und wird erzeugt von einem kanonischen Element
rerV @ kx.
Das Uniformisierungstheorem 5.6.3 liefert in dieser Situation einen Isomorphismus
(]P)é)vt/)\z % Eval.

In der rigiden Geometrie ist die Uniformisierung einer Tate elliptischen Kurve E iiber
einem vollstdndigen diskret bewerteten Korper K ganz dhnlich. Es existiert ein Element
in A € Gy, x (K), so dass die rigid-analytische Kurve E™8 isomorph ist zu

Gt /2
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Man erhélt aus dem Uniformisierungstheorem 5.6.3 das folgende Korollar:

Korollar 5.6.12. Es besitzt 2 ein tiber k saturiertes ganzes Modell.

Beweis. Die ganzen Modelle von U entsprechen rationalen Polyederzerlegungen ¥ des
Vektorraums Ay. Man konstruiert eine rationalen Polyederzerlegung X, die invariant ist
unter Translation mit den Perioden in A’ und so dass die Ecken in AV enthalten sind.

Dann kann man in der Kategorie der fs Log-Schemata den Quotienten bilden
Nach Proposition 3.3.2 ist dieser ein saturiertes fs Log-Schema iiber k. U

Bemerkung 5.6.13. Ist 2 log-abelsche Varietit, so ist es im allgemeinen nicht moglich
ein saturiertes ganzes Modell V./A? zu finden, fiir das gilt:

- Die Log-Struktur hat keine Selbstiiberschneidung.

Das einfachste Gegenbeispiel hierfiir ist eine Tate-Kato Kurve der Form
(B /7,
wobei 7 ein Parameter von k ist.

- Der Quotient Vi, /A" ist ein projektives k-Schema.
Letzteres Problem wird im nichsten Abschnitt behandelt.

5.7 Polarisierungen log-abelscher Varietéiten

Im diesem Abschnitt wird die Frage behandelt, unter welchen Bedingungen eine log-
abelsche Varietédt projektiv ist, d.h. ein projektives ganzes Modell besitzt.

Es wird sich herausstellen, dass wie in der klassischen komplexen Geometrie eine notwen-
dige und hinreichende Bedingung hierfiir die Existenz einer Polarisierung ist.

Konvention. Es seien in diesem Abschnitt k ein separabel abgeschlossener Log-Kdrper
mit der Standard Log-Struktur k* @ 7 und 2 eine log-abelsche k- Varietit.

Man nimmt in diesem Abschnitt an, dass der strikte Anteil von 2 ein Torus
T ist, d.h. man hat den total degenerierten Fall.

Die obigen Daten komplettiert man wie folgt.

- Es seien A die Charaktergruppe von T, AY := Hom(A,Z) und A}, := A @z R.

- Man benutzt intensiv das Uniformisierungstheorem 5.6.3:

Es seien exp, : B — A die universelle Uberlagerung und A := Ker(exp,) die Perioden.
- Man fiziert eine rationale Polyederzerleqgung ¥ von Ay, die invariant ist unter A'.

- Es induziert ¥ ein A'-equivariantes ganzes Modell V von 0 mit

Pol(V) = .
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- Der Quotient A :=V /A" existiert und ist ein fs ganzes Modell von 2.

- Es seien Z; die irreduziblen Komponenten von V. Dann sind die Abschlisse der Strata
Stary (D) = D

alle nichtleeren Schnitte Z; N---N Z; , denn diese sind zusammenhdngend.

Man beachte weiterhin, dass D, Stary (D) isomorph ist zu einem Quotienten T des Torus
T bzw. zu einer eigentlichen torischen k-Varietit T" — P.

Unmittelbar aus den Definitionen erhilt man:
Proposition 5.7.1. Die log-abelsche Varietit 2 ist bestimmt durch eine Paarung
b: A" x A — M,
die eine nichtausgeartete Bilinearform induziert
b:A'x A — ME =7Z.

Bemerkung 5.7.2. Als eine einfache aber wichtige Konsequenz aus obiger Propostition
erhilt man die Existenz der dualen log-abelschen Varietdt

A" := Homy (A", MBP) /A.

Die log-rationalen Punkte von 2 entsprechen algebraisch trivialen ME&-Torsoren auf 2.
In Theorem 5.7.7 wird eine Aussage in diese Richtung bewiesen.

Bemerkung 5.7.3. - Fiir die globalen Schnitte von M3’ gilt
TV,MP) =AM = A r” k™.

- Fiir globale Schnitte von M8’ hat man folgende Interpretationen:

1. Als invertierbare Bruchideale von My, .

2. Als stiickweise lineare Funktionen auf f : A} — R die auf jeder Zelle von Pol(V)
linear und die auf den Gitterpunkten in AY C A} ganz sind.

- Via Pushout kann man einem G,,-Torsor G ein M-Biindel G ® ,x My zuordnen. Man
hat eine kanonische Abbildung in das induzierte Geradenbiindel

g®o‘>; MV — g@oé OV

Ganz dhnlich wie fiir torische Varietiten in 5.2.4 definiert man nun:

Definition 5.7.4. Ein globaler Schnitt f € T(V, M%) heifit streng konvex, wenn die
zugehdrige stickweise lineare Funktion [ : A — R konvex ist und letztere die rationale
Polyederzerlegung Pol(V') von dem Vektorraum Ay, induziert.

Die folgenden Aussagen sind in Analogie zu Proposition 5.4.14 zu sehen.
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Proposition 5.7.5. 1. Man hat einen kanonischen Isomorphismus

LV, M) /(7" & A) = Pic(V), frs L;.

2. Die amplen invertierbaren Garben auf dem k-Schema V' entsprechen hierbei den
streng konvexzen Schnitten in T'(V, M{P).

Beweis. Zu 1.) Durch Auswertung der kanonischen kurzen exakten Sequenz
1= 0p > MP - MP —1
mit dem globale Schnitte Funktor erhidlt man eine injektive Abbbildung
T(V,M$)/(r" & A) = Pic(V), f— Ly.

Fiir den Beweis der Surjektivitit dieser Abbildung kann man wegen Katos Theorem 3.3.16
Ku-fge-Basiswechsel durchfiihren. Nach Theorem 3.3.17 kann man annehmen, dass V iiber
k saturiert ist. Nach Proposition 3.3.7 ist V' dann insbesondere reduziert.

Es sei nun eine invertierbare Garbe £ auf dem Schema V' gegeben. Man betrachtet die
Einschréinkungen von £ auf die irreduziblen Komponenten. Die irreduziblen Komponen-
ten Z; sind isomorph zu projektiven torischen Varietdten. Versieht man diese mit den
kanonischen Log-Strukturen, so gilt nach Proposition 5.4.14 kanonisch

Pic(Z;) =~ T'(Z;, M) /A

Die Ecken v; € Pol(V) entsprechen eindeutig den irreduziblen Komponenten Z; C V.
Man definiert Star(v;) als die Vereinigung aller Zellen o C Pol(V) mit v; € 0. Man
kann I'(Z}, Mgzi’) mit stiickweise linearen Funktionen auf Star(v;) identifizieren, die in v;
verschwinden, auf Zellen linear und auf Gitterpunkten in AY N Star(v;) ganz sind.

Es seien f; die Funktionen auf Star(v;), welche die Einschrédnkungen £|z, induzieren. Man
sieht leicht, dass eine stiickweise lineare Funktion f : Aj — R existiert mit
f|5tar(yj) = fjmod A® 7t

Dann induziert f eine invertierbare Garbe Ly auf V mit Lf|z, ~ L|z,. Weil Pol(V) = Ay
kontrahierbar ist, folgt aus Proposition 3.5.4, dass £ isomorph ist zu L.

Zu 2.) Zunichst sei bemerkt, dass strenge Konvexitit nur von f mod A & 7% abhiingt.
Es seien nun f € I'(V, M) streng konvex und £; die induzierte invertierbare Garbe.
Eine abgeschlossene Zelle o C Pol(V) induziert eine affine offene Teilmenge

V Xpoivy o

und iiber dieser ist £; trivial. Die Elemente in ¢ € 7% @ A mit g > f liefern globale
Schnitte s, von L. Hierfiir interpretiert man £ als invertierbares My -Bruchideal (siehe
Bemerkung 5.7.3). Wegen der strengen Konvexitét von f existiert ein ¢ mit f|, = ¢|, und
g > [ sonst. Dann verschwindet der induzierte Schnitt s, {iberall, nur nicht auf V xpgv)o.
Hieraus erhélt man, dass die invertierbare Garbe £; ample ist.
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Sei nun umgekehrt £ ample. In der Notation von 1.) haben die Funktionen
f; : Star(v;) = R
durch Linearitét eine Ausdehnung auf Ay. Hierbei macht man die Identifikation
A} = Tangentialraum von A} in v;.

Die Einschrinkungen L|z, sind ample invertierbare Garbe auf Z; und somit sind die
Funktionen f; nach 5.2.4 streng konvex. Folglich ist auch f streng konvex. O
Man betrachte die folgende Situation:

- Es sei £ ein rigidifizierter G,,-Torsor auf dem Schema A.

- Weiterhin sei £ := £ ®g, M5 der induzierte Zariski M8P-Torsor auf A.

- Und es sei £ := ®* £ das Pullback unter ® : V — V/At = A.

In dieser Situatation kann man nun £ wie folgt beschreiben:
Proposition 5.7.6. 1. Es st Z ein trivialer MSP-Torsor auf V.

2. Wihlt man eine beliebige Trivialisierung Z — MSP, die mit der Rigidfizierung
kompatibel ist, so hat die induzierte A'-Linearisierung von M’ die Form:

f)=laly) - o)) flyv), ye A, veV,

wobei f ein lokaler Schnitt von L ist.
Hierbei haben ¢, a die folgenden FEigenschaften:
- At — A st ein Gruppenhomomorphismus.

-a: At — M3P st eine nomierte Funktion, d.h. es gilt a(0) = 1, die quadratisch ist
bzgl. der induzierten Paarung b(-,¢(-)) (Proposition 5.7.1):

b(y1, p(y2)) = alyr + y2) - a(yl)fl : a(yz)fl , Y1, Y2 € AL

3. Ist L ample, so ist die induzierte Bilinearform positiv definit

b(-,0(+)): A" x A" — Z.
4. Es ist L genau dann trivial, wenn a induziert ist durch einen Charakter in A.

Beweis.
Die erste Aussage folgt aus Proposition 5.7.5.
Zu 2.) Die Hochschild-Serre Spektralsequenz bzgl. der Galois-Uberlagerung

VA
und der Garbe M} induziert eine exakte Sequenz der Kohomologiegruppen
1 — HY (AL T(V, M) — H' (A, M®) — ['(A, R! O, MEP)
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(Theorem 2.20 in [28]), wobei links die Gruppenkohomologie steht.
Fiir die globalen Schnitte gilt I'(V, M}’) = A @ M}, Somit existieren Abbildungen

e: AN = A, a: A — MP,
so dass £ durch den 1-Kozykel dargestellt wird:
Xe: A= TV, MP) g = aly) - o(y)

Hierbei sind alle 1-Kozykel inhomogen. Die Notation sei wie in (§3 in [38], Kap VII).

Die Abbildung ¢ : AY — A ist ein Gruppenhomomorphismus. Denn ¢ ist ein 1-Kozykel
in H'(A?, A), wobei A mit der trivialen A’-Operation versehen ist.

Der Kozykel x induziert eine Funktion A® x A’. Diese hat eine Darstellung

/

xe(W'sy) =aly) - by o)), v,y € A"

Die Kozykelbedingung fiir . liefert die Gleichung

X'y +y2) = aly2) - by +y1, 0(y2)) - alyr) - (Y, o(y1))-

Weiterhin hat man trivialerweise die Gleichung

ey +y2) = alys +y2) - by, o(y1) + o(y2)),

weil ¢ ein Homomorphismus ist. Somit erhélt man in 1.) die gewiinschte Gleichung. Weil
die Trivialisierung mit der Rigidifizierung vertréglich ist, gilt a(0) = 1.

Zu 8.) Nach 2.) ist die induzierte Funktion @ : A’ — Z quadratisch mit assoziierter
Bilinearform b( -, ¢(-)). Die Bilinearform ist insbesondere symmetrisch.

In der Notation von Proposition 5.7.5 sei f : A}y — R eine stiickweise lineare Funktion,
so dass das Pullback ®*£ isomorph ist zu £;. Man nimmt an, dass f(0) = 0 ist.

Man sieht, dass die Funktionen @ und — f|¢ bis auf ein Element in A iibereinstimmen:
a= —f|At mod A. (57)

Man beachte die kanonischen Inklusionen A* C A C A}. Die Behauptung erhilt man nun
aus Proposition 5.7.5. Denn hiernach ist f streng konvex und somit folgt aus Gleichung
(5.7), dass die Bilinearform b( -, ¢(-)) positiv definit ist.

Die letzte Aussage ist mehr oder weniger trivial. O

Man erhélt hieraus das folgende wichtige Theorem:

Theorem 5.7.7. Es ist H' (2, MY kanonisch isomorph zu der Menge aller Paare (a, )
(mit den offensichtlichen Gruppenoperationen), welche bestehen aus

- einem Homomophismus ¢ : A* — A
- und einer quadratischer Funktionen a : A* — M’ (wie in Proposition 5.7.6)

modulo der Charaktergruppe A; deren Elemente \ € A liefern Paare a = A, ¢ = 0.
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Beweis. Man sieht zuerst, dass die Garbe M3’ welk ist. Dies folgt aus Korollar 4.2.11
und den Propositionen 3.5.6, 2.5.13. Daher hat man eine Surjektion

H' (A, Oy) — H' (A, ME).
Weiterhin ist H'(2l, Oy) kanonisch isomorph zu dem direkten Limes
lim H' (A7, O} )
z
tiber alle Log-Aufblasungen A; — A. Dies folgt wiederum aus Korollar 4.2.11.

Nach Proposition 5.7.6 hat man daher eine Inklusion von H' (2, M§) in den Raum aller
quadratischer Funktionen a : A" - M wie in der Behauptung.

Dass diese Inklusion surjektiv ist, ist mehr oder weniger trivial. O

Bemerkung 5.7.8. Das Theorem steht in Einklang mit bekannten Resultaten iiber die
Uniformisierung polarisierter abelscher Varietéten:

1.) In der komplexen Analysis ist das Theorem von Appell-Humbert das Analogon [30].

2.) In der formellen algebraischen Geometrie ist das Theorem von Faltings-Chai iber die
Degeneration abelscher Varietiten (Theorem 4.1 in [9], Kapitel II) das Analogon.

3.) Der rigid analytische Spezialfall von 2.) (Lemma 2.3 in [4]).

Der genaue Zusammenhang zwischen den polarisierten log-abelschen Varietéiten und der
Theorie von Faltings und Chai wird im néchsten Abschnitt erlautert.

Die folgende Definition dréngt sich férmlich auf:

Definition 5.7.9. 1. FEine Polarisierung von 2 ist ein Homomorphismus ¢ : A — A,
so dass die Paarung b( -, p(-)) symmetrisch und positiv definit ist:

by, (y") = by, p(y))  fir alle y,y" € A*

b(y, o(y)) >0 fiir alle y € A'—0

2. Fine Polarisierung ¢ : A* — A heif$t prinzipal, wenn ¢ ein Isomorphismus ist.

Bemerkung 5.7.10. Mumford betrachtet in [31] eine ganz dhnliche Situation:

Es sei T ein zerfallender Torus iiber einem vollsténdigen normalen Ring (R, I) mit Cha-
raktergruppe A. Weiterhin sei ein Gitter A* gegeben mit einem Homomorphismus

A — T(K),

wobei K der Quotientenkdrper von R ist. Mumford definiert eine Polarisierung als einen
Homomorphismus ¢ : A* — A, so dass die induzierte multiplikative Paarung

At x A" — K™, (v, y) — by, o(y))

symmetrisch und positiv definit ist, d.h. es gilt fiir alle y,y’ € A — 0

by, v(y) = b(y', p(y)) und by, p(y)) € I.
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Theorem 5.7.11. FEine total degenerierende log-abelsche Varietdt ist genau dann projek-
tiv, d.h. sie hat ein projektives ganzes Modell, wenn sie eine Polarisierung besitzt.

Beweis. Nach Proposition 5.7.6 induziert eine ample invertierbare Garbe eine Polarisie-
rung. Die andere Richtung folgt aus der universellen Beschreibung in Theorem 5.8.1. Man
beachte, dass Polarisierungen hoheren Grades dhnlich zu behandeln sind. O

Als das Hauptresultat dieser Arbeit erhilt man hieraus:

Theorem 5.7.12. Eine total degenerierende, log-abelsche Varietdt ist genau dann eine
toroidale Degeneration einer abelschen Varietdit, wenn sie projektiv ist.

Beweis. Dies folgt aus Theorem 5.7.11 und der universellen Beschreibung in Theorem
5.8.1. 0

5.8 Zusammenhang mit der Faltings-Chai
Kompaktifizierung von A,

In diesem Abschnitt soll der Zusammenhang mit der toroidalen Kompaktifizierung des
Modulstacks der prinzipal polarisierten abelschen Varietdten von Faltings und Chai be-
sprochen werden [9]. Hierfiir mufl man etwas ausholen.

Es sei daran erinnert, dass eine prinzipale Polarisierung einer abelsche Varietdt A {iber
einem separabel abgeschlossenen Korper ein Isomorphismus in das Dual ist

A A o TLC

mit £ einer amplen invertierbaren Garbe auf A und 7, : A — A der Translation.

Es bezeichne A, den Modul-Stack, der alle prinzipal polarisierten abelschen Varietéten
der Dimension g parametrisiert. Es ist A, ein glatter Deligne-Mumford Stack iiber Z.
Uber A, ist die universelle prinzipal polarisierte abelsche Varietét X, definiert.

Faltings und Chai konstruieren nun wie folgt Kompaktifizierungen von A,:

Fiir ihre komplizierte Konstruktion betrachten Faltings und Chai den Kegel
CCc{AeRI; A = A}

aller positiv semidefiniten quadratischen Formen auf RY mit einem rationalen Radikal.
Sie wihlen eine rationale Polyederkegelzerlegung > von C', die equivariant ist unter der
kanonischen Operation von GL(ZY). In Abhéngigkeit von ¥ konstruieren Faltings und
Chai in (Kapitel IV in [9]) eine projektive toroidale Kompaktifizierung

Ag — Kg,g.
Hierbei heift toroidal, dass Kg,z versehen mit der kanonischen Log-Struktur
X
OAg ﬂ OXQ,E
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log-glatt ist iiber Z mit der trivialen Log-Struktur. Man beachte, dass Faltings und Chai
nicht die Terminologie der logarithmischen Geometrie benutzen.

Weiterhin betrachten Faltings und Chai den Kegel C := R¢ x C und sie wihlen eine
rationale Polyederkegelzerlegung 3 von C die mit ¥ kompatibel ist. In Abhingigkeit von
S konstruieren sie in (Kapitel VI in [9]) eine projektive toroidale Kompaktifizierung

Xg — ng

Versieht man Xgi mit der mit der kanonischen Log-Struktur O)X(g N Ox ;> SO Ist die
’ 9,
induzierte Abbildung von Log-Stacks log-glatt und vertikal:

Xg,i — Ay

Eine projektive rationale Unterteilung von Y induziert eine Log-Aufblasung von Ajy.
Daher schreibt man fiir die assoziterten valuativen Log-Stacks

A, o= (A)", X=X o)™

==g,2 g

Eine genaue Analyse der Konstruktion in (Kapitel VI in [9]) zeigt, dass die Gruppen-
struktur auf X, — A, eine Fortsetzung hat zu einer Log-Gruppenstruktur auf

X, — 2,
Zusammengefafit erhélt man, dass zg ein log-abelsches Schema {iber ﬂg ist.

Weiterhin trégt Xg eine kanonische prinzipale Polarisierung. Diese Stelle bleibt etwas
unprizise. Eine Erlduterung wird der Beweis des folgenden Theorems liefern.

Wie erwartet hat man nun das folgende Theorem:

Theorem 5.8.1. Die geometrischen Punkte von ﬂg tber den nulldimensionalen Spitzen
entsprechen den prinzipal polarisierten total degenerierenden log-abelsche Varietiten.

Beweis. Eine prinzipal polarisierte total degenerierende log-abelsche Varietédt 2 iiber einem
Korper k mit der Standard Log-Struktur 7' @ &> entspricht einem Tupel

(A7 At? b7 ()0)'

Man fixiert fiir den Beweis einen beliebigen Isomorphismus A ~ Z9. Insbesondere hat
man dann eine kanonische symmetrische positiv definite Paarung

b( () : 29 x Z9 — M.

Die induzierte quardatische Form b( , (- )) entspricht einem Punkt b im Inneren von C.
Es sei o die Zelle von X, die diesen Punkt b enthélt.

Man betrachtet die kanonische Stratifizierung von Kg,z. Die Strata entsprechen den Zellen
in ¥ modulo der GL(ZY)-Operation. Es sei A, , das Stratum zu der Zelle o.

Nach (Theorem 5.7 in [9]) ist die formelle Komplettierung entlang A, , isomorph zu
[Spect (Z[M;]™)/Ts].
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Hierbei sind im Einzelnen: M, ist der duale Monoid zu ¢ in S?(Z9), T, der Stabilisator
von dem Polyederkegel o C R9*Y in GL(ZY) und die Komplettierung des Rings Z[M,]
wird bzgl. des von M} erzeugten Ideals gebildet.

Die induzierte formelle Log-Struktur ist nach (Theorem 5.7 in [9]) assoziiert zu
M, — Z[M,]".
Die quadratische Form b( , ¢( - )) induziert einen Homomorphismus
M, — M:P.

Versieht man das Stratum A, , mit der Pullback Log-Struktur unter der kanonischen
Inklusion Ay, — A, x, so induziert b( , ¢(-)) einen kanonischen Morphismus

Spec(k) — Eg,z.

Dass das Pulback von Zg isomorph ist zu 2 folgt aus der Konstruktion von Zg in (Kapitel
VI in [9]). Dass man hierdurch eine eindeutige Korrespondenz erhilt, ist klar. O
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Anhang A

Etale Gruppoide und Topoi

In diesem Anhang wird an einige mehr oder wenige wohlbekannte Fakten iiber étale
topologische Gruppoide und ihre zugehorigen Topoi erinnert.

Konvention. Fir die gesamte Arbeit wdhlt man ein Universum, das so grof ist, dass
keine mengentheoretischen Probleme auftauchen (Kapitel 0 in [47], Ezposé I).

A.0.2. - Ein Gruppoid T ist eine Kategorie, in der alle Morphismen Isomorphismen sind.
Man kann einen Gruppoid 7" mit Hilfe der Strukturabbildungen beschreiben

s, T jTg, JIa T Xs,tTI — 17.
Hierbei sind Ty, 77 die Objekt- bzw. Isomorphismenmenge, s die Quellabbildung, ¢ die
Zielabbildung und g die Kompositionsabbildung.

- Ein Gruppoid T heifit (topologisch) étale, wenn die T; topologische Rdume und s, t stetig
und étale sind, also lokale Homeomorphismen sind.

- Ein étaler Grupppoid 7" heifit quasikompakt, wenn der topologische Raum
T|=To/ ~
quasikompakt ist. Hierbei definert man xy ~ xj, wenn fiir ein z; € 7} gilt
s(x1) = xg, t(x1) = ;.

A.0.3. - Einen Funktor étaler Gruppoide f : S — T kann man beschreiben durch Ab-
bildungen der unterliegenden Objekt- und Isomorphismenrdume f; : S; — T; fiir « = 0, 1.
Ein Funktor heiflt stetig, wenn die Abbildungen f; stetig sind.

- Zusammen mit den stetigen Funktoren als 1-Morphismen und den stetigen natiirlichen
Transformationen als 2-Morphismen bilden die étalen Gruppoide eine 2-Kategorie.

- Eine Morita-Aquivalenz ist ein stetiger Funktor f : S — T, so dass die Abbildung der
Objektrdume fy : Sy — Tj étale ist und f eine Aquivalenz von Kategorien induziert.

A.0.4. Als nédchstes werden ein paar elementare Fakten iiber Topoi vorgetragen, die im
Folgenden benotigt werden. Die Standardquelle hierfiir ist (Exposé II und IV in [47]).

- Ein Situs ist eine Kategorie, die mit einer Grothendieck-Topologie versehen ist.
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- Ein (Grothendieck) Topos X ist eine Kategorie, die dquivalent ist zu der Kategorie der
Garben auf einem nicht niher bestimmten kleinen Situs.

- Die Topoi bilden eine 2-Kategorie. Ein 1-Morphismus von Topoi

f:X=Y
ist ein Paar bestehend aus einem direkten Bildfunktor und einem inversen Bildfunktor

fo X =Y, f7liY =X,

so dass f ! links adjungiert zu f, ist und f ! exakt ist. Die 2-Morphismen

a:f=g
sind die natiirlichen Transformationen von Funktoren

f. = g. bzw. via Adjunktion ¢ ' = f L.

- In der 2-Kategorie der Topoi existieren alle Faserprodukte.

- Die kanonische Topologie auf einem Topos X ist die feinste Grothendieck-Topologie, so
dass fir jedes Objekte U € Ob(X) die Prdagarbe Mor(-,U) eine Garbe ist.

Andererseits ist jede Garbe bzgl. der kanonischen Topologie auf X durch ein Objekt in
Ob(X) darstellbar. Daher heifien die Objekte in Ob(X) auch Garben auf X.

- Die Uberdeckungen in der kanonischen Topologie sind die epimorphen Familien.
- Eine Uberdeckung von X ist eine Uberdeckung der konstanten Garbe 1x.

- Fiir eine Garbe U auf X heifit die Kategorie X, deren Objekte Abbildungen V — U sind,
der Index Topos zu U. Es existiert ein kanonischer 1-Morphismus

Qu - X/u — X,
wobei der zugehdrige inverse Bildfunktor gegeben ist durch

0, (V) =V xU.

-Man definiert lokale Eigenschaften des Topos X mit Hilfe von Uberdeckungen (U; — 1x)
und den entsprechenden Eigenschaften der Index Topoi X ;.

Das folgende Beispiel erldutert den Begriff des Index Topos.

Beispiel A.0.5. 1.) Fiir den Topos der Mengen Sets und eine Menge I ist der Index
Topos Sets/; die Kategorie der Mengen, die durch die Elemente von I indiziert sind.

2.) Fiir den Topos Sh(7') der Garben auf einem topologischen Raum 7T ist der Index
Topos Sh(T') iy der Topos der Garben auf dem Espace étale U — X zu der Garbe U.

A.0.6. Man benétigt einige Fakten {iber die Punkte eines Topos. Die Standardquelle
hierfiir ist (Kapitel 6 in [47], Exposé IV). Die Notation sei wie in A.0.4.
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- Ein geometrischer Punkt eines Topos X ist ein 1-Morphismus
T : Sets = X,

wobei Sets der Topos der Mengen ist. Der zugehorige inverse Bild Funktor heifit Faser-
funktor. Die geometrischen Punkte von X bilden eine Kategorie

1-Mor(Sets, X)

Die Isomorphieklassen geometrischer Punkte heiflen Punkte.

Die Menge der Punkte Pt(X) tréigt eine kanonische Topologie. Die offenen Teilmengen
U C Pt(X) sind induziert durch Untergarben U der konstanten Garbe 1x via

U ={zePt(X); Us # 0}

Hierbei bezeichnet z die Isomorphieklasse von Z : Sets — X.

- Ein Topos X hat geniigend viele Punkte, falls eine Abbildung von Garben f: F — G auf
X, deren Halmabbildungen f; : Fz — Gz alle bijektiv sind, ein Isomorphismus ist.

- Fiir einen Topos mit geniigend vielen Punkten hat man einen Morphismus
ex : X = Sh(Pt(X)).
Der direkte Bildfunktor ex , ordnet hierbei einer Garbe F auf X die Garbe
U — Hom(U, F)

auf dem Raum Pt(X) zu, wobei U die entsprechende Untergarbe von 1y ist.

- Der Funktor X — Pt(X) ist linksadjungiert zu dem Funktor 7" + Sh(7’), der einem
topologischen Raum 7" den zugehorigen Topos zuordnet.

Am einfachsten erldutert man die Begriffe an dem étalen Topos eines Schemas:

Beispiel A.0.7. Es sei X ein Schema und Xy der kleine étale Topos.

- Dann entsprechen die geometrischen Punkte von Xy geometrischen Punkten
Spec(k) — X

(Theorem 7.9 in [47], Exposé VIII). Weiterhin hat der Topos X¢; geniigend viel Punkte.
- Der assoziierte topologische Raum Pt(Xg) ist kanonisch homeomorph zu X.

- Weiterhin ist €y,, der kanonische Morphismus
Ex Xét — XZar-

A.0.8. Im Folgenden benétigt man die Ubersetzung einiger topologischer Grundbegriffe
in die Theorie der Topoi. Die Standardquelle hierfiir ist (Kapitel 9 in [47], Exposé IV).

- Fiir eine Untergarbe &/ — 1x heifit der Index Topos X, (A.0.4) offener Untertopos.
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Der direkte Bild Funktor ¢y . : X,y — X zu dem kanonischen Morphismus

Qu - X/u — X
ist ein volltreuer Funktor. Hierdurch erh&lt man eine eindeutige Korrespondenz zwischen
offenen Teilmengen von Pt(X) (A.0.6) und offenen Untertopoi von X.
- Allgemeiner kann man nun einer lokal abgeschlossenen Teilmenge D C Pt(X) einen
eindeutigen Topos Xp zuordnen, zusammen mit einem kanonischen Morphismus

QDDZXD;)X.

Er besitzt die Eigenschaft, dass der zu ¢ gehorige direkte Bildfunktor volltreu ist und
das Bild der Punkte Pt(Xp) unter ¢p mit der Menge D iibereinstimt. Es heifit Xp ein
lokal abgeschlossener Untertopos von X und ¢p ist eine lokal abgeschlossene Imersion.

- Weiterhin heifit eine Garbe F auf X konstruierbar, wenn Pt(X) eine disjunkte Zerlegung
in lokal abgeschlossene Teilemengen D; hat, so dass das inverse Bild
oo, F

unter der lokal abgeschlossenen Imersion von Topoi pp, : Xp, < X lokal konstant ist.
Diese Definition weicht etwas von der Standard Definition in [47] ab.

A.0.9. Es folgt eine kurze Zusammenfassung iiber die (erweiterte) Fundamentalgruppe
eines Topos. Fiir Details siche (Auf 2.7.5 in [47], Exposé IV), (Abschnitt 6 in [46], Exposé
VIII).

- Man nimmt an, dass X zusammenhédngend und lokal zusammenhéngend ist und es be-
zeichne X die Kategorie der lokal konstanten Garben auf X.

- Fiir einen geometrischen Punkt z € Mor(Sets, X) ist die (erweiterte) Fundamentalgruppe
71 (X, Z) definiert als die Autotmorphismengruppe des Faserfunktors X;. — Sets, F — F;.
Hierbei ist die Fundamentalgruppe 7 (S, §) keine proendliche Gruppe wie in (Exposé V
in [45]), sondern vielmehr ein projektives System diskreter Gruppen.

- Man hat eine Galois-Theorie: FEs existiert eine eindeutige Korrespondenz zwischen den
Pro-Objekten in X;. und den Mengen mit einer Operation von m (X, Z).

A.0.10. Den allgemein bekannten Topos der Garben auf einem topologischen Raum kann
man auf kanonische Weise fiir étale Gruppoide verallgemeinern.

- Fine Garbe F auf einem étalen Gruppoid T = [s,t : Ty 3 Ty besteht aus einer Garbe F
auf Ty zusammen mit einer T1-Operation d.h. einem Isomorphismus

S_lfo L) t_lfo,

der auf dem Faserprodukt T\ X g T die iblichen Kozykelbedingungen erfillt.
- Die Garben auf T bilden einen Topos Sh(T').

Ein Situs hierfiir ist die Kategorie Et(T'), deren Objekte offene Teilmengen U C Ty sind
und deren Morphismen 2-Morphismen « : U; = U, in T} sind. Die Topologie auf Et(7)
wird erzeugt von allen epimorphen Familien («; : U; = U).
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- Die Zuordnung T +— Sh(T') ist ein 2-Funktor von den étalen Gruppoiden in die Topoi.
Einen stetigen Funktor f : S — T bildet dieser 2-Funktor wie folgt ab:

Es sei Fy eine Garbe auf Ty, die versehen ist mit einer 77-Operation. Vermoége der Abbil-
dung f; : S; — Ty erhiilt man auf dem inversen Bild f;*(F) eine S;-Operation.

Beispiel A.0.11. Speziell kann man eine Gruppe G als einen étalen Gruppoid auffassen.
Dann ist Sh(G) der klassifizierende Topos B(G) aller Mengen mit G-Operation.

Etwas ungewohnt und nur in kleinen Kreisen bekannt ist die folgende Definition.

Definition A.0.12. Ein Topos X heifSt Etendue, wenn er lokal von der Form Sh(T) ist
mit T einem topologischen Raum, d.h. es existiert eine Uberdeckung U — 1x mit

X = Sh(T).

A.0.13. Ein topologischer Raum heif3t schlicht, wenn jede abgeschlossene irreduzible Teil-
menge einen eindeutigen irreduziblen Punkt besitzt. Ein étaler Gruppoid heifit schlicht,
wenn sein Objektraum schlicht ist. Die Inklusion der schlichten étalen Gruppoide in die
étalen Gruppoide besitzt einen rechtsadjungierten Funktor, die Schlichtifizierung.

A.0.14. Es sei daran erinnert, dass jede 2-Kategorie eine unterliegende 1-Kategorie be-
sitzt mit den 2-Isomorphieklassen von 1-Morphismen als Morphismen.

Proposition A.0.15. Der Funktor T s Sh(T) induziert eine Aquivalenz von Kategorien
Gr — Et.

Hierber sind im einzelnen: Gr ist die Kategorie der schlichten étalen Gruppoide lokalisiert
an Morita-Aquivalenzen und Et ist die Kategorie der Etendues.

Beweis. Dies ist (Theorem 14 in [8]). Der Vollsténdigkeit halber wird aber gezeigt, dass
der Topos X = Sh(T') tatséchlich ein Etendue ist. Dies sieht man wie folgt:

Zuniichst einmal besitzt 1x eine Uberdeckung mit offenen Teilen U C Tj. Man beachte
hierfiir, dass die Yoneda-Prigarbe Mor( -, U) eine Garbe auf Et(7") ist. Dann bildet man
den Index Topos X,;;. Dieser ist isomorph zu der Kategorie der Garben auf dem Situs

Et(T)/U (5.4 in [47], Exposé IV). Man sieht nun aber leicht, dass der Topos
Sh(E(T),v)

isomorph ist zu dem Topos der Garben auf dem Raum U. 0
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Anhang B

Alexeevs stabil-semiabelische
Varietaten

In diesem Anhang werden einige Fakten iiber Alezeevs stabil-semiabelische Varietdten in
[2] wiederholt. Fiir die Zwecke dieser Arbeit und fiir die Uniformisierung log-abelscher
Varietéten ist es sinnvoll Alexeevs Definition leicht abzuwandeln.

Hierdurch kann man teilweise etwas stirkere Aussagen beweisen als in [2]. Zumal die
Beweise in loc. cit. zum grofiten Teil unvollsténdig sind.

B.0.16. Man bendtigt ein paar Fakten iiber algebraische Tori aus (Exposé X in [46]).

Ein algebraischer Torus 7" ist ein S-Gruppenschema, welches étale lokal bzgl. .S isomorph
ist zu Gy, 5. Die Charaktergruppe A ist die étale S-Garbe freier abelscher Gruppen

A := Homg(T, G,,).
Als Funktor auf der Kategorie der valuativen Log-Schemata iiber S ist dann
T = Homg(A, G,,).

Ist weiterhin § ein geometrischer Punkt von S, so operiert die Fundamentalgruppe (S, $)
auf der Faser Az, denn A ist eine lokal konstante Garbe (A.0.9). Diese Operation heifit
Monodromie und sie bestimmt den Torus 71" eindeutig, falls S zusammenhéngend ist.

Weiterhin heifit ein S-Torus T isotrivial, wenn die kanonische Abbildung
71'1(5, 5) — Aut(Aa—;)
tiber einen endlichen Quotienten von 7 (S, 5) faktorisiert.

Bemerkung B.0.17. Es folgen ein paar Fakten iiber semiabelsche Schemata aus [9].

- Ein semiabelsches S-Schema G {iber S ist ein glattes kommutatives Gruppenschema, so
dass die Fasern Gy = G ®g k(s), s € S Erweiterungen sind

1—1T7, —G,— B, — 0

mit By einer abelschen Varietédt und 7Ty einem Torus iiber k(s).
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- Ein semiabelsches S-Schema G induziert auf S eine kanonische Stratifizierung
S, ={seS|dim(T,) =r}, re N

- Es ist G xg S, global eine Erweiterung eines abelschen Schemas B mit einem Torus 7,
(Theorem 2.10 in [9], Kapitel I) (Unabhéngig von der Unterschemastruktur von S, ).

Bemerkung B.0.18. Es ist nicht schwer zu sehen, dass die Kommutativitit eines se-

miabelschen Schemas G aus den iibrigen Bedingungen folgt.

Beweis. Es sei s € S und my; C Og, das maximale Ideal. Dann sind die Deformationen
G = G xg Spec(Ogs/my), n €N

Erweiterungen abelscher Schemata durch Tori. Denn der Torusanteil 7,, C G,, deformiert
eindeutig zu einem Torus 7,41 C G4 und der Quotient G,,4/7T, 41 existiert und ist
eigentlich, glatt iber Spec(Og/m?) und somit abelsch. Hieraus folgt die Behauptung,
denn jede Toruserweiterung eines abelschen Schemas ist kommmutativ. O

B.0.19. Nun zu den stabil-semiabelischen Varietiten von Alexeev (Definition 1.1.11 in
[2]).

Definition B.0.20. Es seien G ein semiabelsches S-Schema und () ein Schema, das
flach und lokal von endlichem Typ dber S ist und versehen ist mit einer G-Operation.
Weiterhin sei eine equivariante offene Imersion G — Q) gegeben.

Dann heifit QQ oder genauer G — @ stabil-semiabelisch iber S, wenn gilt:

1. Die geometrischen Fasern Qs = Q ®g k() sind zusammenhdingend Cohen-Macaulay
und haben Normal-Crossing Singularititen in Kodimension 1.

2. Die geometrischen Fasern haben nur endlich viele Orbiten Gy - a, a € Q5.
3. Ferner sind die topologischen Abschliisse in Qs der Orbiten (G- a)® normal.

4. Die schematischen Stabilisatoren von Punkten in Qs sind Untertori von Gs.
Bemerkung B.0.21. Alexeev definiert stabil-semiabelische Schemata G — ) anders:
- Bei ihm sind die geometrischen Fasern ()5 lediglich seminormal (siehe 3.3.6).
- Auch die Normalitét der (G- a)® fordert Alexeev nicht.
- Man hat auch nicht als zusétzliches Datum die G-equivariante offene Imersion G — ().

Die induzierte Punktierung von () heif}t im Folgenden der Nullschnitt:
Og: 95 =G <= Q.

Beispiel B.0.22. Fiir einen Torus 7" entsprechen die irreduzibelen (= normalen) stabil-
semiabelischen Varietiten G — () iiber einem k den torischen Varietiten.

Im allgemeinen sind stabil-semiabelische Varietéiten aber reduzibel. So kann man

Spec(klz, yl/ (vy))

mit einer Struktur als stabil-semiabelische Varietit versehen.
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B.0.23. Man benétigt im Folgenden ein paar Fakten iiber den relativen Picard-Funktor
PiCQ/S == Rl f*OS

eines eigentlichen stabil-semiabelischen Schemas f: Q) — S.

- Aus den Eigenschaften erhélt man, dass Picg,s darstellbar ist durch einen algebraischen
Raum, der lokal von endlichem Typ iiber S ist (Theorem 7.3 in [3]).

- Es sei Pic% /s die Nullkomponente. Weil die geometrischen Fasern @5 seminormal sind,
ist der unipotente Anteil der Picard-Varietéiten (Picg )™ trivial, d.h. die reduzierten
geometrischen Fasern von Pic%/s sind semiabelsche Varietdten (Theorem 4.1.7 in [2]).

- Im Folgenden betrachtet man insbesondere den Fall, dass () — S projektiv ist. In dieser
Situation ist der relative Picard-Funktor Picg/s durch ein Schema darstellbar.

Konvention. - Es seien G — @Q ein stabil-semiabelisches Schema tiber S und A eine
Garbe abelscher Gruppen auf S. Mit einer Rigidifizierung eines A xg Q-Torsors E auf G
meint man immer eine Rigidifizierung in dem Nullschnitt O¢:

A5 0,'E.

- Die globalen Schnitte des relativen Picard-Functors Picg/s kann (und wird) man im
Folgenden mit den rigidifizierten invertierbaren Garben auf Q) identifizieren.

Die folgende Proposition zeigt, dass fiir ein stabil-semiabelisches Schema G' — (@) das
Theorem of the Square erfiillt ist (Abschnitt 6.3 in [5]).

Proposition B.0.24. Es seien ) ein eigentliches stabil-semiabelisches S-Schema und L
eine rigidifizierte invertierbare Garbe auf Q. Fir ein a € G(S") bezeichne T, : G — G die
Translation mit a und L, die Faser tiber a, d.h. das Pullback von L unter

Q—S5Q.
1. Dann hat man einen kanonischen Isomorphismus

TiLRLL,OL-STILOTILRL, © L,

2. Gilt £ € Pic®(Q), so hat man einen kanonischen Isomorphismus

TiL — L L,

Beweis. Die erste Aussage folgt aus (Theorem 4.1.18 in [2]) und der Tatsache, dass die
invertierbaren Garben auf beiden Seiten kanonisch rigidifiziert sind und somit kanonisch
isomorph sind. Die zweite Aussage sieht man ebenso, denn in dem Beweis von loc. cit.
wird gezeigt, dass die Operation von G auf Pic%/s, L — T7 L trivial ist. O

Die Aussagen der folgenden Proposition finden sich im wesentlichen in [2] wieder; die
Punktierung von @ erlaubt es jedoch etwas stéirkere Resultate zu zeigen.

Proposition B.0.25. Es sei G — Q) ein eigentliches, stabil-semiabelisches Schema tiber
S. Weiterhin sei T' ein Torus iber S mit Charaktergruppe A.
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1. Dann hat man bzgl. der étalen Kohomologie einen kanonischen Isomorphismus
H :=H"(Q,\g) / H'(S,A) = Picg,s(T).
Hierbei bezeichnet Ag das inverse Bild f~'A unter f : Q — S.

2. Die Elemente in H in 1.) entsprechen eindeutig rigidfizierten Ag-Torsoren auf Q.
Jeder rigidfizierte Ag-Torsor ist darstellbar durch ein étales QQ-Schema

d:Q— Q mit QxoG=Ag.

Ferner hat man eine Operation von G auf@ und eine equivariante offene Imersion
G — @ und die Abbildung ® ist G-invariant.

Beweis. Zu 1.) Aus (Theorem 4.2.4 in [2]) folgt zunéchst, dass die étale S-Garbe
HOHlS (T, PiCQ/S)

kanonisch isomorph ist zu R' f,Ag. Man beachte, dass in loc. cit. die fppf-Topologie zu
Grunde liegt. In dieser Situation beweist man die Aussage aber &hnlich.

Die Leray-Spektralsequenz angewendet auf f und A liefert die folgende exakte Sequenz:
H'(S, £.Aq) — H'(Q, Ag) = HU(S,R! £.(Aq)) = HX(S, f.Ag) —» H2(Q.Ag).  (B.1)
Man sieht, dass die Adjunktion von f,, f~! einen Isomorphismus induziert
A= f.Aq.
Weil () — S den Nullschnitt hat, ist aus allgemeinen Griinden der Homomorphismus
H*(S, f:Aq) = HA(S, A) — H*(Q, Ag)

in der Sequenz (B.1) injektiv und somit folgt die 1. Aussage.
Zu 2.) Die Darstellbarkeit von Q folgt aus (Lemma 5.4 in [46], Exposé X).

Fiir den Beweis der Trivialitdt von @ X G sei ohne Einschrinkung A konstant. Denn
AQ L) Qv XQ G

ist durch die gegebene Rigidfizierung von @ — () eindeutig bestimmt.

In dem Fall S = Spec(R) mit R einem diskreten Bewertungsring folgt die Behauptung,
weil G normal ist und somit fiir étale Kohomologie von A ~ Z" gilt

H'(G,A) = 0.

Den allgemeinen Fall kann man mit einem Spezialisierungsargument hierauf reduzieren.
Siehe die Ausfithrungen in (Bemerkung 6.10 in [45], Exposé IX).

Es gilt noch zu zeigen, dass @ eine kanonische G Operation triagt.
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Man betrachtet hierfiir den induzierten Homomorphismus 7" — PicoQ /s Ein kategorischer
Punkt ¢ € T'(S") definiert eine rigidifzierte invertierbare Garbe L£(t) auf Q.

Nach Proposition B.0.24 hat man einen kanonischen Isomorphismus
TrL(t) — L(t) ® L(t)q,

wobei wie gewohnt a € G(S'), T L(t) das Translat und £(t), die Faser sind.
Nun entspricht die Abbildung 7" — PicoQ/S, t = TrL(t) (bzw. t — L(t),) den Ag-Torsoren
TrQ (bzw. Q,). Somit erhilt man einen kanonischen Isomorphismus

Q®Qu = TIQ.
Dieser Isomorphismus geht in die umgekehrte Richtung, weil invertierbare Garben und
Geradenbiindel bzw. G,,-Torsoren einander kontravariant entsprechen.
Weiterhin hat @ X ¢ G nach obigen Ausfiihrungen eine kanonische Trivialisierung

Ao =5 Q xqG.
Somit hat man einen kanonischen Isomorphismus von Ag-Torsoren

Q 5 TrQ.

Diese Isomorphismen definieren eine Operation von G auf @ O

Bemerkung B.0.26. Man betrachtet eine Situation wie in Proposition B.0.25. Es sei
weiterhin 7" der S-Torus mit Charaktergruppe A. Ein kategorischer Punkt ¢ € T(S)
induziert eine A-Operation auf dem trivialen Geradenbiindel @ x g Al {iber @ durch

(q,v) — (A.q, A(t) - v).

Die Operation entspricht einem étalen Abstiegsdatum von @ xs AL nach Q. Jedes solche
Abstiegsdatum ist effektiv. Man erhilt somit eine Abbildung

-0
T — Picgs -
Diese stimmt mit der Abbildung iiberein, die Proposition B.0.25 liefert.

B.0.27. Es sei G — @ ein stabil-semiabelisches Schema iiber S, so dass G global eine
Erweiterung eines abelschen Schemas B durch den Torus 7 ist. Weiterhin sei ein 7-
linearisierter quasikohérenter Og-Modul F gegeben.

- Hierbei besteht eine 1'-Linearisierung von F aus Isomorphismen

T:F — F,
die mit der T-Operation vertriiglich sind (Definition 1.6 in [30], §3). Hierbei sind a € T'(S)
ein kategorischer Punkt und 7}, : ) — @ die Translation.

- Ist das direkte Bild f,F unter f : Q — S ein quasikohirenter Og-Modul, so hat man
nach (Proposition 4.7.2 in [46], Exposé I) eine Zerlegung in Eigenrdume

f.F =P Fn.

AEA

Jeder der Eigenrdume F), ist ein quasikohirenter Og-Modul.

- Via fppf Abstieg sieht man, dass die Einschrinkung F|s kanonisch nach B absteigt.
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B.0.28. Es sei daran erinnert, dass eine invertierbare Garbe £ auf einem Schema X,
welches lokal von endlichem Typ iiber S ist, ample heif}t, wenn jeder Punkt in S eine
affine Umgebung U = Spec(R) besitzt, so dass die Schuitte der Potenzen £", n > 0 iiber
X xg U die Topologie erzeugen, d.h. die Mengen

{r e X xsU; s(x) #0}, s e (X xg U, L")

bilden eine Basis der Topologie von X xgU. Es sei darauf hingewiesen, dass X — S nicht
notwendig quasikompakt ist. In obiger Situation existiert eine offene Imersion

X x5 U < Projp(T(X x5 U, L")).

n>0

Proposition B.0.29. Es sei G — @ ein stabil-semiabelisches S-Schema, wobei G global
eine Erweiterung des abelschen Schemas B durch den Torus 1 ses.

1. Es sei L eine invertierbare Garbe auf @), so dass L|g eine T-Linearisierung tragt.

Dann ezistiert ein Ag-Torsor ® : @ — @ wie in Proposition B.0.25, so dass das
Pullback £ = ®*L eine T'-Linerisierung trdgt.

2. Fs besitze QQ eine ample invertierbare Garbe L, so dass die Finschrinkung L|q eine
T-Linearisierung tragt. Ferner sei ® : Q — Q der Ag-Torsor zu L in 1.).

Dann existiert ein eindeutiger T-invarianter, G-equivarianter flacher Morphismus
I1:Q —s B,
so dass die Einschrinkgung 11|q : G — B die kanonische Faserung ist.
Beweis. Zu 1.) Man betrachtet die von den abelschen Varietdten bekannte Abbildung
ML) : G — Picgs, a—»T/LR LT,

wobei a € G(S') und T, : G — G die Translation mit a ist.

Nach Proposition B.0.24 ist die Abbildung A(L) ein Gruppenhomomorphismus. Nach
Proposition B.0.25 bestimmt die Inklusion Az (7") < Picg,s einen Ag-Torsor

:Q—Q,

wobei Ag die Charaktergruppe von Az(T) ist. Weiterhin hat man nach Konstruktion fiir
alle kategorischen Punkte a € T'(S") eine kanonische Trivialisierung

Oy > TLRL TR L,

Zusammen mit der durch die T-Linearisierung von L|g ~ L|s induzierten Trivialisierung
Or — L|r erhidlt man einen kanonischen Isomorphismus

T:L =5 L.

Aus dem Theorem of the square in Proposition 5.4.18 erhélt man schlielich, dass diese
Isomorphismen eine T-Linearisierung auf £ induzieren.
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Zu 2.) Via étalen Abstieg kann man annehmen, dass S quasikompakt ist und dass der
Torus T zerfillt und somit die Charaktergruppe A konstant ist.

In dieser Situation existiert eine Untergruppe A’ C A von endlichem Index, die frei und
eigentlich diskontinuierlich bzgl. der Zariski Topologie auf () operiert.

Nach Voraussetzung ist die invertierbare Garbe £ ample auf ). Aus obigen Ausfiihrungen
erhélt man, dass das Pullback £ = ®*L nach () ebenfalls ample ist.

Man kann annehmen, dass S = Spec(R) affin ist und dass eine offene Imersion existiert

Q — Proj, (T (X, L").

n>0

Nach dem ersten Teil kann man L mit einer T'-Linearisierung versehen. Die T-Linearisierung
von L" induziert via Zerlegung in Eigenfunktionen eine Darstellung

D(X, L") = @D Ann.

AEA

Man betrachtet die induzierte kanonische Abbildung

I1: Q — Proj, (P Ann) = X.

n>0
A=0
Nach Konstruktion ist die Abbildung IT invariant unter der Operation von 7. Weil B der
Quotient G /T ist, induziert die Einschrinkung I|; somit eine Abbildung
h:B — X.

Zunichst sieht man, dass die Abbildung h eine offene Imersion ist: Denn die Einschréinkung
L|c steigt kanonisch zu einer amplen invertierbaren Garbe M auf B ab und die 7-
invarianten Schnitte in I'(G, £|g) sind die Urbilder der Schnitte in I'(B, M).

Die Abbildung A ist abgeschlossen, denn das abelsche Schema B ist eigentlich. Nimmt
man an, dass S und damit auch B zusammenhéngend ist, so ist h ein Isomorphismus.

Auf der anderen Seite ist auch ) zusammenhingend. Folglich ist II(G) ~ B und man
erhiilt die gewiinschte Abbildung. Die Flachheit dieser Abbildung ist evident. O
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Abstract

In general an abelian variety over the quotient field of a discrete valuation ring doesn’t
necessarily extend to an abelian scheme over the spectrum of the given discrete valuation
ring. In this case the abelian variety is said to have bad reduction. Grothendieck has
proven a famous semiabelian reduction theorem, which states that after a finite ramified
base change the abelian variety has an extension to a semiabelian scheme. As, in general,
a semiabelian scheme is not compact, the following question arises: Given a semiabelian
scheme over the spectrum of a discrete valuation ring with abelian generic fibre, is it
possible to construct a toroidal compactification in the sense of [22]. Mumford, Raynaud,
Faltings and Chai, et. al. constructed such toroidal compactifications; see [9], [31]. These
compactifications are not canonical, but they are unique up to toroidal modifications.
The special fibre is in general a singular scheme, which doesn’t have a simple description
and which is called a degenerate abelian variety. It is a long standing question to give an
intrinsic description of degenerate abelian varieties. The interest lies, for example, in the
problem of giving a functorial interpretation to the toroidal compactification of the moduli
space of polarized abelian varieties; see [9]. Alexeev tried to deal with this problem by
his theory of stable-semiabelic varieties. But he didn’t quite manage, because there exist
stable-semiabelic varieties, which are not degenerate abelian varieties; see [2]. K. Kato
suggested in [20] that, by adding a logarithmic structure in the sense of Fontaine-Illusie,
a solution of this problem should be possible.

The present thesis shows that it is indeed possible. To this purpose I develop a theory
of logarithmic abelian varieties, extending the classical notion of an abelian variety. The
theory is related to Alexeev’s theory, since log-abelian varietes are in some sense stable-
semiabelic varieties. One of the main results in this thesis is a uniformization theorem
for log-abelian varieties. Here, the special fibre of a relative complete model in sense of
Mumford serves as a uniformizing space; see [31]. The log-abelian variety is the quotient
by a period lattice of full rank. In the totally degenerate case it is furthermore proven that
a log-abelian variety is a degenerate abelian variety if and only if it admits a polarisation.
The last condition is by definition equivalent to the fact that the period lattice fullfills
a strong symmetry condition; similar as in [31]. As in the classical situation it is shown
that a log-abelian variety admits a polarisation if and only if it is projective.

It should be noted that in this thesis there are many theorems proven and methods de-
velopped, which are of their own interest in the theory of logarithmic algebraic geometry.
Not all of them are strictly necessary for understanding the above stated main theorems,
but they give new insights. For example I give a construction of an associated fan to
a log-scheme generalizing the theory in [22]. Furthermore I introduce the notion of sel-
fintersection to log-schemes. And, finally, I give criteria to descend a log-structure from
the étale to the Zariski site. One should remark that the criteria given in [20] are not
complete. I also prove a theorem on valuative Log-Schemes in the sense of Kato, that is
analogous to the famous theorem of Raynaud in rigid-analytic geometry.
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