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Introduccion

El objetivo de esta tesis es presentar un andlisis detallado acerca de las funciones periédi-
cas de variable compleja. Para ello, presentaremos las distintas clases de funciones periddicas
que existen, las simplemente periédicas y las doblemente periédicas. Principalmente nos en-
focaremos en la clase de las funciones doblemente periddicas, llamadas elipticas, por lo que
ocuparan la mayor parte de nuestra atencién, ya que guardan una relacién de importancia
con las integrales elipticas, de las cuales reciben su nombre. La tesis estd orientada a alum-
nos que hayan cursado un curso introductorio de variable compleja, sin embargo el lector
podra apreciar que los temas tratados guardan cierta relaciéon con el algebra. Esto es debido
a que dos grandes aplicaciones de la funciones elipticas son de corte algebraico, por un lado
son de gran utilidad en el campo de la teoria analitica de los ntimeros, y por otro son un una
base del tratamiento de las curvas elipticas y de las formas modulares.

El inicio de cada capitulo estd acompanado de un breve resumen acerca de lo que se tra-
tara en él. Aunado a esto, presentamos a continuacién un parrafo para cada capitulo, que
describe en esencia el tema principal del capitulo y la relaciéon que éste pudiera guardar con
otras secciones del texto.

Para comenzar, el Capitulo 1 trata acerca de las funciones simplemente periddicas, se
introducen las definiciones basicas que se ocuparan a lo largo del texto y los resultados maés
importantes de la clase de las funciones periédicas de variable compleja. Es un capitulo corto
y sencillo que pretende recordar al lector aspectos que probablemente ya le sean conocidos.

El Capitulo 2 es una continuacion del primero, ya que en éste se presenta un caso particu-
lar de una funcién periddica de variable real, la funcién lemniscata ¢;, haremos mucho énfasis
en la gran similitud entre ¢; y la funcién trigonométrica seno. Sumado a esto, el segundo
capitulo del texto tiene un corte historico, ya que en él, presentamos el origen de la integrales
elipticas y junto a esto el primer vistazo que tendra el lector acerca de la relacién que guardan
las funciones periddicas con dichas integrales, una relacién que estara muy presente en todo
el texto. Al terminar la lectura de este capitulo, podria parecer que el tema de la lemniscata
queda de cierta forma inconcluso, esto se debe a que para concluirlo de manera definitiva es
necesario tener un conocimiento méas amplio de las funciones elipticas, por lo que el capitulo
final retoma a la funcién lemniscata para asi concluir con el tema.



Consideramos al Capitulo 3 como el capitulo fundamental de este trabajo, pues en el
exponemos las bases tedricas de las funciones doblemente periddicas, particularmente de las
elipticas. El lector encontrard en este capitulo toda la informacién necesaria acerca de una
funcidn eliptica en abstracto, y de manera cotidiana estaremos haciendo referencia a los re-
sultados aqui tratados en los capitulos posteriores. Sin embargo, todo el tercer capitulo es
simplemente un puente para el cuarto en el cual encontraremos las aplicaciones de dichos
resultados.

Asi pues, el Capitulo 4 es la aplicacién de los resultados obtenidos en su predecesor. Se
presenta la forma explicita de una funcién eliptica, la funcién o de Weierstrass, la cual juega
un rol fundamental para la clase de funciones elipticas. El lector notard que los capitulos
subsecuentes se ocupan de extender toda la teoria obtenida para la p. Presentamos las pro-
piedades, las notaciones béasicas y casos particulares de interés de dicha funcién, por lo que
también en lo que sigue del texto, haremos varias referencias a los temas tratados en este
capitulo.

El siguiente capitulo, Capitulo 5, trata acerca de la relacién entre las integrales elipticas
y las funciones elipticas, de la cual el lector tuvo ya una probada en el segundo capitulo.
Aqui se presenta una ecuacién diferencial de primer orden que satisface la funcién p que no
sélo es esencial para establecer la relacién en cuestién, sino que también es una propiedad
de gran importancia, a la cual recurriremos en multiples ocasiones para la demostracién de
otros resultados.

En el Capitulo 6 nos desviamos un poco de las integrales elipticas, para continuar con
el andlisis de las funciones elipticas. Presentamos aqui tres maneras distintas para escribir
cualquier funcién eliptica dada en términos de la funcién p y de dos funciones auxiliares ¢
y o, definidas también por Weierstrass, que a pesar de no ser elipticas ni periédicas son de
gran ayuda para establecer varios resultados en capitulos posteriores.

El lector estd familiarizado con las identidades que guardan las funciones periddicas de
variable real, compleja y gracias al capitulo 2, la funcién ¢;. El Capitulo 7 pretende en primer
lugar introducir el andlogo a dichas identidades para el caso de las funciones elipticas, en
particular para la funciéon @ gracias a la relacién que tiene ésta con cualquier otra funcién
eliptica. En segundo lugar, es un capitulo disenado para extender el conocimiento de la fun-
cién g, pues presentamos propiedades y notaciones adicionales de gran interés acerca de g y
maés aun algunas de estas propiedades seran de gran utilidad para el capitulo final.

Finalmente, como habiamos adelantado, el Capitulo 8 pretende continuar con lo que de-
jamos inconcluso en el segundo capitulo. En este capitulo veremos que la funcién lemniscata
¢y es una funcién eliptica y demostraremos la relacién que ésta guarda con la funcién . Una
caracteristica del capitulo final, es que utilizamos sin excepcién alguna resultados obtenidos
en los siete capitulos anteriores, por lo que es una manera muy elegante de terminar la tesis,
sintetizando todo el conocimiento obtenido a lo largo de ésta.



Para facilitar la lectura, al inicio del texto se presenta un Glosario de Simbolos, que con-
tiene la mayoria de los simbolos que aparecen en el texto seguidos de una breve descripcién y
del nimero de pagina donde se definen por primera vez, o en su defecto donde se ocupan por
primera vez a lo largo del texto. De igual manera, dado que la tesis contiene un gran nimero
de figuras que ayudan a ejemplificar la teoria, después del Glosario de Simbolos se encuentra
el Indice de figuras que presenta el titulo de todas las figuras acompanado de la pagina en la
que se encuentra cada una.

Al final de la tesis se presentan en total cinco apéndices. En primer lugar el Apéndice A
presenta un breve resumen de las Series de Taylor y de Laurent, que son una herramienta
fundamental para el andlisis complejo y no serd la excepcién en este caso. El Apéndice B
presenta en su gran mayoria los teoremas basicos de un curso introductorio de variable com-
pleja, a los cuales recurrimos en varias demostraciones en todos los capitulos, y aunque dichos
resultados no estan demostrados, al final del enunciado el lector encontrara una referencia
donde puede consultar la prueba. El Apéndice C presenta la prueba la divergencia de una
serie, que justifica por que usamos una estimacién particular para ver la convergencia una
suma de series en el texto. En el Capitulo 5 utilizamos dos cambios de variable de integracién
que requieren una manipulacién algebraica tediosa, en caso de que el lector esté interesado
en dicha manipulacién ésta se presenta en el Apéndice D. Finalmente el Apéndice E, da una
breve explicacién acerca de la teoria de los nimeros construibles con regla y compas, teoria
que se usa de manera constante en el estudio de la lemniscata del Capitulo 2.






Capitulo 1

Funciones Simplemente
Periodicas

Para un analisis adecuado de las funciones periédicas de variable compleja es necesario
recordar algunas definiciones de las funciones complejas.

1.1. Funciones de Variable Compleja

Definicion 1.1. Sea U C C un subconjunto abierto. Decimos que una funcion f : U C C — C
es una funcion analitica en U, si f es diferenciable en 2y Vzo € U. Si U = C entonces
decimos que f es una funcion entera.

Un teorema de gran importancia en variable compleja da una caracterizacién alternativa
para las funciones analiticas, que es: f es una funcién analitica en U si para todo zg € U , f
es infinitamente diferenciable en zy y su serie de Taylor:

% e(n)(,
Z f n(| o) (z —20)"

n=0

converge uniformemente en subconjuntos compactos de U y coincide con f alrededor de z
(para una demostracién de la equivalencia ver [18] Parte I, teoremas 1.2, 16.4 y 16.7 )

Es natural pensar en las funciones analiticas como las funciones ideales para el andlisis
de variable compleja, por lo que a continuacion se define una clase de funciones que se puede
ver como la de las funciones “casi analiticas”.

Definicion 1.2. Sea U un subconjunto abierto de nimeros complejos, decimos que una fun-
cion f: U CC — C es una funcion meromorfa en U si [ es analitica en todo U excepto
en P ={z;:je€I CN} C U, donde para cada j € I, los zj son puntos aislados llamados
polos de f.



Una caracterizacién alternativa es: f es una funcién meromorfa en U si existen funciones
analiticas, g y h, en U tales que f(z) = g(z)/h(z), donde los polos de f corresponden a los
ceros de h (ver [18] Parte I p.160).

1.2. Funciones Periodicas

A continuacién se presenta un breve recordatorio de la definicién de funcién periédica y
algunos resultados bésicos de estas funciones:

Definicién 1.3. Decimos que una funcion f : C — C es una funcién periddica si existe
w € C con w # 0 tal que para toda z € C sucede que:

fz+w) =f(2)
Al niimero complejo w lo llamamos un periodo de la funcidn f.

Observaciéon 1.1. Notamos que si f tiene un polo de orden k en zy y w es un periodo,
entonces f tiene un polo de orden k en zy + w, ya que haciendo © = z — w tenemos que:

lin (= (20 +w))"(2) = lim (u—20)"fu+w) = lm (u—20)"f(u) #0,00.

z—zo+tw u—2zo

La observacién anterior debe ser tomada en cuenta ya que es de suma importancia para
los capitulos posteriores.

Teorema 1.1. Sea f: C — C una funczon periddica con periodos wy,ws, - - ,wy entonces si
mi, Ma, -+ ,my € Z\ {0} se tiene que Z m;w; es un periodo de f.

j=
Demostracion:

Induccién sobre n. Para el caso n = 1 tenemos que verificar que mjw; es un periodo de f
para todo m; € Z\ {0}, y lo haremos por induccién sobre mq, el caso m; = 1 estd dado por
hipétesis, si suponemos la hipdtesis de induccién de que miw; es un periodo vemos que si
z € C entonces:

fz+ (m1+ Dwi) = f(z + w1 +miwr) = f(z +wi1) = f(2)

Luego mjw; es un periodo para todo m; € N, pero vemos que —w; también es un periodo
de f ya que f(2) = f(z + w1 —w1) = f(z —w1), lo que asegura que myw; es un periodo para

todo my € Z\ {0}, por lo tanto para el caso n = 1 se cumple el teorema, suponemos nuestra
n—1

hipétesis de induccién de que ) mjw; es un periodo y vemos que si z € C entonces:
i=1

n n—1
flz+ ijwj) = f(z + muwn + Z mjw;) = f(z + mpwy) = f(z)
" =

6



donde la justificacién para la dltima igualdad es andloga a la de ver que myw; es periodo
para todo my € Z\ {0}.

Por lo tanto concluimos que: para toda n € N, si my, ma, -+ ,m,, € Z\ {0} entonces se cumple
n
que ). mjw; es un periodo de f. q.e.d
j=1

El Teorema 1.1 nos asegura que cualquier funcién periddica tiene una infinidad de periodos
distintos, aunque no nos dice nada de posibles relaciones entre dichos periodos. Para las
funciones meromorfas y periédicas es posible identificar un tipo de periodos particulares, que
llamaremos periodos fundamentales de f, cuya existencia, propiedades y relacién con los
demaés periodos de f se prueban a continuacion:

Lema 1.1. Sea f una funcion meromorfa, periddica y no constante, sea 2 el conjunto de
todos los periodos de f, entonces Q no tiene puntos de acumulacion en C.

Demostracion:

En un primer caso si 2 estd contenido en el conjunto de polos de f, esto implicard que los
puntos de €2 son aislados y por lo tanto que no tiene puntos de acumulacién. Supongamos
entonces que {2 tiene un punto de acumulacién en C y que los puntos de €2 no son polos de
f, por lo que:

fw)=f04+w)=f0)VweN

es decir que f(w) = f(0) Vw € Q , pero por el Teorema B.1 (Unicidad Global) del Apéndice
B, como  tiene un punto de acumulacién en C se sigue que f(z) = f(0) Vz € C, lo que im-
plica que f es una funcién constante, lo que contradice la hipotesis. Por lo tanto el conjunto
Q no puede tener puntos de acumulacién en C q.e.d

Teorema 1.2. Sea f una funcion meromorfa, periddica y no constante y sea w € C un
periodo de f entonces la recta L que pasa por 0 y por w contiene a un numero complejo
wy # 0 que es un periodo de f tal que todo periodo de f contenido en L es de la forma mw.
con m € Z. Decimos que wy es un periodo fundamental de la funcion f.

Demostracion:

Por el Lema 1.1 el segmento de recta que une al punto 0 con el punto w contiene tinicamente
una cantidad finita de periodos de f, sea wy el mds cercano al origen (podria ser que el periodo
mas cercano fuera w y en ese caso w; = w).

Denotamos al segmento de recta que une al punto 0 con el punto wy como [0 — w;]. Notamos
que [0 — w;] solamente contiene a w; como periodo de f. Ahora supongamos que en L esta
contenido w’ un periodo de f que no es multiplo entero de w1, entonces existe m € 7Z tal que
w’ estd contenido en el segmento [mw; — (m + 1)wy], asi pues:

0 < |w" —mwi| < |wi]

Por lo que w’ — mw; se encuentra contenido en [0 — wy] , pero por el Teorema 1.1, w' — mw;
es un periodo de f, lo que es imposible pues ya vimos que no existen periodos distintos a w;
en [0 — wi] . q.ed

La siguiente figura ilustra la demostracién del Teorema 1.2



» X
_w1/

Figura 1.1: Teorema 1.2

Observacion 1.2. Notamos que si wy es un periodo fundamental para una funcién periédica
f, entonces necesariamente —w; también es un periodo fundamental para f y que no hay més
periodos fundamentales en la recta £ que pasa por 0 y ws.

Definicion 1.4. Decimos que una funcion periddica f con periodo fundamental wy, dado por
el Teorema 1.2, es simplemente periddica si todos sus periodos son de la forma mw, con
m € Z. Fs decir todos sus periodos estan contenidos en la recta que pasa por 0 y wy.

Ejemplo 1.1. La funcién f(z) = e* es una funcién simplemente periddica con periodo
fundamental 27i, ya que si z = x + iy con z,y € R, entonces:

e = e”(cos(y) + isen(y))

La periodicidad se sigue del hecho que cos(y) y sen(y) son funciones reales, simplemente
periédicas con periodo fundamental 27. Ademaés si w es cualquier periodo de e, como e® no
es periédica para x € R, es claro que w es un imaginario puro, por lo que tendremos que w/i
serd un periodo de la funciones trigonométricas seno y coseno y por ende los tinicos periodos
de la funcién exponencial son de la forma w = m27i, con m € Z, quedando demostrado que
es una funcién simplemente periédica con periodo fundamental 274

1.3. Serie de Fourier

Supongamos ahora que tenemos una funcién simplemente periédica f, con w; un periodo
fundamental. No hay pérdida de generalidad al decir que w; = 27, ya que si g(u) es una
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funcién con periodo wy # 27, haciendo el cambio de variable:
w1
U= —2z

2w

obtenemos que :
1) =9 (5:%)

es en efecto una funcién periédica de periodo 27. En el caso real esta transformacién se puede
interpretar geométricamente, pues si wy > 27 entonces estamos comprimiendo la gréfica para
que obtenga el periodo deseado pero sin alterar su imagen y si por el contrario w; < 27
estamos estirando la grafica hasta que obtenga a 27 como periodo y nuevamente sin afectar
su imagen.
Dicho esto, podemos enunciar, remplazando 27 por cualquier periodo, los siguientes teoremas
que son de gran importancia para el anlisis de las funciones simplemente periédicas (aunque
para que se cumplan no es estrictamente necesario que la funcién sea simplemente periddica,
ya que, es suficiente tener que es periddica).

Teorema 1.3. Sea f: C — C una funcion meromorfa, periddica de periodo 27, entonces la

funcion f*: C* — C dada por:
ro=r(") (1)

7

es una funcién meromorfa en C*. Ademds f*({) tiene el mismo nimero de polos y con mismo
orden que los polos de f(z).

Demostracion:

En primer lugar notamos que f*(¢) es una funcién univaluada, ya que para cada ¢ € C* se
tiene que In(¢) toma una infinidad (numerable) de valores que difieren entre si por multiplos
de 27i, luego los valores de In(¢) /i difieren entre si por miltiplos de 2. Como f tiene periodo
27 entonces para cada ¢ € C* se tiene que f(In(¢)/7) toma un valor tinico y por lo tanto f*(¢)
es univaluada.

Sea zp algun valor de In(¢)/i, por lo tanto existe {p € C* tal que zp = In((p)/i. Tome-
mos a U, una vecindad abierta del punto ¢y tal que In(¢) /7 sea univaluada para toda ¢ € U,
y definimos la funcién, ¢q : U¢, — C dada por:

Por construccién tenemos que g es analitica en Uy, v que ¢o({o) = z0. Pero f puede ser
analitica en zg o tener un polo en zg:

a) Si f es analitica en zp:
Como g es analitica, en virtud del Teorema B.2 (Mapeo Abierto) del Apéndice B,
podemos escoger a la vecindad abierta U, lo suficientemente pequeinia tal que V., =
©o(Ue,) sea una vecindad abierta de zg en la cual f es analitica, es decir V., no contiene
a ningin polo de f. Por lo tanto f*(¢) = f(¢0(¢)) es composicién de funciones analiticas
y por lo tanto es analitica para toda ¢ € Uy,.
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b) Si zp es un polo de f:
Aligual que en a), podemos escoger a la vecindad abierta Uy, lo suficientemente pequena
tal que V,, = ¢o(Uc,) sea una vecindad abierta de zp en la cual el tnico polo de f es
zg, es decir f es analitica en V,\ {20}. Por lo tanto f*(¢) = f(¢0({)) es una funcién
analitica en Ug,\ {¢o} y ademds como zy es un polo de f tenemos que:

entonces lim f*(¢) = lim f(po(¢)) = lim f(z) = o0

¢—Co ¢—Co z2—20

por lo que concluimos que (jp es un polo de f*

Si el orden del polo zg es k, entonces por la serie de Laurent (ver Apéndice A), tenemos que
b # 0,00 donde by es el k — esimo coeficiente de la parte principal de la serie y :

lim (z — 20)" f(2) = b

Z—20

o ok e Em20) f(2) L (—20)ff(2) by
entonces. lig ( — Gl STe) = iy (m2) O (ampe  AGF
¢—Co ¢—Co
Pero como
, _d _d (In(¢) 1
eb(@) = 5o = 5 (M| ==
Y como ¢y # 0 ya que pertenece a C* tenemos que :
. _ k rx o bk o (s k
ClLHClO(C CO) f (C) - (306(40))16 - bk? (ZCO) 7& 0700

Por lo tanto (o es un polo de orden k para f*.

Concluimos que a todo punto en C en donde f sea analitica le asociamos un punto en C*
para el cual f* es analitica y ademas a todo polo zg de f le asociamos el polo de mismo orden
Co de f* tal que po(¢p) = 20, por lo que f* es analitica en todo C* excepto en dichos polos,
lo que implica que es una funcién meromorfa en C* con el mismo nimero de polos y con el
mismo orden que f.

q.e.d
El siguiente teorema es un reciproco para el Teorema 1.3:

Teorema 1.4. Sea f*: C* — C una funcion meromorfa en C*, entonces la funcién f: C —
C dada por:

Fz) = f*(e”) (1.2)

Es una funcion periddica con periodo 2w y meromorfa en C.
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Demostracion:
Tenemos que f(z + 21) = f*(e!H2M)) = f*(e#127) = f*(ei*) = f(2), y por lo tanto f es
una funcién periédica con periodo 2.

Sea (p algtin valor de e, por lo tanto existe zg € C tal que (o = e**. Tomemos a V,,
una vecindad abierta del punto zp y definimos la funcién, v : V,, — C dada por:

¢O(Z) _ eiz

Por construccién tenemos que vy es analitica en Vv que ¢y(z9) = {p. Pero f* puede ser
analitica en (p o tener un polo en (p:

a) Si f* es analitica en (p:
Ya que g es analitica, de nuevo por el Teorema B.2 (Mapeo Abierto) del Apéndice B,
podemos escoger a la vecindad abierta V, lo suficientemente pequena tal que Ug, =
10(V, ) sea una vecindad abierta de ¢y en la cual f* es analitica, es decir U, no contiene
a ninguin polo de f*. Por lo tanto f(z) = f*(¢(2)) es analitica para toda z € V.

b) Si {y es un polo de f*:
Como en a), podemos escoger a la vecindad abierta V,, lo suficientemente pequena tal
que Ug, = ¥o(V2,) sea una vecindad abierta de {y en la cual el dnico polo de f* es
Co, es decir, f* es analitica en U¢,\ {¢o}. Por lo tanto f(z) = f*(¢o(2)) es una funcién
analitica en V, \ {20} y ademds como ¢, es un polo de f* tenemos que:

Jim J(¢) = o0

t 1i =1 * =1 *(€) =
entonces  lim f(z) = lim f*(vo(2)) = lim f7(¢) = o0
por lo tanto zy es un polo de f.

Concluimos que f es analitica en todo C excepto en los puntos zg tales que ¥y (20) es un polo
de f*. Por lo tanto f es meromorfa en C.
q.e.d

Corolario. (De los Teoremas 1.3 y 1.4 ) Existe una correspondencia biyectiva entre las
funciones meromorfas en C con periodo 2w y las funciones meromorfas en C*.

Los resultados anteriores son de gran utilidad para ver la relacién que existe entre las
funciones periddicas y las funciones que tienen desarrollo en serie de Fourier, tal y como se
muestra a continuacién:

Teorema 1.5. La clase de funciones enteras, periddicas con periodo 2w coincide con la clase
de funciones que admiten serie de Fourier de la forma:

oo ) 1 = ]
f(z)= Z cre’™  donde ¢, = o / f(x)e *de V ke Z (1.3)

k=—o00
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Mas aun la serie anterior converge uniformemente en cada franja horizontal paralela al eje
real.

Demostracion:

Dada f una funcién entera y periédica con periodo 27 definimos a f*({) como en el enunciado
del Teorema 1.3. Como f es entera entonces no tiene polos en C, por lo tanto f* no tiene
polos en C*, y por el Teorema A.2 de Laurent tenemos que la serie:

o0

>t

k=—o00

converge a f*({) uniformemente en cada subanillo cerrado A, ,,(0) de A, gr(0) con 0 < r <
p1 < p2 < R < ooV r R, es decir la convergencia es uniforme para toda ( € C* tal que

0<p1 <[] < pa. '
Por el Teorema 1.4 tenemos entonces que f(z) = f*(e'*) y por lo tanto la serie:

oo

o0
Z Ck(e'lz)k: Z Ckezk:z

k=—o00 k=—o00

converge a f(z) uniformemente para toda z € C tal que 0 < p; < |e¥*| < py. Por lo tanto si
z = z + 1y tenemos que:

. 1 1
0<pr <|e”|<pa=0<pr <l|e?|<p2=In(p1) < —y<lIn(pz) = 1In <p> <y<In <p>
2 1

Luego entonces la convergencia es uniforme en toda franja horizontal paralela al eje real.

Sea ahora [—m — 7] el segmento de recta que une a —7 con , entonces si n € N:

/ f —znzdz /f —znzdx_/ Z Cke r znzdx_ Z ck/ ikx— 7.nxdx

[—7—s7] k=—o0 k=—o0
donde el intercambio de la integral con la serie se justifica por la convergencia uniforme sobre
la recta [—m — 7).

Notamos que:

/ etkz—inz 7., / ldx = 27 cuando k =n

\/eika:fing;dx _ (6(kin)7b”‘ _ ef(k*n)ﬂ'i)
i(k—n)

=0 cuando k # n

—T
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Por lo tanto:

. 17 .
/f(a:)e_m:”dx = 27m¢, entonces: ¢, = Py / f@)e " dxVnelkZ
7r

Por otro lado si ahora f es una funcién dada que admite serie de Fourier de la forma (1.3)

entonces:
oo
E Ck ezkz

k=—o00

Por hipétesis la serie anterior converge en todo conjunto compacto y ademas es periédica de
periodo 27 ya que si z € C entonces:

(oo} oo

f(z—|—27r) — Z Ckeiszerﬂ'i — Z Ckeikz — f(Z)
k=—o0 k=—o0
q.e.d
Proposicion 1.1. La serie en (1.3) también se puede expresar como:
= 50 + Z ay cos(kz) + by sen(kz)) (1.4)
k=1
donde:
1 h 1 7
=— / f(x)cos(kx)dx ¥V ke NU{0}, bp=— / f(z)sen(kx)dz V k€N
T ™
Demostracion:

9]
_ E ckezkz

f(z) =
k=—oc0
= Z cre™ + o + Z cpe'®
k=—oc0

=co+ E c_kefzkz + E Ckezkz
k=1 k=1

=cp+ Z(ck + c_p)cos(kz) +i(cg — c—g) sen(kz)
k=1
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Sea ag = 2¢q entonces:

ap =2 %/f(x)dx :%/f(x)dx

Sean ap = (¢ + c—i) y by = i(ck — c—x) para toda k € N, se sigue que :

1 . 1]
ap = — /f(x)(eﬂkr + ) dy = = / f(z) cos(kz)dx
27 T
y que:
b= 5 [ F@ite ™ e*ydn = = [ f(o)senia)a
s x)i(e e T = z)sen(kx)dx
Por lo que:

= 50 + kz_l ay cos(kz) + by sen(kz))

q.e.d

Los siguientes resultados generalizan el Teorema 1.5 y la Proposicién 1.1, a funciones
meromorfas:

Teorema 1.6. La clase de funciones meromorfas en C, periddicas, con periodo 2w coincide
con la clase de funciones de la forma :

_g(2)
f(z) = ) (1.5)

donde g y h # 0 son funciones enteras, periédicas con periodo 27.

Demostracion:

Sea f una funcién dada tal que f es meromorfa en C y periédica con periodo 27. Como f
es meromorfa en C entonces la caracterizacién alternativa de la Definicién 1.2 nos asegura
la existencia de una representacién de f de la forma (1.5) con g y h funciones enteras sin
embargo no asegura que sean de periodo 2.

Sea f* como en el Teorema 1.3, como f* es meromorfa en C* entonces existen g* y h* # 0
funciones analiticas en C* tales que:

Sin embargo por el Teorema 1.4 tenemos que:

() _g(2)
he(e®) ~ hz)

fz) =
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donde g(z) = g*(e”*) y h(z) = h*(e**) son claramente funciones enteras y periddicas con
periodo 27. Por lo tanto f es meromorfa de periodo 2w

Sea ahora f una funcién dada de la forma (1.5) con g y h # 0 funciones enteras y pe-
riédicas con periodo 27. De nuevo por la caracterizacion alternativa de la Definicién 1.2 f es
una funcién meromorfa en C y mas atin es periédica con periodo 27 ya que si z € C entonces:

_g9z+2m)  g(2) _
fetem = vem ~ae) ~ W

q.e.d

Corolario. (De los Teoremas 1.5 y 1.6) La expresion (1.5) puede también escribirse como:

o0
E Ckezkz

k=—
fz) = ——
Z C;ﬁjeikz
k=—oc0

donde cj, y ¢}, son como en el Teorema 1.5 para las funciones g y h respectivamente, o bien
escribirse como:

NE

+ > (agcos(kz) + by sen(kz))

| &

>
Il
—

f(z) =

M8

/
% + Y (a}, cos(kz) + b} sen(kz))

=~
Il
—

donde ay, by, y a),b). son como en la Proposicion 1.1 para las funciones g y h respectivamente

Observacién 1.3. El Teorema 1.6 podria sugerir que una funcién periédica y meromorfa es
también el cociente de dos polinomios, es decir una funcién racional, esto es claramente
imposible pues cualquier funcién racional toma cada uno de sus valores un numero finito de
veces, contrario a las funciones periddicas.
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Capitulo 2

Origen de las Integrales Elipticas

El estudio de las integrales elipticas ha atraido las mentes de los mas grandes mateméticos
desde los inicios del siglo XVIII. A lo largo de la tesis recurriremos en varias ocasiones a la
relacién que guardan las integrales elipticas con las funciones periddicas. Presentaremos, a
continuacién, un breve recordatorio de por qué estas integrales son llamadas elipticas y luego
presentaremos a una funcién simplemente periddica en R denotada como ¢; y conocida como
la funcién lemniscata, dicha funcién representa de una manera sencilla la relacién entre las
integrales elipticas con las funciones periédicas, pues veremos que ¢; es la funcién inversa de
una integral eliptica muy particular. Veremos también que la aparicién en las matemédticas
del estudio de la funcién lemniscata es considerado el momento en que comenzé el interés por
las mal nombradas integrales elipticas.

2.1. Integrales Elipticas

Definicién 2.1. Sea P € Clu| un polinomio de grado 3 o 4 sin raices miltiples, entonces la

eTPresion:
V4

/ R (u, vP(u)) du = /R (u, P(u)) du

() a
es una integral eliptica, donde R(u,v) representa una funcion racional de dos variables
(generalmente R = Q(u)/+/P(u), con Q € Clu]) y mientras que v(t) con t € [0,1], es una
curva suave parametrizada que une al punto a € C con la variable z, es decir v(0) = a y
v(1) = z. Ademds el valor de la integral cambia segin el valor tomado por la raiz cuadrada y
la curva v elegida.

El nombre de “elipticas” proviene del hecho de que dichas integrales son una consecuencia
de tratar de calcular la longitud de arco de una elipse, por ejemplo si tenemos la grafica de
la elipse dada por E:

EF:—+%==1.



Si ahora LL°(E) es la longitud de arco de la gréfica de E desde el punto p = (0,b) hasta un
punto arbitrario pg = (20, y0) en la gréfica de E, tenemos que:

Lgomzoﬁ/l+ ()

suponiendo que pg se encuentra en la parte positiva de la raiz entonces tenemos que:
9 2
dy\~ [ d [a?b? —b2a?
dr)  \dx a?

1 2
(1 a?b? — bv?2?) 2 2%z )\ bx?
S\ 2 a? a?  a2(a? — 22)

y por lo anterior tenemos que:

Zo

LgO(E):/ a?(a? (a;:?)+b2:z:2 z/\/ b2)(x2/a2)dx
0

2 _ ;2

2 _ 2
si hacemos el cambio de variable u = z y denotando k? = 5— tenemos entonces que:
a a
1— k2u2 "1 a1 - R2e) % ol 1 — k%u?
) = [\ u
1-u V1—u2 V(1 —u?)(1 — k2u?)

y por lo tanto la longitud de arco de una elipse es en efecto una integral eliptica.

Observacién 2.1. Con lo anterior notamos que, aunque en un inicio la longitud de arco
de una elipse no parecia ser una integral eliptica, después de una manipulacién algebraica,
expresamos dicha longitud en la forma indicada por la Definicién 2.1.

Definicién 2.2. Sea P € Clu] un polinomio de grado 3 o 4 sin raices miltiples, entonces:

es una integral eliptica de primera especie donde v(t) con t € [0,1], es una curva
parametrizada que une al punto a € C con la variable z, es decir v(0) = a y y(1) = z.
Ademds el valor de la integral cambia segun el valor tomado de la raiz cuadrada y la curva
elegida.
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2.2. La Lemniscata

En la seccién anterior vimos por qué llamamos “elipticas” a ciertas integrales. Sin embargo
el origen de éstas no proviene de calcular la longitud de arco de una elipse! En esta seccién
vamos a explorar la aparicién de dichas integrales en las matemédticas. Ademds notaremos en
miltiples ocasiones la profunda similitud que guarda la teoria desarrollada a partir de la lem-
niscata con la desarrollada de la circunferencia. La lemniscata es una curva que analizaremos
a lo largo de todo el capitulo y la cual volvera a aparecer en el capitulo final de esta tesis. Por
lo cual es conveniente definirla de manera formal y probar los resultados que ocuparemos:

Definicién 2.3. La lemniscata es una curva en R? definida por la ecuacion:
(372 + y2)2 _ 332 _ y2

La grdfica de la lemniscata es:
Jf

0.2

0.2

-0.4

Figura 2.1: (22 +4?)? = 22 — ¢

Proposicion 2.1. La ecuacion polar de la lemniscata es:
r? = cos(26)

Demostracion:
Sean x = rcos(#), y = rsen(d), por lo tanto (22 + y?)? = 22 — y? implica que:

((rcos(6))® + (r se11(0))2)2 = (rcos(h))? — (rsen(h))?

de donde se sigue :
r* = r?(cos®(f) — sen?(9))

y como cos?(0) — sen?(6) = cos(260), finalmente tenemos:
r? = cos(26)

q.e.d
Si graficamos cuando 0 < 6 < 7
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Figura 2.2: 72 = cos(26)

Las integrales elipticas surgen al buscar dividir la longitud de arco de la lemniscata en
partes iguales utilizando regla y compés, donde el sentido de la divisién estd marcado por
flechas en la figura anterior, comenzando del origen al primer cuadrante bajando después
al cuarto para cruzar por el origen hacia el segundo y finalmente terminar desde el tercer
cuadrante hasta el origen.

Observaremos que las propiedades de dicha division se asemejan con la conocida division
de la circunferencia, por lo que no perderemos de vista las similitudes que guardan la teoria
de funciones trigonométricas desarrollada a partir de la circunferencia, con la desarrollada
a partir de la lemniscata. Para conocer més del conjunto de los nimeros construibles ver el
Apéndice E, donde se encuentran las definiciones y resultados que usaremos a partir de este
momento.

La siguiente figura muestra la divisién de la longitud de la lemniscata en n partes iguales
para cuandon =5y n = 6:

Figura 2.3: Divisién de la lemniscata
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Es claro entonces que cuando n es impar, tendremos que el origen divide al segmento
(n+1)/2 en dos partes, ademds los puntos de divisién del lado derecho de la lemniscata son
simétricos con respecto al origen con los del lado izquierdo. Mientras que cuando n sea par,
va a resultar que los puntos de division son simétricos con respecto a ambos ejes y que el
segmento n/2 termina en el origen.

Ademas de la teoria de puntos construibles con regla y compds, para dividir la longitud
de arco de la lemniscata es necesario conocer una expresion para ésta. Comencemos entonces
por observar unicamente la lemniscata en el primer cuadrante del plano, es decir:

=4 cos(29)con0§9§£

cuya grafica es:

0.35 (roaeo)

0.30
0.25
0.20 Yo
0.15
0.10

0.05 90

Figura 2.4: r = /cos(26)

Por lo tanto si buscamos la longitud de arco desde el origen (0,0), hasta el punto polar
(ro,00) representado en la figura anterior (llamaremos a r¢ la distancia polar de dicho
punto), debemos calcular la férmula de longitud de arco. Recordemos que si y = f(z), con f
una funcién de clase C', entonces la longitud de arco s, cuando a < z < b es:

b N
_ Y
S—/\/l—F(dx) dx

Para la lemniscata en el primer cuadrante consideramos a # como funcién de r, es decir que
y = 0(r), por lo que si buscamos la longitud de arco cuando 0 < r < rg, esta serd :

s—/“l—!— 7‘— dr

Para calcular s derivamos 72 = cos(26) con respecto a r, de donde se sigue que:

2r=-2 sen(29)?
.
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lo que implica que:
0
dr  sen(26)

1+ ﬁ 2_1+L
"ar) T sen?(20)

y como sen?(20) = 1 — cos?(20) = 1 — r*, concluimos que entonces:

y por lo tanto

5= r
) V1—7r4

Recordemos que para la circunferencia unitaria, la longitud de arco de ésta en el primer
cuadrante es 7/2, por lo que denotaremos a la longitud de arco de la lemniscata en el primer
cuadrante ((ro,6p) = (1,0)) como:

1
w 1

donde la letra “w” es una variacién tipografica de la letra griega
7. Sin embargo la integral en (2.1) es impropia, por lo tanto
para asegurarnos que w existe debemos ver que esta integral es

convergente, lo cual es inmediato ya que si 0 < r < 1 entonces: w

0<1—7r2<1—7*

lo que implica que: . . Figura 2.5: Variacién de 7

<
Vi—rt 1 -—1¢2

por lo tanto:

r=sen (1) = T

lim dr < lim >

b b

/ 1 / 1 J
bo1- ) /1 —rt b>1- ) /1 —12

0 0
Asf nos aseguramos que la integral es convergente y ademds obtenemos que w < 7 (de
hecho se puede obtener al aproximar la integral que w ~ 2.622057, ademas en el Capitulo
8 p. 157, veremos que w es un nimero trascendente). Asi pues concluimos que, similar a la
circunferencia donde una vuelta completa tiene longitud de arco 2m, una vuelta completa de
la lemniscata tiene longitud de arco 2w, es decir la suma de las longitudes de los arcos en los
4 cuadrantes:

1
1
2w =4 | ——dr
O/\/l—r4

A continuacién presentamos el primer resultado que nos da condiciones suficientes para poder
construir un punto de la lemniscata usando regla y compas:
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Teorema 2.1. Sea P = (z,y) € R? un punto en la lemniscata, entonces sir es la distancia
polar del punto P tenemos que P es construible si y solo si r es construible.

Demostracion:
Veamos los dos lados de la doble implicacién por separado:

(=) Supongamos que P es construible, entonces x es construible y y es construible como
(x2 + y2)2 =22 - y2 y r? =22+ y2 tenemos que:
r=++vz2—1y2
gracias a que los puntos construibles son cerrados bajo las operaciones de resta, multi-

plicacién y extraccién de raiz cuadrada (ver Teorema E.1 del Apéndice E) se sigue que
entonces 7 es un punto construible.

(<) Supongamos ahora que r es construible, de nuevo como (22 +y?)? = 2% — 3 y también

r? =22+ y2, tenemos que:

=g 2 2 = 22 4y

de donde se sigue que:

22 =t y? 22 =2 2

y por lo tanto:
Py = %y

despejando a y obtenemos que:

y por ende que:
1
r ==+ 5(7“2 +7r4)

luego entonces x,y pertenecen al conjunto de niimeros construibles y por lo tanto P es
construible. q.e.d

Gracias a el Teorema anterior, si conocemos la distancia polar r asociada a un punto de

la lemniscata, entonces podremos construir dicho punto con regla y compas. Por lo tanto en
las siguientes secciones nos dedicaremos a estudiar dicha distancia polar y sus propiedades.

2.3. La Funcion Lemniscata en R

Podemos definir a la funcién seno utilizando su inversa, es decir:

sen(f) = x siysblosi §=sen”

.
1
1
)= | ——=dt
(@) / —
de manera andloga definimos entonces a la funcién lemniscata real:
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Definicion 2.4. Definimos a la funcion lemniscata en R como la inversa de la longitud
de arco de la lemniscata, es decir es una funcion oy, tal que:

@S r St S0L0 St S d
l ) /775_1
0

Notamos que de acuerdo con la Definicion 2.2, p; es la funcion inversa de una integral eliptica
de primera especie.

Esto quiere decir que un punto de la lemniscata que se encuentra a una longitud s del
origen tiene distancia polar r = ¢;(s). Sin embargo hasta el momento s6lo hemos definido a
s como la longitud de arco de la lemniscata en el primer cuadrante, es decir:

o [o, %} 5 [0,1]

Por lo tanto debemos extender esta funciéon a una que dado cualquier s € R obtenga la
distancia polar r del punto que acumula una longitud de arco s desde el origen.

e ;Cémo se mide la longitud de arco de la lemniscata?

Debemos analizar qué pasa cuando la longitud s buscada es un real negativo, o que es lo que
ocurre cuando cuando s > w/2. Para extender la funcién ¢; a todos los reales utilizaremos
la siguiente convencién para medir la longitud de arco: cuando s > 0, comenzamos del origen
hacia el primer cuadrante hasta acumular una longitud de arco s, mientras que cuando s < 0
comenzamos del origen hacia el tercer cuadrante hasta acumular una longitud de arco |s|. Lo
anterior se muestra en la siguiente figura:

Figura 2.6: s >0y s <0

Recordemos que la longitud de una vuelta completa es 2co, por lo tanto cuando |s| > 2w
tendremos que recorrer mas de una vez el perimetro de la curva para encontrar el punto

24



deseado donde el sentido del recorrido depende de si s es positivo o negativo. Luego entonces
es claro que el punto de la lemniscata que tiene longitud de arco s serd el mismo que tiene
longitud de arco s + 2w, es decir:

oi(s) =@i(s£2w) VseR

por lo tanto concluimos que ¢; es una funcién simplemente periédica en R, con periodo
fundamental 2co. Ademés de la expresién en coordenadas polares, 72 = cos(26), se sigue que
cuando r € [0,1] tenemos la mitad derecha de la lemniscata, es decir el primer y cuarto
cuadrante, mientras que cuando r € [—1,0] tenemos la mitad izquierda de la lemniscata, la
correspondiente al segundo y tercer cuadrante. Asf finalmente tenemos una funcién periédica
en R definida como:

©r - R — [—]., 1]

notando de nuevo la similitud con la funcién trigonométrica seno. La siguiente tabla nos
muestra algunos valores de la funcién ¢;, que se siguen de inmediato de lo expuesto anterior-
mente:

IEEREON
0 0
w/2 1
w 0
3w/2 | 1
—w/2 -1
—w 0
—3w/2 1

Analicemos siguientes propiedades de la funcién ¢;:
Proposicion 2.2. La funcidon ¢; satisface que:
i) Es una funcion impar, es decir g;(—s) = —pi(s) Vs € R
i) gi(w—s)=wpi(s) VseER

Demostracion:
El inciso %), se sigue del hecho que la distancia polar al recorrer una longitud de arco s es
la misma que al recorrer —s, es decir obtendremos dos puntos simétricos en la lemniscata
con respecto al origen, Ver Figura 2.7 (a). Mientras que el inciso i) es una consecuencia de
que la longitud de arco de media lemniscata es w, por lo tanto recorrer una longitud w — s
equivale a recorrer s comenzando por el cuarto cuadrante, de este modo los puntos obtenidos
son simétricos con respecto al eje horizontal, Ver Figura 2.7 (b).

q.e.d

Veremos a lo largo del texto que para una funcién periédica es de suma importancia
analizar a la par a su derivada, por ejemplo para las funciones trigonométricas seno y su
derivada coseno. Por ello es razonable explorar la derivada de la funcién lemniscata junto con
sus propiedades, veamos entonces la ecuacién diferencial que satisface ;:
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(a) pi(=s) = —pi(s) = —r (b) wi(s) = pi(w—s) =7

Figura 2.7: Propiedades de ¢

Teorema 2.2. (La Ecuacion Diferencial para ;) Sea @) la funcion lemniscata, entonces:
2
(Pi(s)" =1—gj(s) Vs €R

Demostracion:
Primero consideremos longitudes s tal que 0 < s < @ /2, entonces tenemos que:

5= —dt

V1—tt

0

por lo tanto derivando ambos lados con respecto a s tenemos que:

lo que implica entonces que :
w
(#1()" =1=pi(s) con 0<s<
Para el caso particular en que s = w/2, tenemos que

ol (%) =1 =1, lo que implica que 1 — ¢} (%) =0

y como ademds max {¢;(s) : 0 < s < w/2} =1y se alcanza en s = w/2, entonces:

i(3)-

A(3)-1-(3)
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por lo que :

(P(s)? =1 — pi(s) con 0<s< g

Asi pues la identidad es véalida cuando la longitud s no pasa del primer cuadrante. Veamos
ahora que es vélida también cuando @w/2 < s < 2w, y por lo tanto, por la periodicidad de
¢, en todo R. Tomemos ahora a s tal que w/2 < s < w, luego por la Proposicién 2.2 #):

pi(s) = pi(w — s)

©i(s) = i@ — )

pero es claro que 0 < @ — s < w/2, entonces por lo ya visto (¢)(w — s)P=1- o} (w — s),

lo que implica que:
g0/s2——1—<p4s con —<s<w

Finalmente cuando s es tal que w < s < 2w, entonces existe s; tal que s = w + s; con
0 < s1 < w, tenemos entonces que de manera similar a la Proposicién 2.2 i), @ — s1 es
simétrico a s con respecto al origen y por lo tanto:

wi(s) = —pi(w — 51)
pi(s) = @j(w — 51)

pero es claro que 0 < w — s1 < w, asi pues se satisface que (¢}(w — 51))2 =1-¢}(w - s),

es decir que (802(5))2 =1— (—¢i(s))* luego entonces:
(@2(3))2 =1-¢}(s) con w<s<2w

Por lo tanto tenemos que (@2(5))2 =1—¢}(s) es vélido para toda s tal que 0 < s < 2w, y al
ser ; una funcién simplemente periédica con periodo 2w se sigue que para toda s € R existe
s’ tal que pi(s) = ¢i(s’) con 0 < s’ < 2w, por ende:

(Pi(s)*=1—pi(s) ¥V seR

q.e.d

Observacién 2.2. Notamos la analogia del resultado anterior con la conocida identidad
trigonométrica:
(sen’(t))° =1 —sen?(t) Vt € R

Veamos ahora las propiedades de ¢
Proposicién 2.3. La funcidn ¢] satisface que:
i) Es una funcién simplemente periddica con periodo fundamental 2o

i) Es una funcién par, es decir pj(—s) = ¢j(s) Vs € R
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15t) pj(w—s)=—¢|(s) VseR
iv) ¢f/(s) = —26}(s) ¥ s € R

Demostracion:

La propiedad %) es una consecuencia inmediata del hecho de que (; es una funcién simplemente
periédica con periodo fundamental 2co. Los incisos 4i) y i) se siguen de inmediato de la
Proposicién 2.2 incisos i) y ii) respectivamente. Mientras que para ver iv), notamos que por
el Teorema 2.2 tenemos que para toda s € R :

(@i(s))” =1~ ¢i(s)

derivando ambos lados con respecto a s se sigue que:

201(s) 1 (5) = —4i (5)1(5)

y por lo tanto al dividir ambos lados entre 2¢}(s) obtenemos que

ol (s) = =2} (s)
q.e.d

Trabajaremos con distintas funciones periddicas, tarde o temprano nos encontraremos con
los teoremas de adicién de dichas funciones, y el caso de la funcién lemniscata no es la excep-
cién. La aparicién del teorema de adicién para la funcién ¢; envuelve una parte de la historia
de las matematicas que nos interesa contar, pues involucra un momento considerado como el
verdadero nacimiento de las integrales elipticas.

La aparicién de las integrales elipticas comenzo6 con el trabajo del matematico italiano,
Giulio Carlo di Fagnano, quien desde 1718 centré sus estudios en la divisién de la longitud de
arco de la lemniscata, usando regla y compés. El probd la siguiente férmula de duplicacién
de la longitud de arco de la lemniscata:

/aldt+/a1dt / _ L
J N J VIi—t J N

200/1 — ot
donde ’7(0[) = ]_—"—70[4

Esto implica que si a es la distancia polar de un punto en la lemniscata con longitud de
arco s, entonces y(a) es la distancia polar de otro punto de la lemniscata que tiene longitud
2s. Con este y otros resultados, Fagnano pudo dividir la longitud de la lemniscata en dos,
tres y cinco partes iguales, usando regla y compéds.
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CON LICENZ A DE SUPERIORI.

(a) Giulio Fagnano (b) Portada de sus obras

Figura 2.8: Giulio Carlo di Fagnano

Fue el 23 de diciembre de 1751 cuando Leonhard Euler recibié una recopilacién de las
investigaciones de Fagnano, se maravill6 por la férmula de duplicacién, reconociendo la im-
portancia de ésta para el desarrollo de la teoria de las integrales elipticas. Euler fue, por
supuesto, mucho mas alld y logro probar una férmula de adiciéon para la longitud de cuales-
quiera dos puntos en la lemniscata:

(e, 8) )
—dt

o B
/ ! dt+/ ! dt =
) V1—t4 ) V11—t ) V1—t4

o/ T B+ oV
1+ o252 '

Es decir que si «, 8 son las distancias polares de dos puntos en la lemniscata con longi-
tudes x, y respectivamente, entonces v(a, §) es la distancia polar de un tercer punto sobre la
lemniscata con longitud de arco = + y. Es claro entonces que la férmula de duplicacién de
Fagnano es simplemente un caso particular de la de adicién de Euler. Fue entonces a partir
de que Euler recibi6 las obras de Fagnano que las integrales elipticas comenzaran a surgir en
las matematicas, mucho antes incluso de que Jacobi o Weierstrass nacieran e incluso antes de
que se les relacionara con la longitud de arco de una elipse.

donde y(a, 8) =

Veremos a continuacién una motivacién para la férmula de adicién de Euler. Como bien
hemos mencionado y también observado la lemniscata guarda una profunda relacién con
la circunferencia. Consideremos entonces a la circunferencia con ecuaciéon polar dada por
r = cos(0):
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Figura 2.9: r = cos(6)

Por lo que de manera analoga a como vimos con la longitud de arco de la lemniscata
concluimos que la longitud de arco s € [0, 7/2], de un punto en la circunferencia con distancia
polar r € [0,1] estd dada por:

Sy
J 1—1t2

es decir que s = sen~!(r). Por lo tanto la siguiente proposicién motiva la férmula de adicién
de Euler, pues presenta una férmula de adicién para las longitudes de arco de dos puntos en
la circunferencia. Notaremos la similitud entre la vy(a, 8) de la férmula de adicién de Euler
con la de la proposicion:

Proposicién 2.4. Sean a, 8 € [0, 1] tal que y(a, B) = a/1 — 2481 — a2 € [0, 1] entonces:

[} B v(e,8)
/ L i+ / L - / L
V-2 V112 V-2
0 0 0
Demostracion:
Denotemos v = 7(a, ), la proposicién equivale a demostrar que:
sen”!(a) +sen"1(B) = sen"'(v).

Sea 6, = sen~'(a) y 65 = sen™!(f3), luego entonces obtenemos fécilmente que sen(f,) = a,

cos(0,) = V1 — a2, sen(fg) = B, y que cos(g) = /1 — 2. Usando entonces la formula de
adicion para la funcién seno tenemos:

sen(f, + 65) = sen(8y) cos(03) + sen(f3) cos(fy)

— /T B+ V1= a? = (0. )

es decir que 0, + 05 = sen™!(7), como querfamos. q.e.d

Observacién 2.3. Notamos que ¢; juega el papel del seno y @] juega el papel del coseno
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Después de este breviario histérico, volvemos a nuestro tema de interés, es decir a la
férmula de adicién para la funcién ¢;. Esta se deduce simplemente de expresar la formula de
adicién de Euler en términos de la funcién lemniscata. Asi pues tenemos que como « es la
distancia polar del punto con longitud x, 8 del punto con longitud y, y v(«, 8) del punto con
longitud x + y, entonces:

a=px)  B=@ly) va,B)=wx+y)

y por la férmula de Euler tenemos que

ay/1— B4+ V1 —at
1+ o232
ei(x)y/1 = ¢l (y) + ei(y) /1 — ¢} (x)

1+ f(x)ef(y)

oz +y) =v(a, ) =

pero si 0 < z,y < w/2 entonces del Teorema 2.2 se sigue que ¢}(z) = /1 — ¢}(z) y que
©1(y) = /1 — ¢} (y), por lo tanto:

oi1(z)py(y) + vi(y)e)(z)
1+ @ (z)pi(y)

de este modo se obtiene un teorema de adicién para la funciéon ¢;. En lugar de probar este
teorema por medio de la férmula de adicién de Euler (la cual no probaremos), usaremos
un método més reciente que no se restringe a longitudes z,y tales que 0 < z,y < w/2.
Necesitaremos antes de un Lema que establece un resultado interesante acerca de las funciones
de dos variables:

oz +y) =

Lema 2.1. Sea g : R? = R una funcién diferenciable en R?, entonces tenemos que:

g(x,y) = g(x +y,0) V (x,y) € R? siy sdlo si % = g—z V (z,y) € R?

Demostracion:
Definamos a la funcién h : R? — R dada por:

hWJO=g<;u+vL;u—w>

por lo tanto:

on_ogow 090y
v Odxdv  Oyodv

_ 199 19
20z 20y
por lo tanto tenemos que:
oh 99 _9g

=0siysélosi —

v ox 9y

Ahora veamos los dos lados de la doble implicacién del lema por separado:
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(=) Sig(z,y) = g(x +y,0), tendremos que :

h(u,v) = g (;(u +), %(u _ v)>

= g(ua 0)
= h(u,u)
o oh dg 0Og
lo que implica que — = 0, y por ende que == = ==
dv or Oy
0 0 oh
(<) Si ahora tenemos que 99 _ 99 o sigue que — = 0, lo que implica que:
dr Oy v

h(u,v) = h(u,vg)

donde vy es una constante para v, en particular si ponemos vg = u, tenemos que:

1 1
g (2(u + ), §(u — v)) = h(u,v) = h(u,u) = g(u,0)
luego entonces haciendo u = x 4+ y y v = ¢ — y se sigue que:

g(z,y) = g(x +y,0)

Usamos este lema para establecer el teorema de adicién de la funcién lemniscata:

Teorema 2.3. (Teorema de Adicion para ¢;) La funcidn ¢; satisface que:

o1(2)e1(y) + pi(y) e ()
1+ @ (z)pi(y)

oz +y) =

para toda x,y € R

Demostracion:
Definamos a la funcién g : R? — R dada por:

o) = PL2)PY) + ay)e(z)
9 = T e )

q.e.d

ya vimos que para toda z € R existe ¢j(x) y ¢} (x), luego entonces g es una funcién diferen-
ciable en R2. Ademds notamos que gracias a la simetria que tiene la funcién g con respecto

azyayy usando que ¢} (x) = —2¢7(z) para toda x se sigue que en este caso:
99 _ 99
or Oy
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por lo que aplicando el Lema anterior obtenemos que g(z,y) = g(x + y,0), luego usando que
©1(0) =0y ¢}(0) = 1, se sigue que entonces:

o)1) + iW)ei(x) el +y)ei(0) + i (0)p(x +y)
1+ @7 (2)¢7 (y) 1+ @7 (2 +y)¢7 (0)

=iz +vy)

por lo tanto en efecto se satisface el teorema de adicién para toda z,y € R
q.e.d

Del teorema de adicién para ¢; se siguen las siguientes identidades que seran de gran
utilidad en lo que sigue de esta seccién:

Corolario. (Del Teorema 2.3) Sea p; la funcidn lemniscata, entonces se cumple que:

; 2p1(2) ¢ () ) o
1) p(2x) = ———F——— Formula de duplicacion
y o a@)e(y) — ely)er() :
i) oz —y) = 1+ @2 0) (Resta de longitudes)

i) oi(r+y) + oz —y) = m

El Teorema de adiciéon de la funcién lemniscata y sus consecuencias juegan un papel crucial
en la divisién de puntos con igual longitud de arco

Ejemplo 2.1. Deseamos saber si los puntos de divisién de la lemniscata, en 8 segmentos con
misma longitud de arco, son construibles con regla y compas:

Figura 2.10: n =8

Cada una de las 8 partes debe de tener longitud 2w/8 = w/4. La figura anterior muestra
que, gracias a la simetria, es Unicamente necesario saber si el punto con distancia polar g es
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construible para determinar si la divisiéon en 8 partes iguales lo es. Para verificarlo notemos

que:
w
To =i ( 4)

luego entonces gracias a que ¢;(ww/2) =1 y a la férmula de duplicacién obtenemos que:

1= (2) — (2%) = 2 mz(f)_m(f) el (%)

T+ (%) 14} (%)

y por ende que:

de donde se sigue que:
(L475)* —4rg(1—r5) =0

desarrollando obtenemos que:
7“34—47“84—27“3—47“24—1 =0
factorizando la ecuacion anterior resulta que:
(rg+2r3 —1)>=0

y ahora es facil ver la tinica solucién real positiva (pues sabemos que 0 < ry) de lo anterior

es cuando:
To = \/ \/5 -1

luego entonces del Teorema E.1 del Apéndice E, se sigue que ry es en efecto un nimero
construible y por ende los puntos de la divisién de la lemniscata en 8 partes lo son.

Podemos generalizar el ejemplo anterior con el siguiente teorema:
T
Teorema 2.4. Si ¢;(xg) es construible entonces p, (g) también lo es

Demostracion:

Sean
Zo
wman(

por lo tanto de la férmula de duplicacion se sigue que:

) y n= @l(xo)

xo
1= @i(x0) = @ ( 5
elevando al cuadrado obtenemos que:

2 _ (2@1( )%5?)) 47 ?;wf g’?)

ry =
1 1+90




y recordando que ¢}?(z) = 1 — ¢}(z) resulta que:

4301 =)
(1+75)?
Como ya sabemos que r; es construible, entonces sélo necesitamos expresar a ry en términos
de r1 de tal manera que dicha expresién sea un nitmero construible (ver Apéndice E). Sin
embargo no es nada trivial el despeje de 79 en (2.2). A continuacién despajaremos a rg

usando una intuicién no motivada ain, pues necesita del analisis de ¢; en C, sin embargo la
motivacion se encuentra en Ejemplo 8.1 pag. 149. Sea entonces z € C tal que:

rf = (2.2)

.2
2 _ 2irg

por lo tanto:

47“8
1—rg 4r3(1 —rg) 5
= = =T
(1 —7r3)% +4r3 (1+1r3)? 1
T

por lo tanto tenemos que :
—2i2% =r2(1 - 2%)

de donde se sigue que

(r})z" = (20)2% = (r}) =0
lo que implica que:

o 20k /—4+4rt it /ri—1
Z = =
2r} r?

como %,71 son construibles y sabemos que los ntimeros construibles constituyen un campo
y que ademds son cerrados bajo extraccién de raices cuadradas entonces z? es un ntimero
construible. Luego de la definicién de 22 se sigue que:

(1—rg)2? = 2ir}
por lo que:
(2%)rg + (20)r5 — (%) = 0

es decir que:

2t vV—4+4%  —itVET 1

2

ra =

0 222 22
y al ser ya 22 un nimero construible concluimos similarmente que r3 también lo es y por
ende r( es en efecto un nimero construible. q.e.d
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La férmula de duplicacién fue clave para probar el resultado anterior, es natural ahora
preguntarnos si existe una féormula de triplicacion que nos permita probar un resultado si-
milar, veremos que no sélo existe una de triplicaciéon sino que tendremos férmulas para la
multiplicacién de una longitud por cualquier nimero entero. Antes de abarcar un resultado
tan general observemos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.2. Ahora queremos saber si la divisién de la lemniscata en 6 partes iguales es
construible con regla y compas:

Figura 2.11: n =6

Cada parte tendra una longitud de 2w/6 = w/3 lo que sugiere el uso de la férmula de
triplicacién, para obtenerla notemos que de i) del Corolario del Teorema 2.3 se sigue que:

lo que implica que:
2¢1(27) ¢} (x)
1+ ¢} (22)7 ()

sustituyendo entonces la férmula de duplicacién obtenemos que:

41 () ()
1+ ¢} (x)
4o} () (x
(1+ ¢/ (2))?

wi(3z) = —pi(z) +

0i1(3r) = —pi(z) +

1+

Apu (@) (2) (1 + @i (2))
L+ ¢} (2))* + 4¢; ()9 (@)
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y recordando que ¢}*(z) = 1 — ¢} (x) obtenemos que:

tp(@)(1— ()
—3¢7(2) +4pf (x) +1

_ 4 —4pj(x)
=) (U s s )

B —¢(x) — 6} (z) + 3
= #ile) (—sém Topl) ¢ 1)

wi(3z) = —pi(x) +

lo que nos da la férmula de triplicacién deseada. Luego entonces para calcular ro = ¢;(ww/3),
notamos que por un lado ¢;(zw) = 0, mientras que por otro, usando la férmula de triplicacién:

0= o= 65) = () (T )

3 3 _3¢?(3)+69@?(3)+1

lo que implica que :

, —7“8—67“8—1—3 —0
0 73r§+61"3+1 a

pero como 7o # 0 entonces se sigue que 75 + 675 — 3 = 0 y utilizando dos veces la férmula
cuadratica obtenemos que la tnica solucién positiva para rg es:

ro=1\/2v3 -3

y por lo tanto concluimos que 7y es un numero construible y de la figura 2.10 se sigue que la
divisién de la lemniscata en 6 partes iguales es construible con regla y compés.

Presentamos ahora un teorema que nos da de forma general las férmulas para multiplica-
cién de la longitud de arco por cualquier nimero entero:

Teorema 2.5. Dado n € N existen polinomios P, (u), Qn(u) € Zlu| tales que cuando n es
mpar:

oy P (P (@)
R N EE)

y cuando n es par:

P’n (tp?(a:)) /
pi(nz) = oi(@) 57— i)
Qn (i (@)
mas ain resulta que @Qn(0) =1V neN
Demostracion:
Induccién sobre n. Cuando n = 1, es claro que poniendo P;(u) = Q1(u) = 1, entonces:
Py (¢} ()

pi(r) = WZ(I)W
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Mientras que cuando n = 2, si ponemos Py(u) = 2 y Q2(u) = 1 + u, entonces la férmula de
duplicacion es:
Py (¢())

A (o)

Q2 (¢} (2))

ademds Q1(0) = @Q2(0) = 1. Por ende el teorema es vélido para n = 1 y para n = 2. Como
hipétesis de inducciéon suponemos que es valido para n — 1 y para n, lo que nos deja dos casos
a analizar:

Caso i): n — 1 es impar. De i) del Coroloario del Teorema 2.3 se sigue entonces que:

pi1(27) = i)

21(n) g} ()
T o2 () (a) 23)

pero como n — 1 es impar entonces n es par y por hipdtesis de induccién tenemos que:

Qn-1 (¢} (2)) Qn (o ()™

denotaremos P, = Py (cp;l (x)), este abuso de notacién es para ahorrar espacio en los cédlculos
posteriores. Luego al sustituir la hipétesis de induccién en la ecuacién (2.3) se sigue que:

2 (wu(@) Grel(@)) i)
a(n+ D) = —p(a) 5= + Gl )fl
" (a@) Bre@) )

wi((n+1)x) = —p((n — 1)x) +

oi((n = 1)z) = ¢i(z) pi(nr) = ¢pi(z)

_pu@) Py (2¢1(x)¢; (I)Pn)/Qn
Qn—1 L+ (¢} (z)pi?(2) P2) [ Q2

y como @?(x) = 1 — ¢}(x), entonces:

A@)Pas | (20(e) (1= pf(@) P.) @2
Q@ eA@ A @) P Q.

pi((n+ 1)) = —

_ (@) Pacr) (@7 + 91 (2) (1= ¢ (@) P7) + (21() (1 — ¢ (2)) Pn) @n
Qn-1(Q2 + ¢} (x) (1 — ¢} (x)) P?)

— ou(x) —Po1 (Q2 + ¢i(x) (1 — ¢f(2)) P2) +2 (1 — ¢}(z)) PuQn
l Qn-1(Q2 + ¢}(z) (1 — ¢} (z)) P2)

por lo tanto si definimos :

Ppi1(u) = —Poo1(u) (@5 (u) + u (1 —u) PY(u) +2 (1 — ) Po(w)Qn(u)
Qn1(u) = Qn-1(u) (@7 () +u (1 —u) P;(u))
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obtenemos que
P (@?(x))

Qn-l—l ((,D?(Q’J))

y ademds notamos que gracias a la hipétesis de induccién @,—1(0) = @, (0) = 1, entonces :

Qn+1(0) = Q,—1(0)Q2(0) = 1

por lo tanto, al ser n 4+ 1 impar el resultado es valido también para n + 1. Completando asi el
primer caso.

Caso ii): n — 1 es par. Andlogamente al caso i) aplicamos la hipétesis de induccién a la
ecuacion de i) del Coroloario del Teorema 2.3, pero considerando ahora que n — 1 es par y
n impar. Con cuentas similares a las del primer caso obtenemos que entonces:

Pn+1 (@?(l‘)) / x
Qurr (o () A1)

pi((n + 1)z) = @)

ei((n+1)z) = ¢i(x)
donde:
Pyy1(u) = =Py (u) (@7 () + uPy (w)) + 2Qu—1(u)Qy (1) Pa (u)
Qn+1(u) = Qu-1(u) (@7 () +uP; (u))
notamos que como por hipétesis de induccién Qr_1(0) = Q,,(0) = 1, entonces :
Qn11(0) = Qn-1(0)Q2(0) = 1

por lo tanto, al ser en este caso n+ 1 par, el resultado es valido también para n + 1. Comple-
tando asf la prueba. q.e.d

Los siguientes resultados son consecuencia del teorema anterior. Son de gran importancia
para saber para qué n la divisién en n partes iguales de la longitud de arco de la lemniscata
es posible.

Proposicion 2.5. Sean € N y P, como en el Teorema 2.5. Entonces las distancias polares
de los puntos en la lemniscata correspondientes a la division de ésta en n puntos, son raices
de los polinomios:

uP, (uh) cuando n es impar

uPy, (ut)(1 — u?) cuando n es par
a estos polinomios se les llama los polinomios de la division en n-partes

Demostracion:
Sabemos que las distancias polares de los puntos en la lemniscata correspondientes a la
divisién de ésta en n puntos son:

2
] (mnw) conm=0,1,--- ,n—1
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y por la periodicidad de ¢; tenemos que ¢;(m2w) = ¢;(2w) = 0 para cualquier m € Z. Sin
embargo por el Teorema 2.5 tenemos que, cuando n es impar:

2w
)2
2w

de donde se sigue que para m = 0,1,--- ,n—1, ¢ (mT) es una raiz de uP,(u*). Mientras
que cuando n es par:

2w
st o) <o () ()

y como ¢*(z) = 1 — ¢}(x), entonces multiplicando ambos lados de la ecuacién anterior por

mQ—w se sigue que :
901( ) gue q

s (e P ACT))
( )Q@(maw))( (%))

lo que implica que uP, (u*)(1 — ) =0 con u = ¢; (Mm22) , y por diferencia de cuadrados
se sigue que uP,(u*)(1 —u?)(1+u?) = 0 y como u € R entonces (1 + u?) # 0. Por lo que
concluimos que param =0,1,--- ;n—1, ¢ (mQTw) es una rafz de uP, (u*)(1 — u?)

q.e.d

Ahora ya tememos herramientas sdlidas para asegurar mas hechos acerca de los puntos
construibles de la divisién de la lemniscata, como muestra el siguiente teorema:

27”) es construible, entonces:

Teorema 2.6. Sea n € N tal que ¢; (

i) ¢ (mQTw) es construible para toda m € Z

i) Los puntos de division de la lemniscata en n partes iguales son construibles

4it) Si ademds existe k € N tal que ¢; (2“')

es construible, entonces y; ( 2“']) es construible,

[n;k
donde [n; k] es el minimo comin maltiplo entre n y k

Demostracion:
El inciso ¢) es una consecuencia inmediata del Teorema 2.5, ya que gracias a éste sabemos que
para toda m € Z tendremos que ¢ (m%ﬂ) es una funcién racional de ¢ ( ) y al ser este
2w)

dltimo un punto construible se sigue del Teorema E.1 del Apéndice E que entonces ¢; ( -
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también es construible. Una consecuencia de %) es que los puntos de divisién de la lemniscata
en n partes iguales son construibles, ya que éstos son ¢ (m%”) conm=0,2,---,n—1, por
lo que queda probado el inciso #2). Finalmente para ver 4i¢) recodemos que si d = (n; k) es
el maximo comun divisor entre n y k y | = [n; k] es el minimo comin miltiplo entre n y k,
entonces:

= —
d

ademsds es claro que existen u, v € Z tales que:
pk+vn=d

notemos que entonces

de donde se sigue que

(7)o () ()

por lo que si utilizamos la férmula de adicién tenemos que:

20\ _ puln (B2 )et(v () + eulv (52))ei (e (57))
«(%)- L+ G (B2)e (7)) 20

y como por hipétesis ¢; ( ) V@1 ( ) son construibles, entonces de ) se sigue que p; (1 (QTW))
y pi(v ( )) también son construibles al igual que sus derivadas (recordar la ecuacién dife-
rencial para ¢;), luego entonces como el denominador de (2.4) es distinto a cero concluimos,
por el Teorema E.1 del Apéndice E, que (2.4) es construible, es decir que en efecto ¢, (QT’”)

es construible. q.e.d

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del trabajo presentado hasta ahora

Teorema 2.7. Sea n € N entonces los puntos de la division de la lemniscata en 2™ partes
iguales son construibles

Demostracion:

Es claro que ¢;(2w) = 0 es construible, por lo tanto gracias al Teorema 2.4 y a un argumento
inductivo obtenemos que para toda n € N, ¢; ( o ) es construible. Por lo que gracias al inciso
i) del Teorema anterior tenemos que puntos de la divisién de la lemniscata en 2™ partes
iguales son construibles. q.e.d

41



Finalmente concluimos la presentaciéon de la lemniscata en R con un ejemplo méas de
cuando es posible la divisién de longitud de arco. Notemos como el ejemplo siguiente se
apoya de gran forma en los tltimos teoremas, a diferencia de los casos n = 6 y n = 8 tratados
en los ejemplos anteriores:

Ejemplo 2.3. Para saber si los puntos de la divisién de la lemniscata en 5 partes iguales son
construibles, por el Teorema 2.6 basta saber que ro = gol(%w) lo es.

Figura 2.12: n =5

Pero por la Proposicién 2.5, como 5 es impar tenemos que 7y es una raiz del polinomio de
divisiéon uPs(ut), ademds con el Teorema 2.5 obtenemos que :

Ps(u) = u® 4 50u° — 125u* + 300u® — 105u? — 62u + 5
por lo que tenemos :

0 = TOP5(’I"é)
=ro (rg* + 50rg® — 125r° + 300ry* — 105r§ — 62r( + 5)
= ro(ry — 2ry + 5) (1% + 52ry? — 267§ — 1215 + 1)

y con Maple notamos que las soluciones reales para la ecuacién anterior son cuando :

ro = </—13+6\/5i2\/85—38\/5

y por lo tanto concluimos que rg es construible y en consecuencia que los puntos de la divisién
de la lemniscata en 5 partes iguales son construibles.

Al final del texto retomaremos las ideas aqui presentadas para extender la funcién ¢; a
C, veremos que dicha funcién es doblemente periddica. Asi pues el andlisis de las funciones
doblemente peridédicas se encuentra en los siguientes capitulos.
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Capitulo 3

Funciones Doblemente
Periodicas

En el Capitulo 1 definimos lo que es una funcién simplemente peridédica de variable com-
pleja, ver Definicién 1.4, es natural preguntarnos si entonces existen funciones de variable
compleja no constantes con dos periodos fundamentales no colineales, con tres periodos fun-
damentales no colineales, incluso con n periodos fundamentales no colinelaes para n € N. En
el siguiente capitulo se verd que tnicamente existen dichas funciones para n < 2 y trataremos
las propiedades generales para el caso n = 2 es decir para las funciones doblemente periédicas.

3.1. Un Teorema de Jacobi

Definicion 3.1. Sea [ : C — C una funcion periddica , decimos que los periodos wi, -+ ,wp
no colineales son periodos fundamentales de f si todo periodo de f es una combinacion
lineal entera de wy, -+ ,wn.

El matemadtico alemdn Carl Gustav Jacob Jacobi
probé en un articulo publicado en 1835 (ver [6] p.525
), que una funcién periédica tiene a lo més dos perio-
dos fundamentales wy,ws tales que (w1/w2) € R, es decir
no colineales, ya que de existir t € R tal que w; = tws
tendrfamos que Jm (wy /wz) = 0y por lo tanto tendriamos
que (wy/wa) = Re (w1 /wa) € R.

Teorema 3.1. (Jacobi 1835) Sea f : C — C una funcidn
meromorfa, periodica y no constante, entonces la funcion
tiene a lo mds dos periodos fundamentales no colineales.

Demostracion:
Sea w un periodo de f, por el Teorema 1.2 existe un pe-  Figura 3.1: Carl G. J. Jacobi
riodo wy tal que todo periodo contenido en la recta £ que
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une al 0 con w; es de la forma mw; con m € Z. Por lo tanto f tiene a w; como un periodo
fundamental. Sea € el conjunto de todos los periodos de f, entonces tenemos dos posibilidades:

Caso i): Todo punto de € esta contenido en £. En este caso, en acorde con la Defini-

ciénl.4, la funcién es simplemente periddica y sus uUnicos periodos fundamentales son w; y
—w1,por lo que sélo existe un periodo fundamental no colineal.

°® W1+,

Figura 3.2: Teorema 3.1

Caso i): No todos los puntos de € estan en £ (Ver Figura 3.2)

En este caso existe w’ € € tal que w’ no estd en £. Consideremos T el tridngulo con vértices
0,w1,w’, por consecuencia del Lema 1.1 T contiene una cantidad finita de puntos de €2, por
lo que podemos elegir a we € Q del interior de T} tal que si Ty es el tridngulo con vértices
0, w1, ws, entonces los tnicos periodos en T5 son sus vértices (75 podria coincidir 7).

Sea A el paralelogramo con vértices 0,wi,ws, w1 + we, por lo que Ty es la mitad de A.
Supongamos que existe, w, un punto de 2 en el interior de A, necesariamente tenemos que
w € A\T5. Notamos que (w1 +wz) —w € Q pero también pertenece a T (pues esta a la misma
distancia del origen que @ del vértice wy +ws ) lo cual es imposible por la construccién de Ts.
Por lo tanto tenemos que los tinicos periodos en A son sus vértices.

Sea ahora w un punto arbitrario de €2, al ser wi,ws linealmente independientes, existen
t1,t2 € R tales que :

W = tiwy + tawa
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Pero t1 = [t1] + 71 y t2 = |t2] + r2 donde 71,79 € [0,1) y como |t1], [t2] € Z entonces
[t1 w1, [t2|ws € Q y por lo tanto :

w— (Ltljwl + \_t2JUJ2) = riwy + rows € Q) (31)

Pero por construccién el periodo de (3.1) estd en A y por lo tanto es alguno de sus vértices,
luego entonces r1,79 € {0,1} pero r1,r9 € [0,1) lo que implica que r; = ry = 0.
Por lo que cualquier punto @ € 2 es de la forma :

Ww=mwi +nws con m,n€e€z

y por lo tanto en este segundo caso w; y wo son periodos fundamentales no colineales, ya que
cualquier otro periodo es combinacién lineal de estos. q.e.d

Definiciéon 3.2. Sea f : C — C una funcion periddica. Decimos que [ es doblemente
periddica si existen dos periodos fundamentales no colineales w1, ws, es decir que todo periodo
de f es de la forma mwi + nwa con m,n € Z.

Una consecuencia inmediata del Teorema de Jacobi es que dada cualquier funcién f que
sea periddica se tiene que f es simplemente periédica o bien es doblemente periddica.
En la Observacién 1.2 vimos que cuando f es simplemente periédica con w; un periodo
fundamental, inicamente existe otro periodo fundamental y es —w;. En el caso de que f sea
doblemente peridédica el Teorema de Jacobi nos asegura la existencia de wy, w2, dos periodos
fundamentales no colineales, la pregunta a resolver es: jserdan wp,ws y —wi, —ws los Unicos
periodos fundamentales de f?7 La respuesta es NO, como podemos ver en el siguiente resultado:

Teorema 3.2. Sea f: C — C una funcion doblemente periddica con periodos fundamentales
w1,ws no colineales entonces existen una infinidad de parejas de periodos fundamentales no
colineales de f.

Demostracion:
Veamos primero que de existir w/,w) otro par de periodos fundamentales no colineales en-
1>%2
tonces se tendria que:
Existen my,ni,ma,ny € Z y mh,n},mh,n,, € Z tales que:
IRIST) y Yy my, 1y, Mo, Ny

/ !’ 1!
W) = Mmiwy + nqws w1 = mjwy + nqwsy
/ !’ 1,0
Wy = Maw1 + Nows Wa = Mawi + NoWwsy
Lo que se puede expresar en forma matricial como:

wi\ _ ma om w1 wr \ _( mi n wi
wh me Na wWo wWo mh  nb wh

Y notamos que las relaciones anteriores también son validas si tomamos el conjugado de cada

periodo fundamental, por lo que tenemos:
—_ / / T
w1 Wl _ ml ’I’Ll wl 71
w2 Wy mh  nb wh  wh

Wl w o mi oM wi Wi
wh  wh mz N w2 W2
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Lo que implica que:

wi W\ _ m) nj my; ng w; Wy (3.2)
Wy wWg mh  nb ms  No wy Wy '
Pero si wy =a+iby wy =c+1id con a,b,c,d € R entonces:

det( :); % > = w1y — woy = 2i(bec — ad) # 0

ya que bc = ad siy sélo si a/b = ¢/d lo que implicaria que w; y wa son colineales lo cual es
imposible por hipétesis.

w1 Wi
w2 Wz
ambos lados por la inversa de dicha matriz se sigue que:

L0\ _(m m my ng
0 1 mh  nb me  Ng
I i
det(m} n})det(ml "1):1
Moy  Ngy mo MNo
I i
det( m ) = det( e ) = +1. (3.3)
My Moy mz N2
Veamos ahora que si my,n1, ma, no satisfacen (3.3), equivalentemente myns —many = £1,

entonces efectivamente w| y w) son periodos fundamentales de f:
Como:

Por lo tanto la matriz es invertible y multiplicado por la izquierda a (3.2) de

por lo que :

es decir:

/
w] = Mmiwi + njws

/
Wy = Maw1 + Naws
Entonces usando que mins — mon; = +1 obtenemos:

w1 = :I:(ngwi — 77,1(4]5)
wo = F(miwh — mawy)
Pero por hipotesis w; y ws son periodos fundamentales no colineales de f y por lo tanto

cualquier periodo de f es una combinacién lineal de ellos. Sea entonces w un periodo cualquiera
de f entonces existen m,n € Z tales que:

W = mwy + nws
= +[m(naw) — niwh) + n(miwh — maw}))

= +[(mng — nma)w| + (nmy — mnq)w}]
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Por lo tanto @ es una combinacién lineal de w] y wj, lo que implica que son periodos funda-
mentales de f.

Dado que existen una infinidad de nidmeros enteros mi,ny, ma, ny, que satisfacen (3.3) en-
tonces existen una infinidad de periodos fundamentales no colineales para las funciones do-
blemente peridédicas.

q.e.d

3.2. Funciones Elipticas

A continuacién vamos a tratar con una clase particular de las funciones doblemente pe-
riédicas que son las funciones elipticas, la construccién explicita de dichas funciones se tra-
tard hasta el siguiente capitulo, por ahora inicamente presentaremos las propiedades que
deben de satisfacer en caso de existir. El objetivo principal de esta seccién es dar a conocer
las propiedades generales y los resultados mas relevantes de las funciones elipticas los cuales
se usaran ampliamente a lo largo del texto.

Definicién 3.3. Sea f : C — C una funcion doblemente periddica si ademds f es una funcion
meromorfa en C entonces decimos que [ es una funcién eliptica.

Observacién 3.1. Al ser las funciones elipticas funciones doblemente periddicas, entonces
si w’ y w” son cualquier par de periodos fundamentales no colineales de una funcién eliptica

tendremos que :
w/

yva que w’ y w” no son colineales. A partir de este momento y en lo que sigue del texto
seguiremos la siguiente notacién:

!

W =2w yw' =2ws si Jm (w) <0.
w
(JJ/

W =2wyw =2w s Jm <> > 0.
w

En ambos casos 2wy se define como 2wy = 2wy + 2ws3

Dada cualquier funcién eliptica con periodos fundamentales 2w; y 2ws, definimos dos
conceptos de suma importancia, que son el conjunto €2 y el paralelogramo fundamental A :

El Conjunto

Sea f una funcién eliptica con periodos fundamentales 2w, y 2ws, entonces denotaremos
por € al conjunto de todos los periodos de f, sabemos que dichos periodos siempre son una
combinacién lineal entera de los periodos fundamentales y por lo tanto:

N ={we C:w=2mw; + 2nws con m,n € Z}
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Proposicién 3.1. (Propiedades del conjunto )

i) El conjunto de periodos de una funcién eliptica es invariante bajo traslaciones, es
decir st w € (), entonces:

w+N2=0Q
ii) Se cumple que = {w € C: w = —2mw; + 2nws con m,n € Z}
i11) Se cumple que Q = {w € C: w = 2mw; — 2nws con m,n € Z}
iv) Se cumple la propiedad de simetria es decir: QQ = —(

Demostracion:

Para ver i) tomamos a u € w + Q lo que implica que existen m,n € Z, tal que v =
w + 2mw + 2nws. Como w € ) entonces existen m/,n’ € Z, tal que w = 2m/w; + 2n'ws
y por lo tanto u = 2(m 4+ m’)w; + 2(n + n')ws, lo que implica que v € Q. Por otro lado si
u € Qyw = 2m'w;+2n'ws entonces existen m, n € Z tales que u = 2(m+m')w; +2(n+n)ws,
es decir u € w+ 2

Para #i) hacemos m’ = —m y como m € Z entonces m’ € Z por lo que:

{weC:w=—2mw; + 2nw3 con m,n € Z} = {w € C: w = 2m’w; + 2nwsz con m’,n € Z}
=Q.

Similarmente para i) hacemos n’ = —n y como n € Z entonces n’ € Z por lo que:

{weC:w=2mw —2nw3 con m,n € Z} = {w € C: w = 2mw; + 2n'w3 con m,n’ € Z}
= .

Finalmente notamos que una combinacién de 4i) con iii) nos da iv) ya que :

—Q={weC:w=—2mw; — 2nws con m,n € Z}
={w € C:w=2m'w; +2n'w3 con m',n’ € Z} = Q.

q.e.d

El Paralelogramo Fundamental A

Dada una funcidn eliptica f con periodos fundamentales 2wy y 2wz definimos a y como la
frontera del paralelogramo con vértices 0, 2wy, 2ws, 2ws. Por la notacién de la Observacién 3.1
notamos que si esta curva se recorre en sentido contrario a las manecillas del reloj comenzando
en 0, entonces pasa primero por 2w; luego por 2ws y finalmente por 2ws .

Definimos a A, el paralelogramo fundamental asociado a f, como la cerradura del interior
de la curva 7 excluyendo a los segmentos de recta que comparten a 2ws, es decir:

A = int(y)\([2w1 = 2w2] U [2wy — 2ws])
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o bien otra manera de definirlo es agregdandole al interior de la curva 7 los segmentos de
recta que unen al 0 con los periodos fundamentales sin incluir a estos ultimos, es decir:

A = int(y) U0 = 2w1) U0 — 2ws)

// I //
-~ / A /I A ///
- y I 0,1 | L
/ / ///

—
—
—

A / ,’f/Z(m +2W3=2W,

Figura 3.3: Paralelogramo Fundamental

Sean m,n € Z, definimos a A, ,, como el paralelogramo fundamental trasladado, es decir
con vértices 2mwi + 2nws, (2m + 2)w; + 2nws, (2m + 2)wr + (2n + 2)ws, 2mwy + (2n + 2)ws.
Es claro que Ag g es el paralelogramo fundamental A.

Observacién 3.2. Notamos que el plano complejo es la unién disjunta de los paralelogramos
A, es decir los paralelogramos A, ,, son una particién de C :

C= |J Amnn
m,n€”’

Definicion 3.4. Decimos que z1,zo € C son congruentes relativos a los periodos funda-
mentales 2wy y 2ws de una funcion eliptica f si y solo si z1 — zo € Q y lo denotamos como:

z1 =29 (méd Q)
Observacién 3.3. i) Si z; = 29 (méd Q), entonces f(z2) = f(2z2 4+ (21 — 22)) = f(21).

ii) Ningun par de puntos distintos en algin paralelogramo A,, , son congruentes relativos
a Q. Mds ain dado cualquier z € C y cualquier A,, , existe un tnico punto 2’ € A, ,,
tal que z = 2’ (méd Q) (el caso en el que z € A, ,, se tiene que 2’ = z).
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El Teorema 3.2 nos asegura la existencia de una infinidad de periodos fundamentales, sin
embargo el conjunto ) asociado a cada par de periodos fundamentales es siempre el mismo,
ya que es el conjunto de todos los periodos de una funcién eliptica. Pero el paralelogramo
fundamental generado por cada par de periodos fundamentales es distinto segin la eleccién
de los periodos. El siguiente resultado nos muestra que una funcién eliptica se comporta
exactamente igual en dichos paralelogramos, por lo que es independiente la eleccion de los
periodos fundamentales:

Teorema 3.3. Sea f una funcion eliptica con 2wy, 2ws un par de periodos fundamentales
de f con paralelogramo fundamental asociado A y sean 2wy, 2ws un par distinto de periodos
fundamentales con paralelogramo fundamental asociado A, entonces tenemos que f(A) =

f(B).

Demostracion:
Probaremos la igualdad por doble contencion:

(C) Sea u € f(A) entonces existe z € A tal que f(z) = u, pero por la Observacién 3.3
sabemos que existe 2z’ € A tal que z = 2’ (mdd Q) por lo que f(z) = f(2'), y por lo

tanto u = f(2') € f(A) es decir f(A) C f(A)

(D) Sea v € f(A) entonces existe z € A tal que f(z) = v, pero por la Observacién 3.3
sabemos que existe z’ € A tal que z = 2/ (mdd Q) por lo que f(z) = f(Z), y por lo
tanto v = f(2') € f(A) es decir f(A) D f(A)

q.ed

Figura 3.4: Ejemplo de A y A

En la Figura 3.4 podemos ver un caso particular de A y A A 0jo notamos que el drea de
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ambos paralelogramos es exactamente la misma, y veremos que esto es una consecuencia del
Teorema 3.2, en particular en la Figura 3.4 podemos pensar a A como una particién de A
tomada de A, A; g,A11 ¥ Ag 1. Ademds vemos que los vértices de los paralelogramos A, ,,
coinciden con los de los paralelogramos A, 5, es decir con el conjunto .

Asi pues la siguiente proposicién generaliza lo mostrado en el la Figura 3.4 acerca de las dreas
de distintos paralelogramos fundamentales:

Proposicion 3.2. Sea f una funcion eliptica con 2wy, 2ws un par de periodos fundamentales
de f con paralelogramo fundamental asociado A y sean 2wy, 2ws un par distinto de periodos
fundamentales con paralelogramo fundamental asociado A, entonces tenemos que el drea de
A es la misma drea que la de A.

Demostracion:

Un resultado clésico de Algebra Lineal (ver [13] p 204) indica que si u = (u1, u),v = (v1, v2)
son dos vectores en R?, entonces el paralelogramo generado por u y v (es decir el que tiene
vértices en 0,u,v y u + v) tiene drea dada por:

det( ur U2 >’
oA

Luego entonces se sigue que si 2wy = a + by 2wz = ¢+ id, con a,b,c,d € R entonces:

Area(A) = ‘det( CCL Z >‘ = |ad — cb

pero por otro lado por el Teorema 3.2 sabemos que existen mq,n1, ma,ne € Z que satisfacen
que ming —meng = =1 y son tales que:
201 = 2myw + 2niws = (mya + nic) + i(myb + nyd)

2W3 = 2mowi + 2nsws = (Maa + nac) + i(mab + nad)

lo que implica que:

Area(ﬁ) = ‘det( miat e mib+mnd )’

maa + nac  Mab + nad

= |(m1a + nic)(mab + nad) — (maa + nac)(myb + nid)]

= |mingad + nymaochb — moniad — nomy ch

= [(m1na — many)ad + (nyma — namq )cb

= |(mina — manq)(ad — cb)|

= |(£1)(ad — cb)|

= |ad — cb|

= Area(A)
por lo que concluimos que cualesquiera par de paralelogramos fundamentales de una funcién
eliptica deben de tener la misma &rea. q.e.d
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El aporte del conjunto €2 y del paralelogramo fundamental A a la teoria de las funciones
elipticas es bésico, ya que ahora sabemos que toda funcién eliptica se comporta exactamente
igual en todo paralelogramo A, ,,. Por lo tanto basta examinar el comportamiento en A para
conocer por completo a la funcién. Ademads cada punto de 2 estd asociado tinicamente a un
Ay, pues cada paralelogramo contiene inicamente un vértice y todo vértice pertenece a ().

Teorema 3.4. La clase de funciones elipticas con periodos fundamentales 2wi y 2ws es
cerrada bajo las operaciones de suma, resta, multiplicacion, division y diferenciacion.

Demostracion:
Sean f, g dos funciones elipticas con periodos fundamentales 2wy y 2ws y sea w € {2 entonces:

i) [f £ g](s 4+ w) = fz+w) £ g(z +w) = f(2) £ 9(2) = [f £ g](2), y ademdis como [ y g
son meromorfas entonces f 4+ g también lo es y por lo tanto es eliptica.

i) [f9l(z + w) = f(z+w)g(z +w) = f(2)9(2) = [fg](2), y ademds como f y g son
meromorfas entonces fg también lo es y por lo tanto es eliptica.

i) [f/g](z+w) = f(z+w)/g(z +w) = f(2)/9(z) = [f/g](2), y ademds como f y g son
meromorfas entonces f/g también lo es y por lo tanto es eliptica.

iv) Sea zp € C tal que f es analitica en 2y entonces existe f'(zg) y tenemos que:

f/(Zo) = lim M — lim f(Z +W) - f(ZO +OJ)

z=z0 2 — 20 220 z+w— (20 +w)

= f'(z0 +w)

por lo tanto f’ también es doblemente peridédica y al ser analitica en todos los puntos
donde f es analitica, entonces f’ también es meromorfa y por ende eliptica.

q.e.d

Observacion 3.4. Maés adelante veremos qué pasa cuando se integra una funcién eliptica,
pues el resultado no siempre es otra funcion eliptica.

3.3. Los Teoremas de Liouville

A continuacién presentamos el desarrollo de tres teo-
remas (1847) en los cuales el matemadtico francés Joseph
Liouville basé sus lecciones sobre las funciones doblemente
periddicas (ver [17]). Liouville tuvo un genuino interés por
las funciones elipticas y como veremos mas adelante, sus
tres teoremas son fundamentales para el desarrollo de la
teoria de dichas funciones. Esta seccién consiste en enun-
ciar y probar dichos teoremas acompanados de la teoria y
de las definiciones necesarias para entenderlos.

Figura 3.5: Joseph Liouville 52



Teorema 3.5. (Primer Teorema de Liouville) Sea f una funcidn eliptica y entera, entonces
f es una funcion constante.

Demostracion:
Como f es entera entonces no tiene polos, ademas al ser doblemente periddica el comporta-
miento de la funcién estd totalmente determinado por el paralelogramo fundamental A, es
decir f(C) = f(A), pero A es un subconjunto compacto de C y por el Teorema B.3 (Weiers-
trass) del Apéndice B, tenemos que f es acotada en todo C, por lo que existe M € [0, 00) tal
que:

lf(z)| <MVzeC

entonces por el Teorema B.4 (Liouville) del Apéndice B, tenemos que en efecto f es una
funcién constante.
q.e.d

Observacién 3.5. Aunque el conocido Teorema B.4 del Apéndice B es llamado “el Teorema
de Liouville”, se debe originalmente al matematico francés Augustin Louis Cauchy (ver [7] y
[27] p. 105). Sin embargo fue porque Liouville lo enseni6 en sus cursos [17] que la comunidad
matematica se lo atribuy6 a él.

Proposicion 3.3. Sea f una funcion eliptica no constante, entonces f tiene al menos un
polo en A. Mds aun el nimero de polos en A es finito.

Demostracion:
Supongamos que f no tiene polos en A entonces f no tiene polos en C, lo que implica que f
es entera y por lo tanto gracias al Teorema anterior (Primer Teorema de Liouville) se tiene
que f es una funcién constante, contradiciendo asi la hipdtesis. Asi pues f tiene al menos un
polo en A.
Supongamos ahora que existe una infinidad de polos en A, luego entonces A contiene un
punto de acumulacién de polos y por lo tanto f no es meromorfa, pero esto contradice la
hipotesis ya que f es eliptica. Entonces hay un nimero finito de polos en A.

q.e.d

Definicién 3.5. Sea f una funcidon eliptica con paralelogramo fundamental A, llamamos el
orden de f al numero total de polos en A donde cada polo debe contarse tantas veces como
su orden. Denotamos al orden de f como:

ord(f, )

Ejemplo 3.1. Sea f una funcién eliptica con paralelogramo fundamental A y sean z7, 29, 23
los polos de f en A donde z; es un polo de orden k, entonces:

ord(f,A)=_1 +14+1+1+1+1=6

zZ1 zZ2 Z3

Por lo tanto el orden de f es 6.
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Teorema 3.6. (Sequndo Teorema de Liouville) Sea f una funcion eliptica, entonces la suma
de los residuos de f sobre todos los polos en A es igual a cero.

Demostracion:
Sea E el conjunto de todos los puntos de A\ A entonces:

E = [2w1 — 20\)2} U [2&12 — 2&13]

y sea P(A) = {21,292, -, zn} el conjunto de todos los polos de f en A. Definimos a A’ segiin
sea el caso:
Caso 1): Si JA N P(A) = ) entonces decimos que A’ = A.

Caso 4i): Si 9A N P(A) # () entonces definimos a p como:

= min d(z,F
p=_min dz B)

y decimos que A’ es el paralelogramo trasladado por una cantidad menor a p a lo largo de

la diagonal [2ws — 0]. La Figura 3.6 muestra dicho traslado para una funcién eliptica con 6

polos en A, los puntos rellenos son polos en A mientras que los puntos vacios son polos fuera
de A:

— -0 2w,
/
/

-

=

Figura 3.6: Ay A’
Como la funcién es doblemente periddica es claro que para ambos casos f(A) = f(A') y
que ademds P(A) = P(A’). Gracias a el traslado existe o € C tal que los vértices de A’ son:

a, 2w+, 2ws + a0 y 2ws + @, es decir los vértices de A recorridos por « (notamos que para el
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Caso i) a = 0). Definimos a la curva v = A’ orientada en sentido contrario a las manecillas
del reloj, como muestra la Figura 3.6 por lo tanto v es una curva cerrada que encierra a todos
los polos de P(A) y no pasa por ninguno de ellos, por lo tanto :

Z Res(f,z1) = Z Res(f,z) = Z Res(f,zk)zz:Res(f,zk).
k=1

ZkGP(A) ZkGP(A’) Zkeint(’y)
Aplicando el Teorema B.5(Teorema del Residuo) del Apéndice B, obtenemos que:
1
Z Res(f, z) = oy /f(z)dz (3.4)
2k GP(A) ~

Pero por otro lado si denotamos a:

b
/ f(2)dz como /f(z)dz
la—b] a

donde el segmento [a — b] se parametriza como : a(l —t) + bt para t € [0, 1], entonces la
integral de (3.4) se parte como:

a+2wi a—+2ws a+2ws @
/ F(2)dz = / F(2)dz + / F(2)dz + / F(2)dz + / () (35)
o o a+2wr a+2ws a+2ws

Pero aplicando el cambio de variable u = z — 2ws a la tercera integral de (3.5) y u = z + 2w
a la cuarta integral de (3.5) obtenemos que:

a+2wq a—+2ws «a a+2wi
f(z)dz = f(z)dz + f(z)dz + f(u+ 2ws)du + fu—2w;)du
'y/ oc/ a+41 a+4)1 a+472

a+2wq a+2ws @ a+2wq

= | f@dz+ | f@dzr | fwdus [ fu)d
a/ oHr!ul a+41 a+412
a+2wr a+2ws a+2wy a+2ws

= [ j@de+ | fEdz- [ fwdu— [ f)da
a/ a+2/wl a/ o<+2/wl
a+2wq a+2ws a+2wq a+2ws

= f(z)dz+ f(z)dz — f(u)du + fu)du | =0.
a/ oHrlJl a/ aJr!:)l

Por lo tanto:

Z Res(f, z) = 0.

zR€P(A)
q.e.d

55



Gracias a la doble periodicidad de las funciones elipticas, el segundo Teorema de Liouville
es valido para todos los A obtenidos con cualquier par de periodos fundamentales, que como
vimos en el Teorema 3.2, existen una infinidad. Ademads es claro que es vélido en todas las
traslaciones A, ,, de esta infinidad de paralelogramos fundamentales.

Proposicion 3.4. Sea f una funcion eliptica no constante, entonces:
ord(f,A) > 2

Demostracion:

Supongamos que ord(f,A) = 0, entonces f no tiene polos en A lo que contradice la Propo-
sicién (3.3) y por lo tanto ord(f, A) > 1.

Si suponemos que ord(f, A) =1, entonces f tiene un polo simple en A, llamémoslo zy, pero
por la serie de Laurent tenemos que :

f(z) = b + Zan(z —z)"
n=0

(z — 20)
pero por el Teorema 3.6(Segundo Teorema de Liouville) tenemos que:

by = Res(f,z0) = Z Res(f,zx) =0

Zk EP(A)

entonces en realidad f no tiene polos en A y de nuevo esto contradice la Proposicién (3.3) y
por lo tanto ord(f,A) > 2.
q.e.d

Definicién 3.6. Sean f : C — C una funcion y a € C un punto arbitrario, si f(z0) = a
decimos que zg es un a-punto de f.

Si zp es un a-punto de una funcién analitica alrededor de zy entonces por el Teorema A.1
(Taylor) del Apéndice A, tenemos que:

(n)(
£(2) = o) + o)z —20) 4+ T gy
() (5
—a+ f'(z0)(z—20) + -+ f n(, 0)(2—20)"+-~-

Ademsds si f es no constante entonces al menos una de las derivadas de f evaluadas en z
tiene que ser distinta de 0 ya que de lo contrario, por Taylor, f(z) = f(z0) para toda z
alrededor de zy y f serfa constante lo cual es imposible. Sea k el primer niimero natural tal
que f*)(z9) # 0 entonces:

(k+1)
fe)—a=110 ey W<z_zo>k+l e
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si k =1 decimos que zp es un a-punto simple y vemos que:

f'(20) #0

si k > 1 decimos que 2y es un a-punto de orden k y vemos que:

Flz0) == f"D(z) =0y que f*)(2) #0

Notamos que si f es una funcién eliptica no constante y si A = {z9 € G : 29 es un a-punto de f}
entonces A contiene una cantidad finita de puntos de A, ya que de lo contrario A tendria un
punto de acumulacién en A contradiciendo asi el hecho de que f es eliptica y no constante.

Observacién 3.6. Sea zy un a-punto de orden k para una funcién f entonces:
i) Si a =0, entonces zp es un cero de orden k de la funcién f.
i) Si a = oo, entonces 2y es un polo de orden k de la funcién f.

Definicién 3.7. Sea f una funcidn eliptica, definimos n(a) € N como el nidmero total de
a-puntos de f en A, contados tantas veces como su orden. Notamos que n(oco) = ord(f, A).

Teorema 3.7. (Tercer Teorema de Liouville) Sea f una funcidn eliptica no constante y sea
a € C un punto arbitrario, entonces n(a) = ord(f,A), es decir que en A el nimero de
a-puntos es el mismo que de polos, contados cada uno el mismo nimero de veces que sus
ordenes.

Demostracion:

Si a = oo entonces por la Definicién 3.7, el resultado es obvio.

Supongamos entonces que a # oo y definimos a A’ de manera similar a como se definié en el
Teorema 3.6 (Segundo Teorema de Liouville) pero ahora a P(A) lo tomamos como el conjunto
de todos los polos y los a-puntos en A, es decir:

P(A) = {b17b27"' abnaa/laaQa'“ 7a7n}

donde cada b; es un polo de orden 5, (j = 1,2,---,n) y cada aj es un a-punto de orden
ar (k=1,2,--- ,m). Entonces si v = dA’, se tiene que vy es una curva cerrada, orientada
en sentido contrario a las manecillas del reloj (recordar Figura 3.6), que no pasa por ningin
polo y por ningin a-punto de f y que ademds encierra a todos los puntos de P(A). Por el
Teorema B.6 (Principio del Argumento) del Apéndice B, tenemos que si g = 1 entonces:

L 7‘70/(2) Z:ma — Y i =nla) —n(oo
QWiJf(Z)—ad 1;1 F ;ﬂj (@) (o)

Sea ¢ la funcién dada por:



pero por el Teorema 3.4 sabemos que ¢ es una funcién eliptica con los mismos periodos
fundamentales que f. Notamos que los polos y los a-puntos de f en A, es decir los puntos
de P(A), son los polos de ¢ en A. Por lo tanto, debido a la construccién de A’ tenemos que
~ encierra a todos los polos de ¢ y no pasa por ninguno de ellos. Aplicando el Teorema 3.6
(Segundo Teorema de Liouville), obtenemos que:

- Xm0 =g [ = [ 72

2LkEP(A)

y por lo tanto

Tenemos entonces que n(a) = n(oco) = ord(f, A)

q.e.d
Es claro que el tercer Teorema de Liouville es también valido para todos los A obtenidos con
cualquier par de periodos fundamentales. Por lo tanto vemos que el orden de una funcién
eliptica nos da la informacién del niimero total de polos, que serd el mismo que el niimero
total de a-puntos, en ambos casos contados tantas veces como sus érdenes y en cualquier
paralelogramo A independientemente del par de periodos fundamentales que tomemos.

Definicién 3.8. Sea f una funcion eliptica, definimos s(a) € C como la suma de los
a-puntos de f en A, cada a-punto es sumado tantas veces como su orden.

Teorema 3.8. Sea f una funcion eliptica no constante y sea a € C un punto arbitrario,
entonces se cumple que:
s(a) = s(c0)  (mod Q)

Demostracion:

Si a = 0o entonces s(a) — s(00) =0 € Q y por lo tanto el resultado es obvio.

Supongamos entonces que a # oo y sea A’ como en la demostracién del Teorema 3.7 (Tercer
Teorema de Liouville), entonces si v = A’ tenemos que v es una curva cerrada, orientada
en sentido contrario a las manecillas del reloj (recordar Figura 3.6), que no pasa por ningin
polo y por ningin a-punto de f y que ademds encierra a todos los puntos de P(A) con:

P(A) :{blaan"' 7b’n7a17a27"' 7am}7

donde cada b; es un polo de f de orden 3; (j =1,2,--- ,n) y cada aj, es un a-punto de f de
orden ay, (k=1,2,--- ,m). Por el Teorema B.6 (Principio del Argumento) del Apéndice B,
tenemos que si g es la funcién identidad, i.e g(z) = z, entonces:

] T W o R I

Sea v la funcién dada por:



Pero recordando la demostracién del Teorema 3.6 (Segundo Teorema de Liouville), sabemos
que existe a € C tal que los vértices de A’ son: «, 2wy + o, 2ws + a 'y 2ws + a y por lo tanto
la integral de 3.6 se parte como:
/( ) a+2wq a+2ws a+2ws [e%
/zf(f)zdz = /w(z)dz = / P(z)dz + / P(z)dz + / P(z)dz + / P(2)dz.
z)—a
¥ ¥y «@ a+2wq a+2ws a+2ws

Si aplicamos el cambio de variable u = z — 2ws y u = z 4+ 2w; a la tercera y cuarta integral
respectivamente, de la suma anterior obtenemos que:

a+2wq a+2ws @ a+2wy
Y(z)dz = Y(z)dz + Y(z)dz + Y (u + 2ws)du + Y(u — 2wq)du
/ ! Oé"rzﬂl OH-!AM Ot+412
a+2w; a+2ws
= [ @ -Gt aand [ @) - (- 200))ds
« a+2wy
pero vemos que :
(= 1 (z + 2ws3)
P(z) — (2 + 2ws3) = Zif(z) . (z+ 2w3)—f(z 9) -
re 7'(2)
IO DR
_ f'(z)
) —a
y andlogamente se verifica que ¥ (z) — ¥ (z — 2w1) = 2w1[f'(2)/(f(2) — a)], por lo que:
a+2ws a+2wq
_ I'z) . ACE
/w(z)dz = 2wy / mdz 2ws / 7o) - adz
v a+2wq «
a+2ws a+2wy
= 20, (( ()~ )|~ 2 (2) )

Pero como In(f(z)) toma los mismos valores cuando z = a + 2w; que cuando z = & + 2ws
entonces In(f(a + 2ws)) — In(f(a + 2w1)) = m27i con m € Z y andlogamente notamos que
In(f(a+ 2w1)) — In(f(a)) = n2mi con n € Z, por lo tanto:

/w(z)dz = 27mi(2mw; — 2nws)
b

y por (3.6) tenemos que s(a) — s(00) = 2mw; — 2nws € 2 lo que implica que:
s(a) = s(c0)  (mod Q)

q.e.d
De nuevo es claro que el teorema anterior es valido para todos los A obtenidos con cualquier
par de periodos fundamentales.
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Capitulo 4

Teoria de Welerstrass

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass fue un matematico

aleman cuyos aportes a las matematicas son invaluables.
Es recordado por impulsar el rigor en el analisis matemati-
co y por su extenso trabajo en el campo de la teoria de las
funciones. Dicho trabajo se basé fuertemente en la posibili-
dad de expandir funciones analiticas en series de potencias
convergentes, en particular el Teorema A.2 (Laurent) fue
enunciado y probado por Weierstrass desde 1841 (ver [21]),
sin embargo nunca lo publicé y es por eso que se lo adju-
dicamos al matematico francés Pierre Alphonse Laurent
quien lo publicé, sin conocer el trabajo de Weierstrass, en
el ano de 1843.
En el Capitulo 3 estudiamos a las funciones doblemen-
te periddicas, en particular a las funciones elipticas. Sin
embargo unicamente sabemos que de existir dichas funciones, cumplirdan ciertas propieda-
des generales, pero no conocemos la forma explicita de alguna funcién eliptica. Es debida a
Weierstrass la construccion de una funcién eliptica en particular que asegura la existencia de
dichas funciones, es llamada la funcién o de Weierstrass, que es de suma importancia, ya que
veremos que cualquier otra funcién eliptica guarda una profunda relacién con la funcion .

Figura 4.1: Karl Weierstrass

4.1. Preliminares

El objetivo de esta seccion es asentar las bases para la construccion de la funcién g, es de-
cir presentaremos los conceptos, definiciones y resultados necesarios para el posterior andlisis
de dicha funcién.

Para comenzar introducimos una notaciéon que nos sera de suma utilidad para el tratamiento
de series dobles, esta notacién es simplemente una manera particular de sumar los términos
de una serie que no altera el resultado cuando existe convergencia:
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Sean 2w; y 2ws un par de puntos no colineales, y sea el conjunto €2 el de todas las
combinaciones lineales enteras de estos puntos (ver Capitulo 3) y sea h : Q@ — C una funcidn,
entonces denotaremos a:

oo

Z Z h(2mw; + 2nws) = Z h(2mw + 2nws) (4.1)
MEZNEL m,n=—0o0
como:
Z h(w).

wenN

Cuando la serie de (4.1) no toma en cuenta al caso m = n = 0, entonces la denotamos como:

Z/h(w)

weN

Lema 4.1. La serie: 1
/

X
weN |0J‘
converge para A > 2 y diverge para \ < 2.
Demostracion:

Sea Py el paralelogramo con vértices: 2kwy + 2kws, —2kwy + 2kws, —2kwi — 2kws, 2kwi — 2kws

Figura 4.2: P, con k=1,2,3
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Vemos en la Figura 4.2 que la frontera de cada paralelogramo, 0Py, son los contornos no
punteados y ademds notamos que los puntos blancos son los puntos del conjunto €.
Si ahora:

d= mm |z| 'y D= méx |z|
2€0P; 2€0P;

entonces es claro que :

kd= min |z| y kD= mix |z|
zE0Py, zEOPy

Observamos en la Figura 4.2 que dP; tiene a 8 puntos de €, dP; tiene a 16 puntos de (2
y que P tiene a 32 puntos de 2.
En realidad cada Py tiene en cada lado 2k 4+ 1 puntos de €2, por lo tanto tomando en cuenta
los 4 lados de cada paralelogramo y quitando los 4 puntos que se repiten por los vértices,
notamos que para todo k, 0Py tiene 4(2k 4+ 1) — 4 = 8k puntos de .
Para cada k denotamos a cada uno de estos 8k puntos como z; con j =1,2,---,8k, es decir
{z1,22,++ , 286} = QN OP; y notamos que cada uno de estos puntos contribuye a la serie de
(4.2) con el término:

y paratoda j=1,2,--- 8k
|21
y como cada z; pertenece a P entonces tenemos que:
kd < |z;| <kD paratoda j=1,2,---,8k

por lo tanto:

8k 8k

8 1 8
DNA -1 Z DY ~ Z |z N Z (kd)> ~ A1 (4.3)
J=1

Jj=

Pero es claro que la serie de (4.2) tamblen se puede expresar como:

oo

> (S

wEQ

asi pues usando la desigualdad (4.3) tenemos que:

= 1 1 > 1
% ST S o S s > (4.4)

k=1 weN
pero sabemos que la serie que se encuentra en ambos extremos de (4.4) es la serie hiper-
armoénica (o serie-p), por lo que serd convergente siempre que A — 1 > 1 y divergente cuando
A —1 < 1, es decir convergente si A > 2 y divergente cuando A < 2. Por lo tanto, como
d,D >0, si A > 2 tenemos que la serie de (4.2) estd acotada por arriba por un nimero finito
y por lo tanto converge, mientras que si A < 2 la serie de (4.2) estd acotada por abajo por
una serie divergente y por ende diverge.

q.e.d

El hecho de que la serie del Lema 4.1 converja es fundamental para ver la convergencia de
muchas otras series a lo largo de este capitulo.
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A continuacién analizaremos las propiedades de una funcién, que serd la primera funcién
eliptica que daremos explicitamente. El motivo para exponer esta funcién primeramente es
que es sencilla de presentar y guarda una relacién con la funcion g de Weierestrass que es una
funcién un poco més compleja pero de mucha mas relevancia en el estudio de las funciones
elipticas.

Teorema 4.1. La serie:

1
wel
es una funcion meromorfa en C cuyos polos son todos de orden 3 y ademds coinciden con los
puntos del conjunto 2.

Demostracion:
Sea R > 0y Dg(0) = {z € C: |z| < R} el disco abierto de radio R centrado en 0, es claro
que si w € Q se tiene que |w| < 2R 6 que |w| > 2R entonces podemos expresar a (4.5) como:

1 1
1(z) = u;) (z—w)3+ Z (z —w)3
|w|<2R |w|>2R
Para caso en el que z € Dr(0) y |w| > 2R, es claro que :

) ]zl 1
i) |w] > 2]z > |2, zz):m<§
por lo tanto si usamos la otra desigualdad del tridngulo y los dos inicios anteriores:
1 i) 1
- 37 (lw| = |2])3
g (T

B 1 i 28 8
- z 10,13 = 3
w3 = by el ]

(z—w)

pero por el Lema 4.1 sabemos que:

> me
|ewl?
weN
|w|>2R
por lo tanto por el Teorema B.7 (Prueba M de Weierstrass) tenemos que :
P
weN (Z - w)g
|w|>2R

converge absoluta y uniformemente en Dr(0) y ademds es analitica en Dr(0) ya que para
todo w tal que |w| > 2R se tiene que:

es una funcién analitica en Dg(0).

64



Para el caso en el que z € Dg(0) y |w| < 2R la serie :

1
P

weR
lw|<2R

tiene un ndmero finito de sumandos y ademds es analitica enDg(0) excepto en un ndmero
finito de puntos {z1, 29, -z, } = Dg(0) NQ, donde es claro que cada punto de este conjunto
es un polo de orden 3, ya que si z; € Dr(0) N entonces:

) 1
Jim > G_wp  >°

weN
lw|<2R
y si k € N entonces:
, 1 , 1 , P L , 1
lim (zfzj)k Z 3 = lim —————+ lim Z 7( J)3 = lim ————
P (z —w) P (Z_Zj) =k 25z Z—w P (Z_Zj) -
weN weM\{z;}
lw|<2R |w]<2Ry

se sigue entonces que:

1
. k _ : —
Zlgglj(zfzj) wgeﬂ Cw)p 1 si k=3
lw|<2R

0 si k>3

Entonces (4.5) es una funcién meromorfa en Dg(0) y sus polos son de orden 3 y coinciden
con el conjunto Dr(0) N2, pero R > 0 es arbitraria, entonces notando que:

U pr0)=C

R>0

se sigue que (4.5) es una funcién meromorfa en C y todos sus polos son de orden 3 y coinciden
con los puntos del conjunto CNQ = Q.

q.e.d
Lo més importante de la funcién representada por la serie en (4.5) es que es doblemente
periddica y por ser meromorfa entonces es también eliptica, como veremos en seguida:

Teorema 4.2. La funcion f dada por:

1
f(Z):Zm,

weN

es una funcion impar y eliptica con periodos fundamentales 2wy y 2ws y ademds ord(f, A) = 3.
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Demostracion:
Recordando que @ = —Q (Simetria), ver Proposicién 3.1 (Propiedades del conjunto ), y
notamos entonces que:

1 1 1
AP M e R DR e R SN e

wEeN w'e—Q w'eN

donde el hecho de que la serie con el orden de los sumandos invertido siga convergiendo a
f(2) estd garantizado por la convergencia absoluta de dicha serie y por lo tanto, en efecto, f
es una funcién impar.

Similarmente vimos que {2 es invariante bajo traslaciones, es decir que si w € €2 entonces se
tiene que w + 2 = Q, por lo tanto como +£2w;, 2wz € Q tenemos que +2w; + 2 = 2 para
7 =1, 3. Luego entonces, si j = 1,3 tenemos que de nuevo gracias a la convergencia absoluta
de f la serie es la misma si modificamos el orden de los sumandos, entonces:

1 1 1
L Py L DRI crry I DY e

wEeN w'€—2w;+0 w' eN

y por lo tanto :

[z 4 2w1) = f(2)

f(z+2ws) = f(2)
es decir 2wy y 2w3 son periodos de f, pero nada nos asegura que estos sean los fundamentales.
Para ver que en efecto 2wy y 2ws son periodos fundamentales, tomamos a w cualquier periodo
de f. Sea w € Q por lo que existen m,n € Z tales que w = 2mwi + 2nws y ademds por el
Teorema 4.1 sabemos que w es un polo de f y por lo tanto tenemos que w + @ es también un
polo de f , por lo que w+w € 2, entonces existen m/,n’ € Z tales que w+w = 2m’w; +2n'ws
y por lo tanto:

W=(w+w)—w

= 2m'wy + 2n'ws — (2mw; + 2nw3)

=2(m' —m)wr +2(n — n)ws € Q
entonces todo periodo arbitrario @ de f se escribe como combinacién lineal de 2w; y 2ws,
por ende estos son los periodos fundamentales, y como f es una funcién meromorfa y es
doblemente periddica, concluimos que f es una funcién eliptica con periodos fundamentales
2wy y 2ws.
Es claro que AN = {0} por lo tanto por Teorema 4.1 el el tinico polo de f en Aesel 0y
ademads es de orden 3, por lo tanto:

ord(f,A) =3
q.e.d

Observacién 4.1. Es claro que entonces el conjunto €2 es el conjunto de todos los periodos
de f y que adema&s cada punto en €2 es también un polo de orden 3.

66



4.2. Funcién o de Weierstrass

Figura 4.3: Letra p

La funcién p de Weierstrass es la base de la
teoria de las funciones elipticas desarrollada por el
mismo Karl Weierstrass. Tradicionalmente se deno-
taba a esta funcién con una letra “p” mintscu-
la escrita en la fuente mas elegante posible. Hoy
en dia la Figura 4.3 representa la fuente uni-
versal en la que se representa dicha funcién, y
ademds en el mundo de la caligrafia la letra g
de la figura es conocida como “La pe de Weiers-
trass”

Para su construcciéon vamos a recurrir a la funcién pre-
sentada al final de la seccién anterior:

f(Z):Zﬁ

weN

Vimos que esta funcién f es eliptica, de orden 3 y con periodos fundamentales 2w; y 2ws,
y su el conjunto de todos sus periodos es €.

Para empezar notemos que la funcién F' dada por:

es tal que :

por lo tanto:

1) =3 F2)

weN

Sea ahora zg € C\(2, por lo tanto zg no es un polo de f. Sea ~(t) una curva paremetrizada,
con t € [0,1], que une al punto zp con la variable z y que no pasa por ningun polo de la

funcién f, es decir:

f(y(#)) # o0V E€0,1)
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por lo tanto, como la serie en f es absolutamente convergente, tenemos que:

/f(z)dz: / > Fl(z)dz

() (1) “E°
= Z F'(2)dz
weN 7\({;
=Y [F(v(1)) — F(+(0))]
weN
1 1 1
= WEZQ[F(Z) — F(z)] = 3 ;} {(z —w)? (20 —w)?

En base a esta integral, con C' una constante, definimos a la funcién ¢(z) como:

o(z)=C+ f(z)dz
v(t)

1 1 1
20_52 {(z—o.))2 B (20 — w)?

weN

Dado que la serie en f converge uniformemente y f es una funcién meromorfa que tal que
sus polos coinciden con el conjunto 2, entonces por construccién es claro que la serie en ¢
converge uniformemente y que ¢ es una funciéon meromorfa donde sus polos coinciden con el
conjunto 2.

Es claro que usando la notacién de la pagina p.62, podemos escribir a ¢ como sigue:

=05 |33 5X e - mar) o

weN

Por lo que:
1 1 1 rf1 1
i — | =C+ — — = — - —. 4.7
=50 (gp(z) + 222> + 222 2§ [oﬂ (20 — w)Q} (47)
Fijando la constante C' como:

1 111 1 1 ,
C= 5;) Lﬂ - (zo—w)z] e obtenemos que Zh_r)r%) <90(z) + ) =0

y por lo tanto que:



pero si a (4.6) le restamos (4.7) (que en realidad es 0) obtenemos que:

¢(z) = ¢(z) — lim (¢(z) L1 )

z—0 2212

-3+ % [F-3) N

weN

Definicién 4.1. (Weierstrass 1862/1863) Se define la funcion @ de Weierstrass como
p(z) = —2p(z) donde v(z) es la funcion dada por (4.8), es decir:

-t 3

wenN

Teorema 4.3. La serie en p converge absoluta y uniformemente en C\Q y ademds p es una
funcién meromorfa con todos sus polos de orden 2 que coinciden con los puntos del conjunto
Q1. Ademds la parte principal de la expansion de Laurent alrededor de cada polo z; € Q es:

1
(2 — 2)?

Demostracion:

Dada la forma en que construimos a ¢ notamos que también la serie que define a o converge
uniformemente en C\Q. Para comprobar que la convergencia de la serie en @ es también
absoluta sumaremos Unicamente sobre aquellos puntos w €  de la forma |w| > 2|z|, ya que
no sumar una cantidad finita de términos no afecta a la convergencia absoluta de una serie:

1 1] |w?— (2 —w)?
(z-w)? w?| | w?(z-w)?
_ 22w — 22
w2 (2 —w)?
| 22w - 2)
T |w?(z —w)?

Pero por la desigualdad del tridngulo tenemos que:
|2(2w — 2)| < [2](|12w] + |2]),
mientras que por la otra desigualdad del tridngulo resulta que:
|w?(z = w)?| 2 w*(Jw] — [2])?

por lo tanto:

(2] + o) JlI20l(+ ) 202+ )

S TPl =107 T el - e P B

22w — z)
w?(z —w)?
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lz] 1
— < =, por lo que:

y dado que |w| > 2|z| entonces
wl 2

2|1+ &) 2el1+ 1) 10)2]

4/ _
W= Eh2 T wP=3)2 el
Obtuvimos entonces que:
1 1 10|z|

Pero por el lema 4.1 la serie

weN
lw|>2]z]

es convergente, asi que por comparacién de series se sigue que la serie en g es absolutamente
convergente en C\{.

Dada la forma en que construimos a ¢ notamos entonces que también p es una funcién
meromorfa y que sus polos coinciden con los puntos del conjunto €2. Cada polo tiene orden 2
ya que:

i) Siz; € Q\ {0} y k € N entonces:

Z]LHZIJ(Z B ZJ)kp(Z) - Zlinzlg(z - Zj)k (212 * Z/ |:(Z_1w)2 - (j2:|>

wen
T e A (CEE LB
- z1—>zj ( 22 + u%;l [ (Z — w)2 w? :|>
= lim _ + lim ((z—zj)kr(z))

z2—2zj (Z — Zj)2_k zZ—2zj
= tm e
i=z (2= 25)%
pues r(z;) # oo, debido a que notamos que r(z) estd dada por:

r(z)ZZig—%_ 2 /{(2—100)2_“}12}

I wea\{z)
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ii) Similarmente tenemos que si z; = 0 y k € N entonces:

1 / 1 1
ok — e k[ L -
lim 2 p(z)_lg%z <z2+z {(z—w)2 w2]>

weN
k , ok Sk
_h’m<+2[ —D
s 2 — )2 2
=0\ 22 = (z —w) w
i 1 L / z* 27| i 1
= e TR < w2 W2 = ek
Por lo tanto V z; € Q y V k € N, de i) y ii) se sigue que:
oo st k=1
lim (z — z)Fp(z) = 1 si k=2 (4.9)

Z—zj
0 si k>2
Entonces en efecto los puntos de €2 son polos de orden 2 para la funcién p. Ademds sabemos

por el Teorema A.2 (Laurent) del Apéndice A, que la parte principal de p para cada z; € Q

€es:
by by

G-z7 " -2)

donde by = lim (z — z;)%p(2) y by = Res(p, z;)
Z—rzj

Pero por (4.9) se tiene que by =1V z; € Q y como sabemos que en cada A,, ,, esta contenido
un dnico punto de € entonces por el Teorema (3.6) (Segundo Teorema de Liouville) tenemos
que el residuo en cada z; € 2 es igual a 0, es decir b = Res(p,z;) =0V z; € Q. Lo que
resulta en que la parte principal de p para cada z; € 2 es:

1
(2 —2)%

q.e.d

Observacién 4.2. La estimacién que usamos para probar la convergencia absoluta de la fun-
cién @ (al inicio de la demostracién anterior) puede parecer muy rebuscada, pero es necesario
hacerlo de esta manera, pues para las series:

ro1 11
)N A D D
—0)2 2
weN (Z w) weN w
se tiene que la resta es convergente, pero tomadas por separado son divergentes. En el Apéndi-

ce C probamos para un caso particular de 2w; y 2ws dicha divergencia.
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Teorema 4.4. La funcion @ de Weierstrass es una funcion par y eliptica con periodos fun-
damentales 2wy y 2ws y ademds ord(p, A) = 2

Demostracion:

Como la serie de p es absolutamente convergente se tiene que sin importar la manera en que
sumemos los puntos del conjunto Q\ {0}, la serie convergera al mismo valor, y ademés como
) = —Q (Simetria), entonces:

-t [

por lo tanto, en efecto, o es una funcién par.

Notamos que:
Yo =52 e 2
-3 o _u)3 . _ .33
SR ) s B @)

por lo tanto ' = —f, donde f es la funcién eliptica del Teorema 4.2, por ende ' es una
funcién impar y eliptica con periodos fundamentales 2w, y 2ws por lo que para j = 1,3
tenemos que:

0 (2 + 2w;) = ¢'(2)
lo que implica que :
o (2 + 2w;) — ¢ () = 0
por lo tanto existen constantes C7 y C3 tales que:
p(z + 2w;) —p(2) = C;
como g es una funcién par resulta que si hacemos z = —w; entonces:
Cj = p(—w; + 2w;) — p(-w;) = p(w;) — p(w;) =0
asi pues tenemos que:
Pz +2w1) = p(2)
p(z + 2ws) = p(2).

Por lo tanto 2wy y 2ws son periodos de p. Para ver que en efecto son fundamentales tomamos
a w cualquier periodo de p. Sea w € Q2 por lo que existen m, n € Z tales que w = 2mw; +2nws
y ademaés por el Teorema 4.3 sabemos que todo punto de € es un polo de p y como w + w es
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también un polo de g entonces existen m’,n’ € Z tales que w + @& = 2m'wy + 2n’w3 y por lo
tanto:

W=(w+w)—w
= 2m'wy + 2n'ws — (2mw; + 2nw3)
=2(m' —m)wy +2(n — n)ws € Q

entonces cualquier periodo arbitrario de p se escribe como combinacion lineal de 2wy y 2ws,
por ende estos son los periodos fundamentales. Como p es una funcién meromorfa y doble-
mente periddica, concluimos que @ es una funcién eliptica con periodos fundamentales 2w, y
2CU3.

Es claro que AN = {0} por lo tanto por Teorema 4.3 ,el el tinico polo de p en A esel 0y
ademads este es de orden 2, por lo tanto:

ord(p,A) =2

q.e.d

Corolario. (De los Teoremas 4.2 y 4.4) La funcidn @' es una funcion impar y eliptica con
periodos fundamentales 2wy y 2ws y ademds ord(p’, A) = 3.

Los a-puntos de la Funcién g

Por el Corolario (De los Teoremas 4.2 y 4.4) tenemos que ord(g’, A) = 3, por lo tanto
en virtud del Teorema 3.7 (Tercer Teorema de Liouville), tenemos que n(a) =3V a € C. Es
decir que en A,V a € C se tiene que la cantidad de a-puntos de @', contados tantas veces
como su orden, es igual a 3. En particular nos interesan los casos cuando a = oo y a = 0:

Caso i): a =

En este caso sabemos que el tinico polo en A es el 0 y como ord(p’, A) = 3, entonces tenemos
que 0 es un polo triple (es decir de orden 3) y en efecto se tiene que n(co) = 3.

Caso i):a=0

En este caso veremos que los ceros de g’ en A son simples (es decir de orden 1) y que son 3,
por lo tanto tendremos que en efecto n(0) =1+ 1+ 1 = 3. Los tres ceros son muy ficiles de
encontrar ya que como ¢’ es una funcién impar tenemos que:

pero como 2w; es un periodo de g para j = 1,2, 3 resulta que:

9 (2w; —2) = —¢'(2)

si hacemos z = w; entonces :
0 (w;) = = (w;). (4.10)
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Pero para j = 1,2, 3 tenemos que w; & €, por lo tanto p'(w;) # oo, asi pues sumando @’ (w;)
a ambos lados de la ecuacién (4.10) se deduce que:

o (w;) =0 paraj=1,2,3.

Es claro que para j = 1,2, 3 se cumple que w; € A entonces w1, ws ¥ wa son los 3 ceros simples
de g’ en A. Quedando entonces demostrado el siguiente Teorema:

Teorema 4.5. ¢/'(z) =0 st y sdlo st z =w; (mdd Q), con j =1,2,3.
Ejemplo 4.1. Por el Teorema 3.8, para toda funcién eliptica, con a € C se tiene que :
s(a) = s(c0)  (méd Q)
Si tomamos a la funcién eliptica g’ y a = 0, tenemos que :
5(0) = w1 + wo + ws

:ler(wl +W3)+W3
=2w; +2w3z €0

mientras que s(oo) =04+ 040 =0, y es claro que como s(0) € € entonces:
2wy +2w3 =0 (méd Q)
es decir que s(0) = s(o0) (mdd ), ilustrando asi el Teorema 3.8 para la funcién g’

Observacién 4.3. La decisién tomada en el Capitulo 3 de denotar a los periodos de una
funcién eliptica como 2w; y 2ws con 2wy = 2wi +2ws3, es principalmente debida a la relevancia
que tienen los medios periodos wi, w3 y ws = wi+ws, pues son los ceros de la funcién
©'. En libros como [1] y [15] se denotan a los periodos de una funcién eliptica como wy y wa,
por lo tanto al hablar de los medios periodos hacen referencia a wy/2,w2/2 y a (w1 +ws2)/2.

Los a-puntos de la Funcion g

Sabemos por el Teorema 4.4 que ord(p, A) = 2, por lo que n(a) =2V a € C. Es decir
que en A,V a € C se tiene que la cantidad de a-puntos de p, contados tantas veces como su
orden, es igual a 2. En particular nos interesan tres casos:

Caso i): a = 00

En este caso sabemos que el tinico polo en A es el 0 y como ord(p, A) = 2, entonces tenemos
que 0 es un polo doble (es decir de orden 2) y en efecto se tiene que n(oco) = 2.

Caso i1): a = p(w;) para j = 1,2,3.

Como notacién que se usara a partir de ahora, denotaremos a la funcién g evaluada en
los medios periodos como:

p(w;) =e€; paraj=123.
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Entonces observamos que cada medio periodo w; es un ej-punto doble de p en A , ya que
en referencia a las caracteristicas dadas en la pagina 57 acerca del orden de los a-puntos,
notamos que para g se cumple que

p/ (wj) =0,
es decir que para j = 1,2, 3 el e;-punto, w;, no puede ser simple, y como n(e;) = 2 entonces
forzosamente w; es un e;-punto doble de p. Como una consecuencia adicional de lo anterior
obtenemos que:

©"(wj) #0 para j=1,2,3.

Caso iit): a # 00, e1, eg, e3.
En este ultimo caso tenemos que si a # 00, ey, €2, e3, entonces los a-puntos de p en A son
siempre simples ya que de existir zop € A un a-punto doble entonces tendriamos que:

p(z0) =a yque ¢'(z)=0

y por ende zp serfa un cero simple de g’ distinto a los medios periodos w; con j = 1,2, 3,
lo cual es imposible pues como ord(p’,A) = 3, ¢’ no puede tener mds de 3 ceros simples.
Por lo tanto, como n(a) = 2, en este caso tenemos que V a # 00, €1, €3, 3 existen 2 a-puntos
distintos de p en A y cada uno es de orden 1.

El siguiente resultado resume los tres casos anteriores y ademads nos da la ubicacién en A
de los dos a-puntos simples de @ del caso iii).

Teorema 4.6. La funcion p toma el mismo valor en cualesquiera dos puntos pertenecientes a
A° que sean simétricos con respecto al centro de A, que es ws. De igual manera para j = 1,3,
o toma el mismo wvalor en cualesquiera dos puntos pertenecientes a [0 — 2w;) que sean
simétricos con respecto a w;. En A, la funcion p solamente no repite valores en los puntos
que no son simétricos a los medios periodos, i.e. en 0,w1,ws y w3 que son respectivamente un
polo doble y los e;j-puntos dobles de p. (Obs: dos puntos son simétricos con respecto a w; si
el segmento de recta que los une tiene como punto medio a w;)

Demostracion:

Sabemos que si a # 00, e1,€e2,e3 v zg € A es un a-punto de g, entonces zp es de orden 1y
ademads existe otro a-punto simple en A.

Caso i): zg € A°

Como el punto simétrico a zp con respecto a wy es un punto ug tal que (zg + ug)/2 = wa,
entonces ug = 2ws — 29 y como zg € A° entonces también ug € A° y ademés sucede que:

p(uo) = p(2wa — 20) = p(—20) = P(20) = a

lo que implica que, en efecto, ug es el otro a-punto simple de p en A. En la Figura 4.4 se
ejemplifica esta situacién para los puntos p1, p2 € A° donde los puntos simétricos con respecto
a wo son pj y ph respectivamente

Caso 4i): 29 & A°

Entonces zp € [0 — 2w;) para j = 1 6 para j = 3 y como el punto simétrico a z, con

(0]



respecto a w; es un punto ug tal que (zo + uo)/2 = wj, entonces ug = 2w; —zg y dado que
zp € [0 — 2w;) entonces también ug € [0 = 2w;) y ademads sucede que:

p(uo) = p(2w; — 20) = p(—20) = p(20) = a

lo que implica que, en efecto, ug es el otro a-punto simple de p en A. En la Figura 4.4 se
ejemplifica esta situacién para j = 1 con el punto ps € [0 — 2w;) donde p4 es su punto
simétrico con respecto a wy y para j = 3 con el punto ps € [0 — 2w3) donde p); es su punto
simétrico con respecto a ws .

Figura 4.4: Valores de p en A

Si ahora a = oo ya vimos que el tinico polo de g en A es el 0 y como es de orden 2,
entonces el valor (0) sélo se toma una vez.
Si a = ey, ez, e3 entonces para cada j el Gnico e;-punto en A es w; y como vimos estos e;-
puntos son dobles, entonces el valor p(w;) sélo se toma una vez para cada j = 1,2, 3.
q.e.d

Corolario. (Del Teorema 4.6) Si restringimos el dominio de la funcién o al paralelogra-
mo con vértices en 0,w1,ws ¥y w3, entonces o es una funcion inyectiva y analitica en dicho
paralelogramo excepto en el 0.
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4.3. Dos Casos Particulares de la Funcién g

Cualquier par de nimeros complejos no colineales, que denotamos 2w, y 2ws definen a la
funcién eliptica g, que tendra precisamente como periodos fundamentales a 2w; y 2ws. Por
ello para definir por completo a la funcién p es necesario especificar a los medios periodos
w1 y ws, que claramente también son no colinelaes. Asi para enfatizar la dependencia de la
funcién p de los medios periodos la denotamos como:

o(z) = plalwn,wg) = = + 3 [ LH

we

donde el conjunto €2 es dependiente de los medios periodos, pues recordemos que:
N ={we C:w=2mw; + 2nws con m,n € Z}

entonces es claro que :

1 < ! 1 .
p(2) = p(z|lwr,w3) = — + Z { 2~ 5
2= (z — (2mwy + 2nws)) (2mw + 2nws)
) !
donde Z , sigue denotando que no se toma en cuenta el caso m =n = 0.

m,n=—0o0

El Caso p(z) = p(z2|a,i8) con a,3 € RT

Sean « y 8 dos niimeros positivos arbitrarios, entonces es claro que « y 3 no son colineales.
Tenemos que:

2704 =1 (_a) lo que implica que Jm ( 2a ) _a <0
28 p 2ip g

asi que en términos de la Observacién 3.1 del Capitulo 3, tenemos que w1 = a y wy =18,y
por lo tanto se define una funcién p(z) = p(z|w1,ws), es decir:

1 1
p(z) = plzla,if) = . nZ_OO [(z — (2ma+2niB))2  (2ma + 2nifB)?
Observacién 4.4. Notamos que para el caso en que p(z) = p(z|a,if), el paralelogramo
fundamental A es un rectdngulo con vértices en 0, 2a, 2a + 295 y 2if3.

Si p(z) = p(z]a,if) cona, B € Rt arbitrarios, entonces p es una funcién eliptica que
satisface dos propiedades que no satisface cualquier funcién eliptica, por lo que es un caso de
particular interés. Dichas propiedades se enuncian y prueban a continuacién en la forma de
dos lemas:
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Lema 4.2. Sea p(z) = p(z|a,iB) con a, 8 € RT, entonces:
p(2) = p(2)

Demostracion:
Sea z = x + iy con z,y € R, entonces si p(z) = p(z|a,i8), tenemos que :

| 1 = 1 !
o) =ple i) = Togmt D Lx Tiy— @ma+2nif)?  (@ma+ 2m‘ﬁ>2]

m,n=—o0

por lo tanto tomando el conjugado tenemos que:

!

- 1 = 1 1
" ((w+y>2 i Zoo wa— (2ma+2niB))? <2ma+2mﬁ>2]

m,n=—

- (ear) " 2.

m,n=—o00

1 o !
SE
(x+iy)” m,nz:;oo

!/

<<x+z‘y— (2;a+2m/3>>2) B (M)]

1 1
((z+iy) — (2ma—|—2niﬂ))2 - (2ma+2mﬂ)2]

1 > 1 1
w2 i Z [(33 — iy — (2ma —2niB))2  (2ma — Qniﬁ)Q} (4.11)

m,n=—00
mientras que por otro tenemos que:
p(2) = p (¢ +iy)
= p(z —iy)

1 <

1 1
e )y [(x —iy— (2ma + 2niB))2  (2ma+ 2mﬂ)2}

m,n=—00

1 < 1 .
a m - Z [(JC — iy — (2ma — 2n'if3))? N (2ma — 2n/i6)2:| (4.12)

m,n/=—o0

donde n’ = —n por lo que n/ corre de oo a —oo.
Sin embargo recordando la Proposicién 3.1(Propiedades del conjunto €2) del Capitulo 3 tene-
mos que:

{weC:w=2ma+2nif con m,n € Z} = {w € C: w = 2ma — 2nif con m,n € Z}

asi el cambio en el orden de los sumandos para obtener (4.11) esta justificado por la con-
vergencia absoluta de p en C. Notamos entonces que las igualdades (4.11) y (4.12) son las
mismas, por lo que en efecto:

q.e.d



Lema 4.3. Sea p(z) = p(z]a,iB) con o, B € RY, si z € {iy, a+ iy, =, x +if}, con z,y €
R, entonces:
p(z) € R.

Demostracion:
Sea p(z) = p(z|a, i)

Caso i): z =iy cony € R
Entonces por el Lema 4.2 tenemos que p(z) = p(iy) = p (iy) = p(—iy), pero como p es una
funcién par entonces p(—iy) = p(iy), asi para este caso tenemos que:

0(2) = p(iy) = p(z), es decir que p(z) € R

Caso #i): z=a+iy cony € R

Entonces por el Lema 4.2 tenemos que p(z) = p(a + iy) = p (a + iy) = p(a —iy), pero como
2a es un periodo de g entonces p(a — iy) = p(a — iy — 2a) = p(—(a +4y)), y de nuevo por
paridad se tiene que p(—(a + iy)) = p(a + iy), por lo tanto para este caso tenemos que:

p(z) = p(a+iy) = p(z), es decir que p(z) € R

Caso iit): z=x con x € R
Entonces por el Lema 4.2 tenemos que p(z) = p(x) = p(T) = p(x), entonces para este caso
tenemos que:

p(z) = p(z) = p(z), es decir que p(z) € R

Caso w): z=z+if conz € R

Entonces por el Lema 4.2 tenemos que p(z) = p(x +if) = p (z + iff) = p(x—1if), pero como
2i3 es un periodo de p entonces p(z — if) = p(x —if + 2iB) = p(x + i), luego en el dltimo
caso tenemos que:

p(z) = p(r +iB) = p(z), es decir que p(z) € R
q.e.d

A continuacién mostraremos un Teorema acerca de la interpretacion geométrica del mapeo
de p(z) = p(z|a,iB) con , 8 € Rt en el dominio formado por el paralelogramo con vértices
en sus medios periodos (que ya vimos que es un rectdngulo). Antes de continuar nos detenemos
para definir un concepto, que aunque no guarda gran relacion con nuestro tema de estudio, es
de gran importancia en el analisis complejo y en particular para el resultado que mostraremos
posteriormente.

Definicion 4.2. Sea G un dominio, zg € G y f : G — C una funcion continua en G con
derivada en zg tal que f'(z9) # 0. Decimos que f es un mapeo conforme en zg si para
toda curva suave vy que pasa por zy, se tiene que f(y) es una curva que pasa por f(zo) y
ademas el dngulo formado por cualesquiera dos curvas 1 y Y2 en zo es el mismo que el
formado por las curvas f(v1) y f(72) en f(20). Mds ain:
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i) Si el mapeo preserva la direccion en la que los dngulos se miden, entonces decimos que
el mapeo es conforme de primer tipo.

1) Si el mapeo invierte la direccion en la que los dngulos se miden, entonces decimos que
el mapeo es conforme de segundo tipo.

11) Si el mapeo es conforme V zg € G entonces decimos que el mapeo es conforme en G

Tomando la definicién anterior en cuenta, el siguiente Teorema enuncia un resultado sobre
el mapeo dado por p(z) = p(z|a,iB):

Teorema 4.7. Si p(2) = p(z|a,if) con o, B € RT, y R es el rectdngulo con vértices en los
medios periodos de p, es decir en 0,a,1 y o+ i3, entonces p mapea conformemente a R°
sobre el semiplano inferior complejo.

Demostracion:

Por el Corolario (Del Teorema 4.6) sabemos que la funcién p es inyectiva en R y analitica
en R\ {0}, y ademds sabemos que los ceros de ' en R dnicamente son a, a +i8 y i3, y por
lo tanto no tiene ceros en R°, entonces gracias al Teorema B.8 (Mapeo Conforme), tenemos
que g es un mapeo conforme de primer tipo en R°. Al ser R° un dominio tenemos que en
virtud del Teorema B.2 (Mapeo Abierto), también D = p(R°) es un dominio, y por lo tanto
o mapea conformemente a R° sobre D.

Sea ahora v = OR°, entonces v es una curva cerrada y por lo tanto p(y) es otra curva
cerrada y ademéds p(y) = dD. Pero por el Lema 4.3 tenemos que:

p(z) eRY z € OR°

por lo tanto se tiene que p(y) = dD C R, pero al ser una curva cerrada sucede que 0D = R
y por lo tanto D tiene que ser alguno de los dos semiplanos.

Notamos que cuando z € [0 — «] se tiene que z =z +i-0 con x € [0, ], y si z estd cerca del
0 entonces: )
If — i = lim (= =
tiy 0(2) = lin o) = i (5 ) +0 = oc
mientras que cuando z € [if — 0] se tiene que z = 0+ iy con y € [0, ], y si z estéd cerca del
0 entonces:
lim (=) = 1fm p(iy) = 1m (—— ) +0 = lim [ —— | =
lim (=) = Jim oliv) = Jim (7755 ) +0= lim ( =z ) = o0
por lo tanto si z recorre v en sentido contrario a las manecillas del reloj con punto inicial y

final 0, se tiene que p(z) recorre p(vy) desde oo hasta —oo, y entonces p(7) estd orientada de
derecha a izquierda sobre la recta real, como se muestra en la Figura 4.5:

Para ver que en efecto D es el semiplano inferior, recordamos que g es un mapeo conforme
de primer tipo en R°, y por lo tanto preserva la direccién en la que los dngulos se miden,
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Figura 4.5: Mapeo de p(z|a, i)

asf si rp es un punto perteneciente a R° y zg es cualquier punto de R distinto a los vértices
de R por lo que p’(29) # 0, entonces tenemos que [zg — r9] € Ry por lo tanto :

o([z0 = 10]) € D y més atin  p(z0) € 9D

entonces cuando z recorre 7y en sentido contrario a las manecillas del reloj, al encontrarse con
el punto zy tendrd que girar a la izquierda para “entrar” al dominio R° a través de la curva
[z0 = 70], y por lo tanto si p(z) recorre p(v) de oo a —oo, al encontrarse con el punto p(zp),
tendrd que girar a la izquierda a través de la curva g([z9 — 79]) para “entrar” al dominio
D, ya que la direccién con la que se mide el angulo que hacen v con [z9 — 7¢] en zp, es la
misma que con la que se mide el angulo que hacen p(7y) con p([z0 — 70]) en p(z0) (ver Figura
4.5), entonces tenemos que p([zg — 7]) estd en el semiplano inferior y por lo tanto D es el
semiplano inferior.

q.e.d

Observacién 4.5. Recordemos que si w; es un medio periodo entonces p(w;) = e;. Notamos
que cuando z recorre v en sentido contrario a las manecillas del reloj, partiendo desde el 0,
encuentra los medios periodos: primero a « luego a « + i8 y finalmente a i3. Por lo tanto
cuando @(z) recorre p(7y) de oo a —oo encuentra primero a p(a) = e; luego a p(a+ i) = eq
y finalmente a p(if) = e3, por eso es que e3 < ey < e1, como apreciamos en la Figura 4.5.

Ahora presentamos un resultado y enseguida las gréficas que lo ejemplifican:
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Teorema 4.8. Si p(z) = p(z|a,iB) con o, € R, entonces:
i) Siz e (0—2a), p(z) toma dos veces cada valor del intervalo Iy = [e1, o0)
1) Siz € [a = a+2if], p(z) toma dos veces cada valor del intervalo Iy = [ea, e1]
4it) Siz € [if — 2a + i8], p(z) toma dos veces cada valor del intervalo Is = [es, es]
w) Size (0—2if), p(z) toma dos veces cada valor del intervalo Iy = (—o0, e3]

En los cuatro incisos, si z es un a-punto doble para alguna a € I;, con j respectivo a cada
inciso, entonces también decimos que z toma dos veces el valor a.

Demostracion:

i) Si z € (0 — 2a), por el Lema 4.3 p(z) € R, ademds por el Teorema 4.7 cuando z recorre
el segmento (0 — al, p(z) recorre el segmento (0o — e1]. Pero por el Teorema 4.6 se tiene
que p toma los mismos valores en (0 — ] que en [a — 2a), por ser estos tltimos los simétri-
cos con respecto a wy = «, por ende p(z) toma 2 veces cada valor de (oo — e;] (ver Fig.4.6(a)).

ii) Si z € [@ = a + 2i8], por el Lema 4.3 p(z) € R, ademds por el Teorema 4.7 cuando
z recorre el segmento [a — « + i3], p(z) recorre el segmento [e; — ez]. Pero por el Teorema
4.6 se tiene que p toma los mismos valores en [« — « + i8] que en (o + i — a + 2if], por
ser estos ultimos los simétricos con respecto a we = a + i3 por ende p(z) toma 2 veces cada
valor de [e; — eq] (ver Fig.4.6(b)).

iii) Si z € [if — 2a + 0], por el Lema 4.3 p(z) € R, ademds por el Teorema 4.7 cuando
z recorre el segmento [i8 — «a + 0], p(z) recorre el segmento [e3 — e3]. Pero por el Teorema
4.6 se tiene que g toma los mismos valores en [if — « + if]que en [a + i — 2« + if], por
ser estos ultimos los simétricos con respecto a we = a + i3 por ende p(z) toma 2 veces cada
valor de [es — e2] (ver Fig.4.6(c)).

iv) Si z € (0 — 2i8), por el Lema 4.3 p(z) € R, ademds por el Teorema 4.7 cuando z
recorre el segmento (0 — if], p(z) recorre el segmento (—oo — es3]. Pero por el Teorema 4.6
se tiene que p toma los mismos valores en (0 — if]que en [i8 — 2if), por ser estos dltimos
los simétricos con respecto a ws = i3 por ende p(z) toma 2 veces cada valor de (—oo — e3]
(ver Fig.4.6(d)).

q.e.d

Las siguientes cuatro Figuras ilustran el resultado anterior y estan en acorde con la Figura
4.5, es decir se toma en cuenta que p(a) = e, p(a+if) = ez > 0 mientras que p(iff) = eg < 0.
Pero el hecho de que e; y ey sean positivos y e3 negativo no es forzoso si no que depende de
a, 8 € RT, los medios periodos elegidos. Observamos de inmediato que estas cuatro funciones
representan funciones simplemente periddicas con periodos 2a, 23, 2a y 28 respectivamente:
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px+ip) g(iy)
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(c) p(z+1B) (d) w(iy)

Figura 4.6: Valores reales de p(z|a, i)

Fig.4.6(a) Cuando z € (0 = 2«a), z = x4+ i-0 con z € (0,2a) y p(z) = p(x) tiende a
oo en los extremos del segmento y comienza a repetir valores después de p(a) = e1, que es el
valor minimo que alcanza:

Fig.4.6(b) Cuando z € [@ = a+ 2if], z = a+iy con y € [0,2i8] y p(z) = p(a + iy) va
de p(a) = e; hasta p(a + i) = ez y de ahi empieza repetir valores:

Fig.4.6(c) Cuando z € [if = 2a+if], z=x + S con z € [0,2a] y p(z) = p(z + if) va
de p(if) = e3 hasta p(a+ i) = ez y de ahi empieza repetir valores:

Fig.4.6(d) Cuando z € (0 — 2i8), z = 0+iy con y € (0,28) y p(z) = p(iy) tiende a

—oo en los extremos del segmento y comienza a repetir valores después de es, que es el valor
maximo que alcanza:
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El Caso p(z) = p(z|la — iB,a + i3) con o, 3 € RT

Ahora consideramos el caso donde los medios periodos son nimeros complejos conjugados.
Es claro que si a, 3 € RT entonces o — i3 y o + i3 no son colineales por no ser reales y
conjugados, ademés como :

2a—if)  o?-p* [ —2ap 20 —ip)\  —2ap
2Aa+if) o+ p Z(oz2+62 2(a+z‘6>>a2+ﬂ2

siguiendo la Observacién 3.1 del Capitulo 2, si fijamos a w; = a—if8 y ws = a+13, obtenemos
la funcién p(z) = p(z|lwr,ws), es decir p(z) = p(z|la —i8, a + i) dada por:

< 0.

> resulta que 3m<

1 > ! 1 1
22 + Z [(z — (2m(a—if) + 2n(a+1iB)))? B 2m(a —if) + 2n(a+ iﬁ))Q]

m,n=—o0

Observacién 4.6. Si p(z) = p(z|a — if, a + i), notamos que p tambien tiene un periodo
real (4a) y uno puramente imaginario (4i8) ya que como 2a — 2i3, 2« + 2if3 son periodos
fundamentales de p entonces:

p(z+4a) = p(z + (2a — 2iB) + (2a + 2iP))
= p(z+ 2a — 2iB))
= p(2)

p(z+4iB) = p(z + (2a + 2iB) — (2a — 2iB))
=p(z+ 2a+2iB))
= p(2)

Sin embargo 4a y 4if8 no son periodos fundamentales ya que el paralelogramo que forman
contiene en el centro al periodo fundamental 2a + 2i5 (ver Figura 4.7).

14 //—_//—"'» \\\\\‘\\\ -
4igh e e
3iB . T ‘
28 ~2a32iB- !
-~ |
iB Tl !
=l
p 20 3a - - 4CI
-iB -7
-2if o 20a2iB

Figura 4.7: Paralelogramo fundamental cuando p(z) = p(z|a —i8, a + if3)

Al igual que el resultado enunciado en el Lema 4.2, tenemos :
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Lema 4.4. Sea p(z) = p(zla —if,a+if) con a, B € RT, entonces:

o(2) = p(2)

Demostracion:
Sea z = x+iy con x,y € R entonces si p(z) = p(z|la—if, a+i8), tenemos que p(z) estd dada
por:

o !’

s 1 . 1
(@ + i)’ (z+ iy — @m(a —iB) + 2n(a+iB))  (2m(a—iB) + 2n(a+iB))?

m,n=—0o0

Tomando por un lado a p(z), el conjugado de la expresién anterior y por otro lado a p(Z),
la expresién anterior evaluada en Z, entonces de manera analoga a la demostracion del Lema
4.2 se deduce que:

q.e.d

Para el caso en que p(z) = p(z|a, i) gracias al Lema 4.3 sabemos dénde la funcién p
toma valores reales. Un resultado similar se presenta a continuacién para este caso:

Lema 4.5. Sea p(z) = p(z|la —if,a+i8) con o, € RT, si z € {2a +iy,z} con z,y € R,
entonces:

p(z) € R.

Demostracion:
Sea p(z2) = p(z|a — i, a +if3)

Caso i): z =2a+iycony € R

Entonces por el Lema 4.4 tenemos que p(z) = p(2a + iy) = p (2o + iy) = p(2a+ —iy), pero
en la Observacion 4.6 notamos que —4« es un periodo, entonces p(2a+ —iy) = p(—2a+ —iy)
y como p es una funcién par entonces p(—2a + —iy) = p(2a + iy) y por lo tanto

p(2) = p(2a +iy) = p(2), es decir que p(z) € R

Caso it): z=z conz € R
Entonces por el Lema 4.4 tenemos que p(z) = p(z) = p (T) = p(x), pues = € R, por lo tanto
para este caso tenemos que:

p(2) = p(x) = p(z), es decir que p(z) € R
q.e.d
Observacién 4.7. Notamos que si p(z) = p(z|a — if,a + i) entonces p también toma

valores reales en todo el eje imaginario, ya que, como 2« + 2i8 es un periodo de g, entonces
V y € R se tiene que p(iy) = p(2a +i(y + 25)) € R por el Caso i) del lema anterior.
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De manera analoga al Teorema 4.8 presentamos el resultado correspondiente para este
caso y a continuacion las gréficas que lo ejemplifican:

Teorema 4.9. Si p(z) = p(z|a —iB,a +1i8) con o, B € RT, entonces:
i) Siz € (0 — 4a), p(z) toma dos veces cada valor del intervalo I; = [ea, 00)
1) Siz € (2a—2if — 2a+2iB), p(z) toma dos veces cada valor del intervalo Iy = (—o0, es]

En ambos incisos, si z es un a-punto doble para alguna a € I, con j respectivo a cada inciso,
entonces también decimos que z toma dos veces el valor a.

Demostracion:
i) Si z € [0 = 4a), por el Lema 4.5 p(z) € R, ademds si z € [0 — 2a] y z tiende a 0
entonces tenemos que z = x + i -0 con = € [0, 2], as{ pues:

3 3 . 1 —
i ot2) = liy o) =l (35 ) 0=
y sl z € [0 = 2a] con z que tiende a 2a, como wy = 2« se tiene que:

lim p(z) = lim p(z) = p(2a) = es.

z—2a 20

Por lo tanto cuando z recorre el segmento (0 — 2], p(z) recorre el segmento (co — es]. Pero
por el Teorema 4.6 se tiene que p toma los mismos valores en (0 — 2a] que en [2a — 4a),
por ser estos tltimos los simétricos con respecto a wy = 2a, por ende p(z) toma 2 veces cada
valor de (co — eg] (ver Fig.4.8(a)).

ii) Si z € (2a—2i8 — 2a+2ip), por el Lema 4.5 p(z) € R, ademds si z € (2a—2if — 2q/]
y z tiende a 2« — 2i8 entonces tenemos que z = 2« + iy con y € [—2/3,0], asi pues:

1
11 = 1 2 y) = 1 [ — 0= I S
dm9(z) =l (20 +iy) yﬂzﬁ(@y+w>z)+ P Y C

y 8l z € [2a — 2i8 — 2a] con z que tiende a 2, entonces de nuevo se tiene que:

lim p(z) = 7}% p(2a +iy) = p(2a) = ea.

z—20

Por lo tanto cuando z recorre el segmento (2« — 2if — 2a], p(z) recorre el segmento
(—o0 — e3]. Pero por el Teorema 4.6 se tiene que p toma los mismos valores en (2a—2i5 — 2a/]
que en [2a — 2a+ 2if3), por ser estos dltimos los simétricos con respecto a wy = 2« por ende
p(z) toma 2 veces cada valor de (—oo — e3] (ver Fig.4.8(b)).

q.e.d
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Pl p(2a+iy)

e ; 1
-gﬁﬁi\ 2/ 4p N\ op/Tep

Yy

€,0

2  4a  6a 8a 100 12a
(a) p(x) (b) p(2a+iy)

Figura 4.8: Valores reales de p(z|a —i8,a + if3)

Observacion 4.8. Recordamos que para el primer caso eq, ea, e3 € R. Considerando el caso
cuando p(z) = p(z|a — i, a + i) resulta que inicamente es € R. Sin embargo se tiene que
€] = e3, ya que:

e1 = p(w1) = p(a —if)

lo que implica que:

e1 = p(a—if)

pero por el Lema 4.4 tenemos que p(z) = p(Z) V 2z € C, en particular si z = o — if3:

er=p(a—1iB) = pla+iB) = p(ws) = e3
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Capitulo 5

Relacion con Integrales Elipticas

En los capitulos anteriores definimos a las funciones meromorfas doblemente periédicas
como funciones elipticas. La motivacién para llamarlas “elipticas” es porque estas guardan
una importante relacién con las integrales elipticas. Vimos que dichas integrales fueron in-
troducidas en las matemaéticas con la lemniscata. En este capitulo tratamos la relaciéon entre
la funcién eliptica de Weierstrass y las integrales elipticas asi como sus consecuencias. Sin
embargo para tratar estos temas es de gran importancia comenzar por deducir una ecuacién
diferencial que satisface la funcién p.

5.1. La Ecuacidén Diferencial para la funcién p

Sean 2w; y 2ws dos periodos fundamentales y €2 el conjunto de todas las combinaciones
lineales enteras de éstos. Sea {gw}weﬂ\ {0} 1a sucesion de funciones analiticas dadas por :

1
gw(z) = o VzeC
Ahora para toda n € N con n > 2 por el Lema 4.1 se tiene que:

!/
Z lgu(2)] <0V z€C
wenN
y por lo tanto por el Teorema B.7 (Prueba M de Weierstrass) del Apéndice B, tenemos que:
1 r ]
Do) =D —
weN weN
es una serie que converge absoluta y uniformemente en C para toda n > 2
Definicion 5.1. Definimos a la serie de Eisenstein asociada a ) como:

Gu=Y 2 V>0

weN
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Teorema 5.1. La serie de Laurent para la funcidn o en el anillo Ao r(0) (ver Figura 5.1)
con 0 < R <min{|w|:w e Q\{0}} (es decir que Ao r(0)NQ=0), estd dada por:

Z 27’L+ 1 G2n+2 Z

donde G, la serie de Fisenstein, y la funcion p se construyen con el conjunto Q.

Figura 5.1: Ag r(0)

Demostracion:
Recordemos que para |z| < 1 tenemos que la serie de Taylor de la funcién 1/(1 — z) es :

=y (5.1)

derivando ambos lados de (5.1) obtenemos:

(m—
l—z Zmz D

ajustando el indice en la serie anterior obtenemos entonces que si |z| < 1 resulta que:

(oo}

- S -

m=0

Ahora como z € Ay r(0) y ademés Ag, z(0) N Q=0 (es decir que ningin punto del conjunto
() estd contenido en el anillo), tenemos que |z| < |w| V w € O\ {0}, lo que implica que:

‘3‘ <1Vwe O\ {0}
w
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asi pues, gracias a (5.2) se tiene que si z € Ay r(0) entonces:
1 oo

ToEE = L mt ) (2>m (5.3)

m=0

Pero por otro lado si z € Ay r(0) también tenemos que:

p(z) - ;12 =3y [:2 (i(er n(E)"- 1)]
weN m=0

y por lo tanto:

o) =+ Y [Z(ml)(ﬁ;—;]

we [m=0
1 [ z™m
:;+Z Z(m+l)w7n+2
we m=1
1 — ro1 "
L S (X )
m=1 we
1 > "
==+ > (m+1)Gya - 2 (5.4)
m=1

Sin embargo como @ es una funcién par, entonces p(z) — p(—z) = 0, aplicando esto a (5.4) al
caso cuando m es impar (i.e. m = 2n + 1), obtenemos que Ga,13 =0V n € NU{0} y asi los
unicos coeficientes que sobreviven son cuando m es un nimero par (m = 2n), por lo que:
1 = 2n
plz) =5+ > @n+1)Gantz- 2 (5.5)
n=1
q.e.d
Derivando ambos lados de (5.5), obtenemos el siguiente resultado:

Corolario. (Del Teorema 5.1) La serie de Laurent para la funcion @' en el anillo Ag r(0)
con 0 < R <min{|w|:w e Q\{0}} , estd dada por:

2

o' (2) = = Z:l(%)(?n +1)Gaopyg - 2271

donde G,,, la serie de Eisenstein, y la funcién @' se construyen con el conjunto €.
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Teorema 5.2. (La Ecuacion Diferencial para la funcién ) La funcion p satisface la siguiente
ecuacion diferencial no lineal de primer orden:

(9'(2))* = 40°(2) — g2p(2) — g5
donde go = 60G4 y g3 = 140G¢ son los tnvariantes de la funcion p asociada a 2

Demostracion:
Del Teorema 5.1 y su Corolario tenemos que en Ay r(0):

1

p(2) = 5+ 3G42% + 5Ge2* + - - (5.6)
2

O (2) = —— +6Gaz + 20Gez> + - - (5.7)

y por lo tanto elevando (5.6) al cubo se obtiene que :
1 3
40%(2) = 4 <Z2 +3G42% +5Ggz" + - >

1 1
=4 <ZG + 9G4; + 15Gg + hl(z)>

4 1

donde hy son los términos faltantes, todos los términos de h; estan multiplicados por una
potencia positiva de z, y por lo tanto hi(0) = 0, es decir hy es una funcién analitica en
Ap,r(0) con un cero en z = 0.

De nuevo por (5.6) obtenemos que:

1
929(2) = g2 (22 +3G42% +5G2* + - - )

1
= 60G, (ZQ + h2(2)>
= 60G4i2 + 60G4h2 (Z) (59)
z

donde:
ho(z) = 3G42® + 5Gez* + - -

es decir que hg son puros términos con potencias positivas de z en (5.6), y entonces hs es una
funcién analitica en Ag r(0) con un cero en z = 0.
Mientras que si elevamos (5.7) al cuadrado resulta que:

2 2
(¢/(2))? = ( 6Gas + 20Ges +- >

4 1
E - 24G4? - 80G6 + hg(Z) (510)
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donde hg son los términos faltantes, y de nuevo dichos términos tienen todos potencias posi-
tivas de z y entonces hg es una funcién analitica con un cero en z = 0.
Sea ahora h(z) = (¢'(2))? —4>(2) + g20(2) + g3, entonces por (5.8),(5.9) y (5.10) se tiene que:

4 1
(¢'(2)* = 5 —24Gi_; —80Gs + hs(2)
4p° — 366G, —60G, — 4h

- § (Z) = 75 4?— 6 — 1(2)

1
+  gep(z) = 60G4— +60Gahs(2)
+ g3 = 140G6
hz) = ha(z) —4hi(2) +60Gsha(2)

Pero sabemos por el Teorema 3.4 que h es una funcién eliptica con los mismos periodos que g
y ademds como h(z) = h3(z) — 4h1(2) + 60G4ha(z), entonces es una funcién entera alrededor
del 0 y por ende, gracias al Teorema 3.5 (Primer Teorema de Liouville), h es una funcién
constante. Entonces resulta que la funcién h es la constante 0 ya que:

h(0) = h3(0) — 4h1(0) 4+ 60G4h(0) =0 — 0+ 0 = 0.

Por lo tanto:
(9'(2)* = 40°(2) + g2(2) + g5 =0
lo que implica que:
(9'(2))* = 49°(2) — g2p(2) — gs.
q.e.d

Observacién 5.1. Notamos que gracias al teorema anterior, ahora es facil calcular derivadas
de g de orden superior, ya que derivando la ecuacién diferencial de ambos lados y luego
dividiendo entre 2¢’(z) obtenemos que :

derivando la expresién anterior tenemos que:

0" (2) = 12p(2)¢' (2)

continuando de esta manera podemos obtener la derivada de cualquier orden de g, ademas
es claro que si las expresamos recursivamente, dichas derivadas estardn siempre en términos

de py g
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5.2. Inversion de Integrales Elipticas

La relaciéon que guardan las funciones elipticas con las integrales elipticas no esta sélo en
el nombre, si no que la funcién inversa de una integral eliptica es una funcién eliptica. Por
ejemplo analizaremos el caso para la funcién eliptica p:

Por el Teorema 5.2 (La Ecuacién Diferencial para la funcién ), tenemos que dado un conjunto
de periodos 2, si construimos una funcién p con sus invariantes go y g3 se satisface que:

(¢'(2))? = 4p°(2) — g2p(2) —

por lo tanto:

'(2) = V49 (2) — gap(2) —
tomando siempre en cuenta que el lado derecho de la ecuacién anterior no es una funcién
univaluada mientras que g’(z) si lo es, por lo que hay que elegir con precaucién el signo que
corresponda al valor dado de p’(2) segin sea el caso. Dicho esto la ecuacién anterior implica

entonces que:
1

\/4@ — g20(2) —

Sea ahora (t) con ¢t € [0,1] una curva parametrlzada que une a un punto zg € C con la
variable z sin pasar por ningun punto de €2, entonces:

/\/4p =G '(z)dz: /dz

(1) Y(t)

p’z):l

y si ahora hacemos u = p(z) tenemos que du = ©'(z)dz y por lo tanto:

/ dz
VAu® — gau — g3

w(v(t)) ~(t)

asi tenemos que:
p(v(1))

= (1) —(0)
Vaud — gau — g3
©(7(0))
lo que implica que:
©(2)
du
Z—Zy) =

VAud — gou — g3

o(z0)

finalmente si zo — 0 tenemos que p(zg) — oo, por lo que:

p(2)
du

O[ V4ud — gou — g3
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y por lo tanto la integral

i d
U
I(y)=/ =
J Vaus — gou — g3

cumple que I(p(z)) = z, asf es claro que I(y) es la inversa de y = p(2) y como I(y) = p~(y)
es una integral eliptica de primera especie entonces podemos concluir que la inversa de dicha
integral es la funcién eliptica p de Weierstrass.

Observacién 5.2. Recordemos que si z = w; entonces p(z) = e; para j = 1,2,3, por lo
tanto obtenemos la siguiente expresion para los medios periodos:

€j d
wj = / .
4ud — gou — g3
o0

Para poder continuar con la teoria de inversién de integrales elipticas, se requiere tratar
ciertos temas y resultados conocidos del algebra superior:
Recordemos que '(z) = 0 si y sélo si z = w; (mdéd Q) con j = 1,2,3. Como p(z) = e; si
z=w; (méd ) con j =1,2,3, entonces si hacemos y = p(z) tenemos que:

(¥'(2))? = (Z‘Z)Q =4y’ — gay — g3

asi pues se cumple que 43> — goy — g3 = 0 si y sélo si y = e; con j = 1,2,3, y por lo tanto
tenemos que:
4y’ — g2y — g3 = 4(y — e1)(y — e2)(y — e3) (5.11)

Definicién 5.2. Definimos el discriminante de un polinomio cibico como:
_ _ 2
D= H(Z] = Zk)
i<k
donde z1, 22, 23 son las tres raices del polinomio.

Ejemplo 5.1. (Discriminante del polinomio de la ecuacién diferencial) Nos interesa el poli-
nomio p(y) = 4y> — gy — g3 que tiene sus tres raices en ey, eo, €3, para este caso después de
cierta manipulacién algebraica (ver [5]), D se puede reescribir como:

1
D = E(gé” — 27g3)

por lo tanto tenemos que:

1
D= E(QS’ —27g3) = (e1 — €2)*(e1 — e3)*(e2 — €3)*

y ademas sabemos que e; # e, V j # k, por lo tanto en este caso D # 0.
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Ejemplo 5.2. (Relaciones entre coeficientes y raices) Ahora si desarrollamos el lado derecho
de (5.11) obtenemos que:

4y° — goy — g3 = 4[y3 —(e1+e2+ 63)2 + (ere2 + ere3 + ezez)y — erezes]

de donde se siguen las siguientes 3 importantes relaciones entre coeficientes y raices:

e1+exs+e3=0 (512)
e1eo + e1e3 + egeg = —%2 (5.13)
€1€2€3 = % (514)

Como consecuencia de los Teoremas B.9 y B.10 del Apéndice B, tenemos que los polinomios
ctibicos con coeficientes reales tienen tnicamente dos opciones:

i) Sus tres raices son reales (es decir se descompone en tres polinomios con coeficientes
reales de grado 1)

ii) Tiene una raiz real y dos complejas que son conjugados (es decir se descompone en un
polinomio con coeficientes reales de grado 1 y otro con coeficientes reales de grado 2 y
discriminante negativo)

Recordemos que para p(u) = au? + bu + c si el discriminante b? — 4ac < 0 entonces las dos
raices de p(u) son complejas mientras que si b> — 4ac > 0 ambas son reales y distintas. Si el
polinomio es ctbico se tiene un resultado similar:

Teorema 5.3. Si un polinomio cubico con coeficientes reales tiene todas sus raices reales y
distintas entonces D > 0 mientras que cuando tiene una real y dos complejas se tiene que

D <0

Demostracion:
i) Sean z1, 22, 23 las tres raices reales y distintas del polinomio, entonces tenemos que:

D = H - zk =(z — 22)2(z1 - 23)2(22 - 23)2 >0
i<k

ii) Sea ahora z; la raiz real y zo, 23 las raices complejas, por lo que z3 = Z3 por lo tanto si
zo = x + 1y entonces z3 = x — 1y, entonces tenemos que:

D= H — Zk (21 — 2’2)2(2'1 - 23)2(22 - 33)2

i<k
= [(z1 — 2 —iy) (21 — = +iy)](2iy)*
=[(z21 —2)? + 9% (2iy)* <0
>0 <0

q.e.d

96



Volviendo ahora al tema de inversién de integrales elipticas, nos surge una pregunta cuya
respuesta va a basarse en el resultado anterior. Dicha cuestién se reduce a averiguar si dados
dos ntmeros complejos g,, y g,, que satisfacen que:

g, — 2795, #0 (5.15)

entonces existan dos complejos no colineales 2w, ,2w,, con su conjunto de combinaciones
lineales enteras Q 1, tales que si y = p(z|w,,w,, ), entonces:

dy
d - 4y - g//y g///
z

en caso de existir w,,w,,, I, (y) seria la inversa de p(z|w,,w,,) donde:

Yy
)= / du
Y \V 4U3 —9,4—g,,
oo

y ademas w,,w,,, deben de satisfacer que:

11 11
60G4 =60 =0, 140G = 140) 5 =0

weﬁ wE(AZ

En otras palabras queremos saber si para todo par de complejos g, y g,,, que satisfacen
(5.15) existe un par de puntos de complejos w,, w,,, , tales que g,, y g,,, sean los invariantes de
la funcién p(z|w,,w,, ).

Con los siguientes dos teoremas tinicamente responderemos el caso en que g,,,g,, € R, por
ser este mucho mas sencillo, ademas de ser el mas utilizado en la practica y en las aplicaciones.

Teorema 5.4. Sean g,,,9,, € R, tales que g3 — 2792, > 0, entonces ezisten w,,w,, € C, no
colineales tales que la integral:

Yy
/ \/ —39,U— G
oo

es la inversa de la funcidn p(z|w,,w,,).
Demostracion:
Como g2 —27g% > 0 entonces podemos ver que si D es el discriminante del polinomio ctibico:
=4 3 _ _
p(u) = 2U g//u g///7

entonces D > 0, ya que de igual manera que en el Ejemplo 5.1 se ve que 16D = g3 — 27¢2,.
Ahora por lo visto en el Teorema 5.3, si D > 0 entonces tenemos que el polinomio p(u) tiene 3
raices reales distintas, que denotamos como ¢,,e,, ,¢,, tales que e, > e, > e,, y por lo tanto:

4l —g,u—g,, = d(u—ce)(u—ce,)(u—ce,,)ER (5.16)

1Es claro que {w € C:w=2muw, + 2nw,, con m,n € Z}
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més aln si u > e, entonces (5.16) es mayor que cero, mientras que si u < e,, entonces (5.16)
es menor que cero. Si ahora definimos a w, = a y w,, = i donde:

(5.17)

0o d €
- | 7= -/
4u3 — 9,4 =G, \/ 4U3 +g//u+g///
€

entonces a, 8 > 0, por lo que podemos formar la funcién p(z) = p(z|a, iB) vista en el primer
caso de la seccién 4.3. Sean go, g3 los invariantes de p(z), por lo que para concluir que I, (y)
es la inversa de la funcién p(z), tenemos que probar que en efecto g, = g2, y que g,, = gs.
Lo probaremos en 2 pasos:

Paso 1: g,,q,, estin unicamente determinados por o y 3.

Para ver esto notamos que podemos escribir a « y a 8 como:

oo

a:e,/2\/(U—e,)(udﬁe//)(u—e,,/) = /2\/ (u—e, du —e)(u—e,)

y con un cambio de variable algo engorroso (ver Apéndice D) obtenemos que:

1 1
dt
a= B =
U/ V(1 —t2 (1 — k2t2) O/ VI =) - (1-k2)2)
€, — €,
donde k* = X—" vy como e, > e, >e,, entonces 0 < k? < 1.

r— S

Tomando en cuenta el cociente de v y 8 tenemos:

1
0/\/1—162 (1—k2t2)

% (5.18)

) /1 dt
| aT=E - - 2P

y por lo tanto si k? aumenta de 0 a 1 resulta que la integral en el numerador de (5.18) aumenta
estrictamente de 7/2 hasta oo ya que dicha integral es:

1
dt
cuando k£ =0 y / 2= oo, cuando k =1
0

1
/7_3
) V112 2’
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y también resulta que la integral en el denominador de (5.18) decrece estrictamente de oo a
/2 pues dicha integral es:

1
/ dt

1—
0

asf por el Teorema B.11 (Férmula de Leibniz) del Apéndice B, tenemos que (5.18) es el
cociente de dos funciones diferenciables y distintas de cero para cada k? € [0, 1], por lo tanto
(5.18) es una funcién continua en k2, por lo que cuando k? recorre el intervalo (0,1) el cociente
a/ 8 recorre todos los valores del intervalo (0,00), esto quiere decir que para cualquier valor
dado de a/f existe un tinico valor de k? € (0,1). Por lo tanto si conocemos a a y 3 entonces
conocemos univocamente el valor de k2 y con esto podemos calcular /e, — e,, pues:

5 = o0, cuando k=0 5 cuando k=1

1
A
) 1-—1¢2

1

1 dt
e —e, = O/ N (5.19)

=

€, — €
y como k2 = —— entonces:
€, — €,

€, — €, = (e/ - e///)k2 (5.20)

pero en sintonia con las ecuaciones (5.12),(5.13),(5.14) del Ejemplo 5.2 (Relaciones entre
coeficientes y raices), tenemos que:

el + el/ Jr e/// = O (521)

ee, +ee, +e,e, = —gi (5.22)
g///

— 5.23

€€ =4 (5.23)

por lo tanto con las ecuaciones (5.19),(5.20),(5.21) obtenemos los valores de e, , e, e, y junto
con (5.22) y (5.23) determinamos:

g// = 74(6/ e// + el 6/// + e// 6,,,)
9., =4(ee,e,,)

asi con a y 8 determinamos de manera tnica los valores g,,,g,, , comprobando el Paso 1.
Paso 2: « y B satisfacen (5.17) si g,,,9,,,€,,e,, son remplazados por ga,gs, €1, €3.
Para ver esto recordamos que si p(z) = p(z|a,i8) entonces por el Lema 4.3 tenemos que

p(z) € RY z € Ry ademas tenfamos que mientras  crece de 0 a a p(z) decrece de 0o a ey
y ¢’ (x) crece de —oo a 0, por lo tanto:

= —\/4p3(x) — gap(x) —

99




y por lo tanto, como vimos al inicio de la seccién, tendremos que:

/ du
SV 4ud — gou — g3

lo que implica que « en efecto satisface el Paso 2, ya que si z = « entonces:

/ du B / du
VAau3 — gou — g3 VA4u3 — gou — g3
oo €1

de nuevo por el Lema 4.3 tenemos que p(iy) € RV y € R y ademéds mientras y aumenta de
0 a B, p(iy) crece de —oco a ez y (p(iy))" decrece de 0o a 0, por lo tanto:

(p(iy)) =i/ (iy) = iv/40>(iy) — g2p(iy) —
i(—i)/—493(iy) + g20(iy) + g3
= \/—4p3(iy) + g2 (iy) + g3

lo que implica que S en efecto satisface el Paso 2, ya que recordando lo visto en el inicio de
la seccién:

2(B)
({ \/—4u3+ggu+gs / \/—4u3+ggu+95
2

Por lo tanto con el Paso 1 y el Paso 2 probamos que g,, y g,, son los invariantes de p(z|a, i)
y por lo tanto que:

B=

es en efecto la inversa de p(z|a,if).

Yy
/ \/ —9,u =g
o0

q.e.d

Teorema 5.5. Sean g,,,9,, € R, que satisfacen g - 27g,,, < 0, entonces eristen w,,w,, € C,
no colineales tales que la integral:

y
7 )_/ du
y B \/ 4u3 - gl/u - gll/

es la inversa de la funcidn p(z|w,,w,, ).

Demostracion:
Como g3 — 27¢g%, < 0, entonces el discriminante D, del polinomio cubico:

p(u) = 4“3 —9,U =G,

100



satisface que D < 0, ya que de igual manera que en el Ejemplo 5.1 se ve que 16D = g3 —27¢2,.

Ahora por lo visto en el Teorema 5.3, si D < 0 entonces el polinomio p(u) tiene una raiz real,
es decir e,, € R y dos raices complejas conjugadas, es decir ¢,,¢,, € C con g, =¢,,, y por lo
tanto:

4 —g,u—g, =4u—c)(u—ce,)(u—ce,)ER (5.24)

més ain si u > e, entonces (5.24) es mayor a cero, mientras que si u < e, entonces (5.24) es
menor a cero. Si ahora definimos a w, = a — iy w,, = a + i donde:

(&

o0 1 d
U
2a = 28 =
/ 4U3 —g9,4u—g,, ﬁ / \/_4u3 + g,u + 9
C” — 00

(5.25)

entonces «, 8 > 0, por lo que podemos formar la funcién p(z) = p(z|a — if, a + i3) vista en
el segundo caso de la seccién 4.3. Sean go, g3 los invariantes de p(z), entonces para concluir
que I, (y) es la inversa de la funcién @(z), tenemos que probar que en efecto g, = g2, y que
g,, = g3. Al igual que el teorema anterior lo haremos en 2 pasos:

Paso 1: g,,q,, estan unicamente determinados por o y 3.

Para ver esto notamos que podemos escribir a 2a y a 23 como:

o0

du ) du
0= / 2/(u—e)(u—e,)(u—ce,) 2 _4 2y/—(u—e)(u—e,)(u—ce,)

€y

y después de un par de cambios de variable algo tediosos (ver Apéndice D) obtenemos que:

i d i d
14 t
vt ] a-b]
VT J Vit + 22 cos(0) + 1 NG J Vit —2t2cos(9) + 1
donde e, —e, = 7€ con r > 0, lo que implica que e, —e,, = re "’ pues e =e,,, y
ademds sin pérdida de generalidad 6 € (0,7), pues si § = arg(e, —e,) ¢ (0,7) entonces

arg(e, —e,,) € (0,7) y simplemente renombramos e, < ¢,,.

Por lo tanto tenemos que:

7 dt
o Vit +2t2cos(9) + 1
=L (5.26)
p / dt

) Vit =22 cos(0) + 1
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por lo que si § aumenta de 0 a 7w tenemos que la integral en el numerador de (5.26) crece
estrictamente de /2 hasta co ya que esta integral impropia vale:

[ d [ d
t t
/t2+1:%,cuand0920 y /m:oo,cuandOHZﬂ'
0 0

mientras que la integral impropia en el denominador de (5.26) decrece estrictamente de oo a
/2 pues dicha integral es:

ot rodt
/Moo,cuandot?O y /ﬁ:g,cuandoﬂzﬂ
0 0

y por lo tanto gracias al Teorema B.11 (Férmula de Leibniz) de Apéndice B, tenemos que
(5.26) es el cociente de dos funciones diferenciables y distintas de cero para toda 6 € (0, 1),
por lo tanto (5.26) es una funcién continua para toda 6 € (0, 1), entonces mientras ¢ aumenta
de 0 a 7 tenemos que el cociente a/8 crece de 0 hasta oo, lo que implica que para un valor
dado de o/ existe un tnico valor de . Asi al conocer o y 8 podemos determinar un tnico
valor de € y con esto el valor de r, ya que tenemos que:

17 dt
Vi=sa |
2a ) Vit + 262 cos(0) + 1
y como ademas tenemos que:

ret =¢, —e, (5.27)

re ¥ =e¢, —¢, (5.28)

y al igual que en el teorema anterior obtenemos las relaciones entre raices y coeficientes para
el polinomio p(u):

e/ + e// + e/// - 0 (5~29)

€€, + €€, + €,€, = _% (530)
9

1€, €y = T 531

ee,e 1 ( )

por lo tanto con las identidades (5.27),(5.28),(5.29) obtenemos los valores de e, , ¢,,, €, y junto
con (5.30) y (5.31) determinamos:

g, =—4(ee, +ee, +e,e,)
g/// = 4(6/ 6,, 6/// )

asi con o y 8 determinamos de manera tnica los valores g, , g,, , comprobando el Paso 1.
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Paso 2: « y B satisfacen (5.25) si g,,,4,,,e, son remplazados por gs, gs, €2.

Para ver esto recordamos que si p(z) = p(z|la — i, a + i) entonces por el Lema 4.5 te-
nemos que p(z) € RV z € Ry ademads tenfamos que mientras x crece de 0 a 2« p(z), decrece
de 0o a eg y @' (x) crece de —oo a 0, por lo tanto:

o () = —/4p3(2) — g20(x) — g3

por lo que ya con el signo correcto tenemos que en efecto 2a satisface el Paso 2 ya que:

p(2a) 0o
/ du B / du
VAud — gou — g3 VA4ud — gou — g3
©(0) €2

mientras que igual en el Lema 4.5 vimos que p(2a +iy) € RV y € R y que ademds mientras
y aumenta de 0 a 28 p(2a +1y), decrece de e5 a —00 y (p(2ac+ iy))" decrece de 0 a —oo, por
lo que:

200 =

(p(2a +iy)) = ip' (20 + iy) = i\/4pP(2a + iy) — g20(20 + iy) — g3
i(—i)/ =403 (20 + i) + g29(20 + iy) + g3
= /—4p3(2a + iy) + g2p(2 + iy) + g3

por lo que ya conocemos el signo correspondiente y entonces 23 satisface el Paso 2 ya que:

©(28) e
d

U _/ du
VAP +gputgs S/ AP+ gutgs

Por lo tanto con el Paso 1 y el Paso 2 probamos que g, y g,, son en efecto los invariantes
de p(z|a — i, +iB) y por lo tanto que:

28 =

©(0)

es en efecto la inversa de p(z|a — 8, a +if).

y
du
I/ (y) - / \/ 4u3 - g//u - gl//

q.e.d

Observacion 5.3. Los dos Teoremas anteriores nos permiten notar que cuando los inva-
riantes go.93 € R, estos determinan de manera tnica a los medios periodos de una funcién
p(z|w1,ws), de hecho es gracias a esta propiedad que reciben el nombre de invariantes. Por
lo tanto, en términos de notacién, podemos enfatizar la dependencia de p en dos medios
periodos no colineales, como hemos hecho hasta ahora con p(z) = p(z|wy,ws), o bien enfa-
tizar la dependencia en dos invariantes go, g3 € R que cumplan que g3 — 27g2 # 0, al poner

p(2) = p(z|g2, 93)-
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Capitulo 6

Funciones Elipticas Arbitrarias

En este capitulo conoceremos diferentes maneras en las que se pueden expresar las fun-
ciones elipticas, incluso si no sabemos su forma funcional explicita y inicamente conocemos
sus polos y ceros. La funcién g juega un papel bésico para la expresion de cualquier funcién
eliptica y ademés veremos otras dos funciones, obtenidas directamente de g, que aunque no
son elipticas, son clave para ciertas expresiones de funciones elipticas arbitrarias.

6.1. Funciones Elipticas en términos de p y '

En esta seccién mostraremos como cualquier funcién eliptica dada se puede expresar en
términos de las funciones p y @', mostrando asi porqué estas funciones son de gran importancia
para el tratamiento de las funciones elipticas. El siguiente resultado es la base de esta seccién:

Lema 6.1. Sea f cualquier funcidn eliptica par y no constante, con periodos fundamentales
2wy Yy 2ws, st p(z) = p(z|lwr,ws), entonces existe R(u) una funcidon racional de una variable
tal que f se puede expresar como:

Demostracion:

Cualquier funcién eliptica par no constante satisface uno de los siguientes tres casos, por lo
que probaremos el lema para cada uno de ellos:

Caso %): El origen no es un polo ni un cero de f. En este caso notamos que si a € A es un
cero de la funcién f, entonces se tiene que f(a) = 0 pero al ser f una funcién par tenemos
que

f(=a)=f(a) =0

y por lo tanto —a también es un cero de f. Sin embargo no podemos asegurar que —a € A,
pero recordando la Observacién 3.3 sabemos que existe z, € A tal que:

—a =2z, (méd Q)
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y entonces f(z,) = f(a) = 0, es decir a y z, son dos ceros de f en A. De igual manera
tenemos que si b € A es un polo de la funcién f entonces —b también es un polo de f y de
nuevo sabemos que existe z € A tal que:

—b=2z (méd Q)

y por ende by z, son dos polos de f en A. Es decir por ser f una funcién par resulta que los
ceros y los polos de f en A aparecen por pares, por lo que podemos separar en dos listas a

todos los ceros de f en A, que son {a1, - ,an} vy {24y, , 2a, } (en ambas listas repitiendo
cada cero tantas veces como su orden), de igual forma separamos en dos listas a los polos de
fen A, dadas por {b1, - ,bn} y {2, ,2p,} (en ambas listas repitiendo cada polo tantas

veces como su orden). Definimos ahora a la funcién ¢ como:

1 9(2) — plar)

2 =1L = om

Notamos en primera instancia que ¢ es una funcién eliptica, luego aprovechando la paridad
de p notamos que los ceros de ¢ son {+ay, -+ ,+a,} y que los polos de ¢ son {+by,- -, +b,},
por lo que podemos asegurar que ¢ es una funcién eliptica que tiene los mismos ceros y polos
que la funcién f en A, lo que implica la funcién:

f(2)
o(2)

no tiene polos en A y al ser eliptica se sigue que no tiene polos en todo C, es decir que
es entera, asi que f/p es una funcién constante por el Teorema 3.5 (Primer Teorema de
Liouville). Por lo tanto f(z) = C¢(z) donde C es una constante, de donde se sigue que:

pero como Cp es claramente una funcién racional en p, concluimos que f(z) = R(p(z)) como
querfamos.
Caso it): El origen es un polo de f. En este caso como f es una funcién par es claro que
el orden de los polos es par (pues en la serie de Laurent los coeficientes impares valen 0), es
decir que para alguna m € N el origen es un polo de orden 2m de la funcién f. Consideremos
ahora a la funcién g dada por:

f(z)

9(z) = " (2)

es claro que g es una funcién eliptica par y ademés como g tiene un polo doble en el origen,
entonces ™ tiene un polo de orden 2m en el origen, entonces analizando la serie de Laurent
en el origen para fy p™, se sigue que el origen no es un polo ni un cero del cociente f/p™,
es decir que el origen no es un polo ni un cero de g. Por lo tanto tenemos que g cumple las
condiciones del Caso ), es decir que existe una funcién racional R(u) tal que g(z) = R(p(z)),
lo que implica que:




tomando la funcién racional R(u) = R(u)u™ se sigue entonces que f(z) = ﬁ(p(z)) como
buscabamos.

Caso #i1): El origen es un cero de f. De nuevo como f es par se sigue que para alguna m € N
el origen es un cero de orden 2m de la funcién f. Proponemos la funcién g dada por:

9(2) = f(2)p™(2)

por lo que g es una funcién eliptica par, pero al tener ™ tiene un polo de orden 2m en el
origen, si multiplicamos la serie de Laurent en el origen para f (que tiene un cero de orden 2m
en el origen) con la de p™, se sigue que el origen no es un polo ni un cero de f - ™, es decir
que el origen no es un polo ni un cero de g. Por lo tanto la funcién g satisface las condiciones
del Caso i), es decir que existe una funcién racional R(u) tal que g(z) = R(p(z)), lo que
implica que:

por lo que si consideramos la funcién racional R(u) = R(u)/u™ se sigue que f(z) = R(p(z)).
Los tres casos anteriores prueban que cualquier funcién eliptica par no constante se escribe
como una funcién racional en o como queriamos. q.e.d

El lema anterior implica de manera casi inmediata el resultado principal de la seccion,
que asegura la expresién de cualquier funcién eliptica en términos de p y '

Teorema 6.1. Sea [ cualquier funcion eliptica con periodos fundamentales 2wy y 2ws, si
p(2) = p(z|lw1,ws) entonces existen Ri(u), Ra(u) funciones racionales de una variable tal
que:

F(2) = Ri(p(2) + Ra(p())¢'(2)

Demostracion:

Si f es una funcién constante que toma siempre el valor C entonces el resultado es obvio
pues ponemos Ri(u) = C'y Ry(u) = 0. Supongamos entonces que f es una funcién eliptica
no constante, podemos escribir a f como:

P+ F(=2) (1) - =)\
2 *( 25 (2) )W)

f(z) =

y ademas es claro que:

siempre es una funcién eliptica par, por lo tanto por el Lema 6.1 sabemos que existe una
funcién racional Ry (u) tal que:

fi(2) = Ri(p(2)).
Como ¢'(z) es una funcidén eliptica impar, se sigue que:
f(z) = f(=2)
2¢'(2)
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siempre es una funcién eliptica par, por lo que por el Lema 6.1 sabemos que existe una funcién
racional Ry (u) tal que:

fa(2) = Ra(p(2))-

Como f(z) = f1(2) + f2(2)'(2) entonces tenemos que cualquier funcién eliptica f se escribe
como:

f(z) = Ri(p(2)) + Rz (p(2))¢' (2)

es decir en términos de @ y ' como se queria. q.e.d

Funciones ( y o de Weierstrass

En la seccién 6.1 vimos que podemos expresar cualquier funcién eliptica (conociendo sus
polos y sus ceros en A) con periodos fundamentales 2wy y 2ws en términos de p y de ’. En
las siguientes secciones presentamos las funciones ¢ y o de Weierstrass, que a pesar de no ser
funciones elipticas guardan una profunda relacién con la funcién p y ademds veremos que
juegan un papel de suma importancia para expresar funciones elipticas arbitrarias.

Recordemos que el Teorema 4.3 nos dice que g tiene un polo doble en w, ¥V w € € con
parte principal :
1

— Vwe

(z —w)?
lo cual nos recuerda a una funcién simplemente periédica en particular, que es la funciéon
trigonométrica cosecante cuadrada, ya que esta tiene un polo doble en mm, V. m € Z, y como
ademads tenemos que:

2
lim (z — mm)?csc?(z) = lim <(z—m7r)> =1VmelkZ

zZ—mm Z—mm sen(z)

por lo que resulta que la parte principal de la funcién cosecante cuadrada en cada polo mn
es:

1
2Vm€Z

(z — mmn)

notando asi una clara similitud entre con la funcién p. Ademds recordemos que la funcién
cosecante cuadrada se relaciona con la funcién cotangente gracias a la derivada:

e cot(z) = — csc?(2)

mientras que la funcién cotangente a su vez se relaciona con la funcién seno por la derivada
logaritmica:

d
= In(sen(z)) = cot(z).
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Por lo tanto asi como vimos las similitudes de la funcién cosecante cuadrada con g ten-

dremos que la funcién ¢ se asemejard a la cotangente pues veremos que (((z)) = —p(z),

mientras que la funcién o jugard el rol del seno pues veremos que (In[o(2)])’ = ((2).

6.2. Funcion ¢ de Weierstrass

Definicion 6.1. Se define a la funcion ¢ de Weierstrass como:

0-te [t

weN

donde Q) se construye con un par de periodos fundamentales 2wy y 2ws.

Lema 6.2. La funcion ¢ de Weierstrass satisface que:

1 r 1
() =1- 0/ (o) 55 ) au

donde foz denota la integral sobre una curva vy, que une al 0 con z sin pasar por puntos de 2

Demostracion:
Recordemos que:

053 [

pero por el Teorema 4.3, la serie anterior converge uniformemente y por lo tanto al integrarla
sobre 7 podemos integrar término a término, es decir:

[oo-5)m5 [lios 2]

weN

_ / /z du jdu

B (u—w2 | 2

2| wer )

—ZI- -1 u?

_weﬂ | (u—w)?lo w?lo

Al 1 1 1 1

O P R

q.e.d

Observacién 6.1. Del lema anterior notamos que la serie en la expresion de la funcién ¢ se
obtiene de integrar una serie que converge uniformemente, asi por el Teorema B.12 (Integral
de una Serie) del Apéndice B, concluimos que es una serie que converge uniformemente.
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Proposicion 6.1. La funcién ( de Weierstrass satisface que:
d
) 20(2) = —p(2)
N 1
i1) lim <§(z) - > =0

z—0 z

Demostracion:

Para i), sabemos por la Observacién 6.1 que la serie en la funcién ¢ converge uniformemente,
entonces podemos derivarla término a término, es decir:

- g e

Para ver ii), notamos que:

y de nuevo al ser la anterior una serie que converge uniformemente, el limite de la serie es la
serie de los limites, lo que implica que:

, 1 , ! 1 1
l%(“”)‘z) =;1§5<Z LNHED

q.e.d

Observacién 6.2. Notamos que la funcién ¢ tiene un polo simple en z; V z; € Q ya que si
z; = 0 entonces:

lim 2¢(2) = lim (1+ 3| —= L ELE
zl—I&)Z _zl—>rnO zZ— W w w2

weN
=140
=1+#0,00
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mientras que si z; # 0 tenemos que:

z— 2z 1lz—z;  z—2z; z2(z—2z2j)
Ii .. = i J J J J
zgrzlj(z %)¢(2) zinzlj ( z + Z {z —w + w + w? ])

weN
— 04 lim Z [z 4 ET +z(z 22])]
z—z; T Zz—Ww w w
/ — 2 — s 22 52
= lim [ ) {Z I GG 223)] + lim |1+ —5~
22 zZ—w w w z—2; 2z~
weN J
w;ézj
=0+1
=1+#0,00

y por lo tanto la parte principal de ¢ alrededor de cada z; € 2 es :

1

Z—Zj

Teorema 6.2. La funcion ( de Weierstrass es una funcion impar, es decir:
((=2)=—((») Vz€C

Demostracion:
Basta probar que {(—z) + ((z) =0V 2z € C, por lo tanto como en la Proposicién 6.1 vimos

que d—((z) = —p(z) y como g es una funcién par se tiene que:
2

L2+ 6 =~ Ze(2) 4 ¢(z) = pl(—2) — plz) = 0
entonces ((—z) + ((z) = C donde C' es una constante. Para determinar C' notamos que:

C=((-2)+ 1 +4() - -

z—0

1
y recordando que por la Proposiciéon 6.1 lim (C(z) — ) = 0, entonces:
z

Ci%({(z)+1)+h'm <§(z)1) —0+0=0

z z—0 z

y por ende ((—z) + ((z) =0
q.e.d
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Teorema 6.3. La funcion ¢ de Weierstrass satisface:
C(z+2w;) =((z) +2n; para j =1,2,3 (Decimos que ¢ es una funcion cuasi-periddica)
donde las n; satisfacen las tres relaciones de Legendre:

2wsm — 2winz = wi  (Primera relacion de Legendre)

2w1ng — 2wemy = —mi  (Segunda relacion de Legendre)

2wans — 2wsne = —mi (Tercera relacion de Legendre)

Demostracion:
Tenemos que:

(e 2y) = C(2)) = (s + 2y) + p(z) = 0 para j = 1,2,3

Por lo tanto para cada j € {1,2,3} existe una constante, que llamamos 27;, tales que:
¢(z +2wj) — ((2) =2n; para j =1,2,3 (6.1)

Ahora para comprobar que dichas constantes satisfacen las relaciones de Legendre, notamos
que si A’ es el paralelogramo con vértices —ws, w1 — w3, ws y wy —wy (ver Figura 6.1), resulta
que v = A’ (orintada en sentido contrario a las manecillas del reloj) no contiene a ningtin
polo de ¢ y que, al igual que en el paralelogramo fundamental A, el tinico polo de ¢ en int(7y)
es cuando z = 0.

Figura 6.1: A y A’ para ¢
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Por lo tanto, gracias al Teorema B.5 (Teorema del Residuo) del Apéndice B, tenemos que:

/C(z) = 2miRes((,0)

pero por la Observacion 6.2 es claro que Res(¢,0) = 1 y por lo tanto:
/C(Z) = 2mi (6.2)
o

por otro lado la integral anterior se calcula de manera directa como:

/(( m/w:} )dz + / C(2)dz + ‘“3/“’} )dz + j2 ¢(z (6.3)
7 —ws w1 w3 ws—w1

pero aplicando el cambio de variable u = z — 2ws a la tercera integral de (6.3) y u = z + 2w;
a la cuarta integral de (6.3), utilizando las relaciones de (6.1) y recordando que we = wy +ws
obtenemos que:

w1 —w3

/C(z) / C(2)dz + / C(z)dz + / C(u+ 2ws)du + / C(u —2w)d
v —w2 w1 —ws w1—wsg
w1 —ws3 W1 —ws
= / ¢(z)dz + / ¢(z)dz — / C(z + 2ws3)dz — / C(z — 2wy )d
s w1 s s w1 —ws
w1 —ws
= [ €@ - e 2z + / () ¢l — 20n))dz
—wa w1 —ws3
w1 —ws3 w2
= / —2n3dz + / 2mdz
—wa2 w1 —ws
= —2m3(w1 — w3 + wa) + 21 (W2 — w1 + w3)
= —213(2w1) + 211 (2ws)
= dwsn; — 4dwins
y comparando lo anterior con (6.2) tenemos:
2wzn — 2winz = mi (Primera relacién de Legendre) (6.4)

Para obtener las dos relaciones faltantes recordamos que 2w, = 2wi +2ws3, de donde se deduce
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que 2m2 = 211 + 213, ya que:

212 = (2 + 2w2) — ((2)

C(z + 2wy + 2w3) — ((2)

C(z +2w1) + 2n3 — ((2)

(C(z +2w1) — ((2)) + 2m3 = 2m + 213

por lo tanto de de (6.4) se sigue que:
2wsny +wi (2m — 2n2) = i
y desarrollando obtenemos:
2wine — 2wany = —mi (Segunda relacién de Legendre)
y de nuevo de (6.4) se sigue que:
w3(2n2 — 21n3) 4 2wins = i
y desarrollando obtenemos:

2wang — 2wsne = —mi (Tercera relacién de Legendre)

q.e.d

6.3. Funcién o de Weierstrass

Notacién: al igual que con la suma, [] " denota el producto infinito que no toma en
weN
cuenta el factor correspondiente a w = 0.

Definicién 6.2. Se define a la funcion o de Weierstrass para cualquier z € C como:
O'(Z)—ZH/(I i)eX E—Fi
N w Plo T o2

donde Q se construye con un par de periodos fundamentales 2w, Yy 2ws.

Lema 6.3. La funcion o de Weierstrass satisface que:

ooy 2o [ (et )
0

donde foz denota la integral sobre una curva vy, que une al 0 con z sin pasar por puntos de 2
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Demostracion:
Tenemos que gracias al Lema 6.2 :

(-1 =3 [ 2o r i+

z—w w w2

es una serie que converge uniformemente y por lo tanto al integrarla sobre -, integramos
término a término, es decir:

O/(g(u)i>du§20/[ +52}du
+/‘i—“/ du

weN L 0
/— =y u2 =
= 1 —
n(u w)0+w 202 }
weN -
T 2
Sy () ez 2
w w  2w?
wen -

donde tomamos a la funcién In en una rama donde sea analitica, luego tomando la funcién
exponencial obtenemos que:

I
—
—
|
\
~—
@
]
ol
N\
ISERNS
+
[\)
€%
[\v]
N———

q.e.d

Observacién 6.3. En la demostracion del lema anterior notamos que la serie:
, 2
Y-+ 4
2w?
weN

se obtuvo al integrar la serie en la expresion de ¢ que converge uniformemente y por lo tanto
gracias al Teorema B.12 (Integral de una Serie) del Apéndice B, la serie obtenida también

converge uniformemente.
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Proposicion 6.2. La funcién o de Weierstrass satisface que:
o'(z)

) i) = T = ()

9 1 (22) =1

Demostracion:
Para ver i) notamos que:

In(o(z)) = In (Z HI (1 - 9 P (z i 2122))

weN

zln(z)—l—zl{ln(l—i)—l-i-l-;;]

weN

pero por la Observacion 6.3, la serie en la expresion anterior converge uniformemente y por
lo tanto al derivar lo hacemos término a término, es decir:

COIEESD D PR R B

Z—Ww w

y para ver i) notamos que:
o(z) ’ z z 22
(S [n0-2) 5
z exp(u;l [n w +w+2w2]>

pero de nuevo la serie que aparece en la expresién anterior converge uniformemente por lo que
gracias a la continuidad de la funcién exponencial al tomar limite cuando z — 0 obtenemos
que:

i (a(j)) — exp (Z’g% {m (1- 5) + 5 + ;:QD = I[ exp(in(1)) =1

we weN
q.e.d
Observacién 6.4. Notamos que la funcién o de Weierstrass es una funcién entera y que
ademds tiene un cero en cada punto de 2

Teorema 6.4. La funcion o de Weierstrass es una funcion impar, es decir:

o(—2)=—0c(z)VzeC
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Demostracion:
Por el Lema 6.3 tenemos que:

)= [ [ (c-L)
0

haciendo el cambio de variable v = —u en la integral y recordando que ¢ es una funcién impar
tenemos que:
1
o(—z) = —zexp —(¢(=v)+ =) dv
v

— exp /— <—C(v) 4 11}) dv
~ exp / <§(1}) - i) v | = —o(2)

Teorema 6.5. La funcion o de Weierstrass satisface que:
o(z + 2w;) = —o(2)e? G99 parg j =1,2,3
donde 2n; = ((z+ 2w;) — ((2) paraj=1,2,3

Demostracion:
Por la Proposicién 6.2 tenemos que o'(z)/o(z) = {(z) y por lo tanto para j = 1,2, 3 tenemos
que:

o'(z+2w;) _
O’(Z—I-ij) =+ 2w)
= ((2) + 2n;

o(2)

/(mdz—/j((j))dz—k/?mdz

In(o(z + 2w;)) = In(o(2)) + 20,z + C;

asi tenemos que:

y por lo tanto que:
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donde C; son las constantes de integracion para cada j. Si aplicamos la funcién exponencial
de ambos lados de la ecuacién anterior obtenemos que:

o(z 4+ 2w;) = a(2)e*i%e% (6.5)
y para obtener el valor de exp(C;), hacemos z = —w, y recordando que o es una funcién
impar obtenemos que:

a(wj) = —o(w;)e 2

luego como w; & 2, entonces o(w;) # 0, por lo que dividendo la dltima ecuacién entre o(w;)

tenemos que:
1 = —e2M5w; oCj

lo que implica que:
T ——L

y as{ finalmente sustituyendo el valor anterior en (6.5), tenemos que:
o(z 4 2w;) = o (2)e*V* (—e*1i%)
— —0(2)62’71262’77“1
= —0(2)e2m G+ para j =1,2,3

q.e.d

6.4. Funciones Elipticas Arbitrarias en términos de o y
en términos de (

En esta secciéon presentamos dos importantes resultados que muestran como cualquier
funcién eliptica se puede escribir ya sea en términos de la funcién o de Weierstrass o de la la
funcién ¢ de Weierstrass.

Teorema 6.6. Sea f una funcion eliptica con periodos fundamentales 2wy y 2ws. Si tenemos
que ord(f,A) =n, aj,as, -+ ,a, son los ceros de f en A (repitiendo cada cero tantas veces
como su orden), y by, ba, - by, son los polos de f en A (repitiendo cada polo tantas veces
como su orden), entonces:

o(z—ay) - -o(z—an-1)o(z —ay)

o(z—=b1)---0(z—=by_1)o(z—b)

flz)=C
donde C' es una constante, b, = (a1 + -+ + apn—1+ an) — (b1 + -+ br—1) y o se obtiene a
partir de Q) que depende a su vez de los periodos 2wy y 2ws de f.

Demostracion:
En primer lugar notemos que si ¢ € C entonces o(z —¢) = 0siy sélo si z — ¢ € Q, es decir si
y sélo si z € ¢+ 2. Ahora recordemos que por el Teorema 3.8 para cualquier funcién eliptica:

s(0) —s(oc0) =0 (méd Q)
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y como en este caso s(0) =aj + -+ + an y s(c0) = by + - - - + by, entonces:
(ar+-+an)—(b1+--b,) =0 (méd Q)
lo que implica que:
bl —b, =0 (méd Q)
es decir que:
b, =b, (moéd Q)

y por lo tanto b, € b, + Q y por ende que b, es un cero de o(z — b},). Si entonces definimos
a la funcion ¢ como sigue:

o(z—a1) oz —an

(o) = 2z a) o —a)

o(z—="0b1) - -o(z—="b))
entonces los ceros de ¢ en A, son los ceros de o(z — a1)---0(z — ay,) es decir: ay, -+, apn,
mientras que los polos de ¢ en A son los ceros de o(z —by)---o(z — b)) es decir: by, -, by.

Por lo tanto tenemos que la funcién ¢ tiene los mismos ceros y los mismos polos que la funcién
f en A. Ademads notamos que para j = 1,2:

o(z+2w; —ay)---o(z+2w; — ay)
o(z+2wj —b1)---o(z+2w; — 1)
pero por el Teorema 6.5 tenemos que si ¢ € C:

o(z + 2w — ¢) = —o(z — ¢)e? Fmetws)

o(z +2w;) =

y por lo tanto
(—1)"0(z — ay)e®1G=atwi) g (z — g, )21 (3 antw))

oz + 2w;) = (=)o (2 — by )e2ni(z=bitw;) .. (2 — b, )e2ni (=0 +wj)

(0(z—a1)--o(z—ay)) (6277j(2*a1+wj) e e2nj(zfan+wj)>

(0(z—b1)---o(z = b)) (e2nimbrtws) ... e2n(2=b,+w;))

e2ni(z—a1+wj) ... 2n)(z2—an+w;)
= (2
® e2nj(z—bi+w;) ... e2n;(2—b), +w;)

exp(2n;(nz + nwj — Zak

=¢(2)
exp(2n;(nz + nw; — Z by, — b))

= (z) exp(2n; (b (Z ay — Z bk)

= ¢(2)
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asi pues @ es una funcién doblemente periédica, ademds es analitica en todo A excepto en
b1, , by y por lo tanto es una funcién meromorfa en A, es decir que ¢ es una funcién eliptica
y  es el conjunto de todos sus periodos. Por lo tanto tenemos que la funcién f/¢ es una
funcién eliptica entera en A ya que al tener ¢ los mismos polos que f en A el cociente no
tiene polos en A, por ende por el Teorema 3.5 (Primer Teorema de Liouville) tenemos que:

) _
©(2)
donde C' es una constante, y por lo tanto:
f(z) = Co(2)

o(z—ay) --o(z—ap)
o(z—="0by)--o(z—"b,)

q.e.d

Corolario. (Del Teorema 6.6) El teorema anterior es vdlido si utilizamos cualesquiera
bi.---.b /
ai, , Qn, 01, yUn—1,Yp

con a; ceros de f, b; polos de f, que cumplan que b, = (a1 +---+a,) — (b1 + -+ bp—1)

Teorema 6.7. Sea f una funcion eliptica, con periodos fundamentales 2wy y 2ws. Si 21, 22, , 2y
son los polos de f en A donde cada polo zi tiene orden ny, con parte principal:
k (k) k
b%k) b1 L E—=1.9 ...
para k=1,2,---,r

(z—zk)™ (22— zp)™1 (z — z1)
entonces:

- (k) b(2k) 1 bsh) (ngp—1)

= — 2 iy —1ywe—l Tk A(ne— _
f(z) = C+; bz = ) = ¢ (=) e ()T R (2 )

donde C' es una constante y ¢ se obtiene a partir de ) que depende a su vez de los periodos
2wy y 2ws de f.

Demostracion:

Recordemos que ¢ tiene un polo simple para todo w € 9, y que ¢’ = —p tiene un polo doble
para todo w € €, si continuamos derivando notamos que ¢(™ tiene un polo de orden (n+1)
para todo w € © y que ademads es una funcién eliptica para toda n € N. Por lo tanto tenemos
que si ¢ € C entonces:

¢™(z —¢) tiene un polo de orden (n + 1) para todo w € ¢+ Q

asf pues ¢+ contiene los polos de la funcién ¢(z—c), todos son simples y con parte principal:
1
(z—c—w)

para todo w € (2
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de igual manera ¢+ Q contiene los polos de la funcién ¢'(z —¢) = —p(z — ¢), todos son dobles
y con parte principal:

-1
ﬁ para todo w €
z—c—w

derivando vemos que ¢+ € contiene los polos de la funcién ¢”(z — ¢) = —p'(z — ¢), todos son
de orden 3 y con parte principal:

2

ﬁ para todo w € Q)
z—c—w

de nuevo si continuamos derivando notamos que ¢+ contiene los polos de la funcién ¢ (z —
¢), todos son de orden (n + 1) y con parte principal:

(=1)™n!

ﬁ para todo w € Q2
z—c—w

Entonces si definimos la funcién ¢ como:

r p (k) Bk

P =3 |00 = 20) = e =) 4o ()T G~ )

tenemos que ¢ es una funcién cuyos polos en A coinciden en el orden con los de la funcién
f, v por lo visto de las partes principal de cada funcién C(”)(z — ¢), notamos que la parte
principal de ¢ para cada polo es :

b%k) b(k)_ plk)
. n—1 oo —L  parak=1,2,---,r
(z—z)™ (2= z)m T (2 = 2)

que coincide con la parte principal de f en cada polo. Ademéas notamos que ¢ es una funcién
meromorfa por ser combinacién de funciones meromorfas y es ademas doblemente periédica
con periodos 2w; y 2ws ya que:

T bglk)
pl 205) = D [B90( 2wy = 2) oo (1) T o 2 - )
P (ng — 1)!
pero como:
CM (2 — z) si neN
™ (2 + 205 — 2) =
((z—zk)+2n; si n=0
entonces:
r *) b’EIk)
o(z + 2w;) = by C(z = 2p) +2n; + - 4 (1) (n : 1)1C(n’“71)(2 - 2k)
r— 1)!
k=1

= o(2) + 21 (Z bi’”)
k=1
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pero para toda k = 1,---r, sabemos que bgk) = Res(f, zx) donde z1, 22, - - , 2z son los polos
de f en A y por lo tanto por el Teorema 3.6 (Segundo Teorema de Liouville) tenemos que:

T

S b = Z Res(f, zx) =0

k=1 k=1

y por lo tanto ¢(z + 2w;) = ¢(z) para j = 1,3. Asi pues ¢ es una funcién eliptica y por
lo tanto f — ¢ es también una funcién eliptica, pero por tener las mismas partes principales
entonces es una funcién eliptica entera y por lo tanto por el Teorema 3.5 (Primer Teorema
de Liouville), tenemos que:

f(z) —p(z) =C

donde C es una constante, y asi finalmente concluimos que:

f(2) = C+9(2)

r (k) (k)
_ (k) _ _ bL (s _ -1 nk—1L (nk=1)(, _
C+ ;;:1 b7 C(z = 2) = 57 ¢z = 2k) + -+ (1) (i — 1)!C (z — 1)
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Capitulo 7

Mas propiedades de las
Funciones Elipticas

Por si fuera poco todo lo que sabemos hasta ahora de la funciéon p y de las obtenidas a
partir de ésta ', ( y o, dedicamos este capitulo exclusivamente a presentar més propiedades
y relaciones de estas funciones. Comenzamos con un Teorema de adicién para la funcién g,
ya que como vimos desde la funcién Lemniscata, éstos juegan un rol muy importante para las
aplicaciones de las funciones periédicas. Ademas del Teorema de adicién presentamos distintas
identidades como la férmula de duplicacion relacionada con éste. Luego nos encontramos con
un anélisis de las funciones elipticas desde una nueva perspectiva, la de los periodos y los
invariantes que se presentan no de manera dada si no arbitraria, dicha perspectiva presentara
nuevas notaciones y ciertos resultados que utilizaremos en el capitulo final.

7.1. Teoremas de Adicion

Aunque en el caso de la lemniscata ya tratamos con una férmula de adicién, ahora es
necesario ser mas formales al respecto, en el sentido de definir de una manera méds estructurada
lo que entendemos por un teorema o férmula de adicion:

Definicién 7.1. Decimos que una funcion f : G C C — C, satisface un teorema de adicion
si para cualesquiera z,u € G, los valores r = f(z),v = f(u) y w = f(z + u) satisfacen una
relacion del tipo:

P(r,v,w) =0

donde P € C[r,v,w] es un polinomio en tres variables.

Veamos por ejemplo quién es P en los casos de las funciones trigonométricas y el de la
funcién lemniscata que analizamos en el Capitulo 2:

Ejemplo 7.1. En el caso de las funciones trigonométricas los teoremas de adicién se derivan
de las relaciones conocidas como las identidades trigonométricas. Por ejemplo, recordemos
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que para la funcién coseno tenemos que para cualesquiera z,u € C
cos(z + u) = cos(z) cos(u) — sen(z) sen(u)
luego entonces elevando al cuadrado la identidad trigonométrica anterior se sigue que:
cos?(z +u) = cos®(z) cos?(u) — 2( cos(z) cos(u) sen(z) sen(u)) + sen’(z) sen”(u) (7.1)
pero recordando que:
sen?(z) = 1 — cos?(2) V z € C,
si sustituimos lo anterior en (7.1) y simplificamos obtenemos:
cos?(z +u) = 2cos(z) cos(u) (cos(z) cos(u) — sen(z) sen(u)) — cos?(z) — cos®(u) + 1
es decir:
cos?(z + u) = 2cos(z) cos(u) cos(z 4+ u) — cos?(z) — cos(u) + 1

pero si consideramos los valores r = cos(z),v = cos(u) y w = cos(z + u), entonces lo anterior
implica que:
w? = 2row — r? —v? 4+ 1.

Luego si P es el polinomio en tres variables dado por P(r,v,w) = w? — 2rvw + 12 + v? — 1,
tenemos que se satisface que P( cos(z), cos(u), cos(z—l—u)) = 0, por lo tanto en efecto la funcién
simplemente peridédica coseno satisface un teorema de adicién

Ejemplo 7.2. Para el caso de la funcién lemniscata el polinomio P es menos elegante que
en el caso del coseno, ya que recordando que para toda x,y € R tenemos que

e1(x)p(y) + pi(y) @) (x)
1+ @7 (2) ()

pi(z+y) =

y como ademas probamos que:

pi(x) =/1—¢i(x) Vo €R,

entonces si sustituimos los valores r = ¢;(2),v = ¢i(y) y w = pi(z+y), la férmula de adicién
de la lemniscata es:

V1 —vi+ o1 —rt
1+ 7202

luego elevando al cuadrado se sigue que:

2
w
gz =7t 2o =TT 407 = ot

es decir: . .
w? —r? +r2v —v2+v2r

2ur(1 + r20v2)?

= V(@ =r)l -t

124



y por lo tanto si elevamos al cuadrado ambos lados de la ecuacién anterior, multiplicamos
ambos lados por el denominador que se obtiene del lado izquierdo y finalmente igualamos a 0,
obtenemos un polinomio P(r,v,w) en tres variables que se anula con r = ¢;(z),v = ¢i(y) ¥y
w = p;(x+y). Por lo que podemos concluir que la funcién simplemente periédica ¢; satisface
un teorema de adicion.

Asi pues el objetivo de esta seccién es encontrar identidades, similares a las que satisfacen
las funciones simplemente periddicas, para las funciones elipticas y las demas funciones rela-
cionadas con estas. Para ello comenzamos analizando las relaciones de satisfacen las funciones
©, C y o de Weierstrass, pues hemos mostrado ya la importancia de estas tres para cualquier
otra funcion eliptica:

Lema 7.1. Sea p = p(z|wi,ws) y u &€ Q, entonces se satisface que:

 olu :_a(z—u)a(z—i—u) ;
p(z) — p(u) 2(2)0% () VzeC

Demostracion:
Definimos la funcién f como sigue: f(z) = p(z) — p(u), por lo tanto sabemos que f es una
funcién eliptica y ademds es claro que ord(f, A) = 2. Notamos que como g es par:

f(z)=0 siysélosi p(z) =p(u) siysdlosi z==u (méd Q)

en particular u, —u son ceros de f y ademés 0 es un polo doble de f, por lo tanto por el

Corolario del Teorema 6.6, tomando a1 = u,as = —u,by =0y b = a3 —as — by = 0 tenemos:
£(z) = Ca(z —u)o(z 4 u) _ Ca(z —u)o(z + u)
o(z—0)o(z—0) o?(z)

donde C' es una constante, para calcular dicha constante notamos que por un lado:
lim 2° f(2) = lim 2* -
lim 27 f(2) = lim 2% (p(2) — p(u))

= lim 2%p(z) — 0
z—0

=1 (7.2)

pues sabemos que g tiene un polo de orden 2 en z = 0 con parte principal 1/z2. Pero por
otro lado tenemos:

lim 2% f(2) = C lfm 2> (”(2 —wolz+ “>)

z—0 z—0 0’2(2’)
lim (o (z —w)o(z + u))

_ Cz—)O .
ti ()
= Co(—u)o(u)
= —Co?(u) (7.3)
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ya que por ii) de la Proposicién 6.2, h’rr(l)(a(z)/z) = 1y o es una funcién impar. Luego
z2—

entonces comparando (7.2) con (7.3) obtenemos que:

1
“T W
y por lo tanto concluimos que :
oz —u)o(z+u)
f(z) = 2 (2)0%(a) VzeC

q.e.d

Teorema 7.1. (Teorema de Adicién para () La funcion ¢ de Weierstrass satisface que:

Gle 1) = 6(2) = ¢l = 5 2=

con u & €.

Demostracion:
Por el lema anterior tenemos que:

lo que implica:

i (p(2) ~ o)) = (- ZEZHTE L )

derivando ambos lados con respecto a z y recordando que C ( ) (2)/o(z), obtenemos:
¢'(2)
=((z—u)+((z+u) —2¢(z 7.4
) (w0 - %) (7.4
intercambiando u <> z en (7.4) y recordando que ¢ es impar, resulta:
@' (u)
——————=—((z—u)+((z+u) — 2¢(u 7.5
s = (e =)+ (e )~ () (75)

as{ pues sumando (7.4) con (7.5) obtenemos que:
¢'(2) pw) z+u)—2¢(z) —2¢(u
o) — ) T o) — gz EH X E =X

desarrollando el lado izquierdo de la ecuacién anterior y luego dividiendo ambos lados entre
2 llegamos a que:

Lo/ (e
5 oo, = S = ¢~

q.e.d
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Teorema 7.2. (Teorema de Adicion para p) La funcién o de Weierstrass satisface® que:

oz +u) + pl=) + p(u) = 7 (@'(2)—@'(“))

4\ p(2) — p(u)
con u &
Demostracion:
Recordemos que ¢’ = —p, entonces al derivar el teorema de adicién de ¢ con respecto a z,

obtenemos que:
1 (@”(2)(@(2) —pw) —¢'(2)(¢'(2) — @’(U))> _
2 (0(2) = p(u))?
partiendo la fraccién del lado izquierdo de la ecuacién anterior resulta que:
(o) Y L (g@WE - _
(o) 2 (g )~ et @9
intercambiando u > z en (7.6), obtenemos:
Lo\ (@@ gD
(o) 2 (Thom e )~ et @D
entonces al sumar (7.6) con (7.7) el resultado es:
1 (9"(2) ~ o' (w) (¢'(2) — /(W)
< p(z) — p(u) ) ( (p(2) — p(u))?
pero recordemos de la Observacién (5.1
(3(@2@ — 9*(u)) )
p(2) — p(u)

—p(z+u) + p(2)

2 ) = =200+ + 60+ ol0)

que ©'"(z) = 6p*(2) — g2/2, por lo que:

N)\»—l

Z

)
( E ) = 2p(z +u) + p(2) + plw)

y como (p?(2) — p*(u)) = (p(2) + p(u))(p(z @( )) se sigue que:

) —
1 / ’ 2
2( j ﬂ;;) = ~20(= +u) + p(2) + p(u)
finalmente agrupando términos y dividiendo ambos lados entre dos obtenemos:

¥'(2) = p’(U))2

plz+u)+ p(z) + plu) = i ( p(z) — p(u)

q.e.d

Ipara ver que la férmula de adicién se puede expresar Ccomo un pohnomlo en tres variables en acorde a

la Definicién 7.1, debemos utilizar que (2) = /4p3(2) — g2p(2) — g3 ¥ ¢’ (v) = /4p3(u) — go2p(u) — g3, ¥
luego proceder de manera similar al caso la lemmscata del Ejemplo 7.2
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De nuevo haciendo una analogia con las funciones trigonométricas, recordamos que de los
teoremas de adicién se derivan las identidades del doble dngulo:

sen(2a) = 2sen(«) cos(a)
cos(2a) = cos®(a) — sen? ()
De manera similar tenemos el siguiente resultado para la funcién p:

Teorema 7.3. (Férmula de Duplicacion para p) La funcidon o de Weierstrass satisface que:

o(27) = + (Zf))) ~20(2)

con 2z & Q.

Demostracion:
Del teorema de adicién para g se sigue que:

1 (@’(2) —¢'(uw)

ozt =7 o ol

: ) oot

por lo que tomando limite cuando v — 2z de ambos lados obtenemos que:

q.e.d

Obtenemos una identidad notable para la funcién @’ que surge como corolario de desa-
rrollar las formulas de adicién de las funciones elipticas:

Teorema 7.4. La funcidn @' también se puede expresar como:

oy 0(22)
Y (Z) - 0,4(2)
Demostracion:
Del Lema 7.1 se sigue que:
p(z) —p(u)  o(z—u)o(z+u)
z—u (z —u)o?(z)o2(u)
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tomando limite cuando u — 2z de ambos lados obtenemos que:

,Z:_ima(z—u). G ))
' (2) lim (z —u) z—-uo2(2)02(u)

y como ii) de la Proposicién 6.2 implica que lim o(z — u)/(z — u) = 1, se sigue que:
zZ—U

q.e.d

El siguiente resultado muestra otro teorema de adicién para la funcién g:

Teorema 7.5. Sean z,u € C tales que z # +u (mdd Q), entonces la funcidn o de Weiers-
trass satisface la siguiente relacion algebraica:

o(2) () 1
det p(u) /() 1 ]1=0
pz+u) —p(z+u) 1
Demostracion:
Consideremos las siguientes ecuaciones con «, 8 € C :
p(2) = ap(z) +8 (7.8)
p(u) = ap(u) + 8 (7.9)

como z Z +u (méd Q) entonces p(z) # p(u), lo que implica que podemos determinar de
manera Unica a a y a 3, pues despejando « en (7.8) y sustituyendo en (7.9) obtenemos que:

o) = (92 o)+ 5

lo que implica que:

_ 9(2)p'(u) = 9'(2)p(u)
8=
p(z) — p(u)
y finalmente volviendo al despeje de o tenemos:

p(2)p'(2) — 29" (2)p(u)
p(2)(p(2) — p(u))

Ahora definamos la funcién f como sigue:
) =py) —aply) - B

es claro que f es una funcién eliptica con los mismos periodos que p y ademéas sabemos que
ord(p’,A) =3y que @’ tiene un polo triple en 0 € A, por lo tanto la funcién f tiene un polo

o =
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triple en 0, es decir que para f la suma de polos en A vale 0, i.e. s(c0) = 0, entonces por el
Teorema 3.8 tenemos que:
5(0) =0 (mdd Q)

lo que quiere decir que la suma de ceros de f en A es un periodo. As{ pues de (7.8) y (7.9)
se sigue y1 = z,y2 = u, son dos ceros no congruentes de f, por lo que si y3 € A es el tercer
cero con y3 # u,z (mdd Q) entonces:

ys=—z—u (méd Q)

es decir que en particular f(—z — u) = 0, lo que implica junto con la paridad de p y la
imparidad de g’ que:
—p(z+u) =ap(z+u) + 3 (7.10)

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones expresado en forma matricial:

p(2) ¢z) 1 vt 0
p(u) p'u) 1 vy | =10 (7.11)
plz4+u) —p'(z+u) 1 U3 0

de las ecuaciones (7.8), (7.9) y (7.10) se sigue que el vector:

(% (0%
(%] = -1
U3 B

es una solucién del sistema (7.11), pero también la solucion trivial lo es (v; = vy = vz = 0),
por lo tanto la matriz que representa el sistema es singular, es decir:

0(z) (z) 1
det p(u) ' (u) 1 ] =0.
p(z+u) —¢'(z+u) 1

q.e.d

Una aplicacién interesante del Teorema de Adicién para p es que podemos encontrar
distintas maneras de expresar los medios periodos:

Ejemplo 7.3. Cuando p(z) = p(z|a,i8) con «, 8 € R, definiendo la siguiente notacién:
pa(z) =p(z+a) pp(z) =p(z+ )  pars(z) =p(z+a+p)

del Teorema de Adicién para @ se sigue que:

ole) = ple+ ) = 1 (ZE 22— o6s) - ot
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pero como « es un medio periodo entonces p(a) =e1 y ¢’(a) = 0, por lo tanto:
2
(#'(2)
2
(9(2) —e1)

y por el Teorema 5.2, (¢'(2))? = 40°(2) — g20(2) — g3 = 4(p(2) — e1)(p(2) — €2)(p(2) — e3),
entonces tenemos que:

pal:) = § —p(2) —ex

(p(2) — e2)(p(2) — e3)
e b(e) — e
_ 9°(2) = (e2 + e3)p(2) + eaez — p*(2) +€f
p(2) — e
_ —(e2 +e3)p(2) + eses + €2
p(z) — el

pero recordemos que e1 +ea+e3 = 0, por lo tanto sumando e; p(z) —ejp(z) = 0, al numerador
obtenemos que:
e19(2) + esez + €2

p(z) —e

y de nuevo sumando —(e2 + e3)e; — € = 0, al numerador se sigue que:

Pa(z) =

e1(p(z) —e1) +ef — (e2 + es)er + eges
p(z) —er

@a(z) =

por lo que finalmente:

(e1 —e2)(e1 — e2)
p(z) — el

@a(z) =e+

y de manera analoga concluimos que:

(e2 —e1)(e2 —e3)
p(z) — ez

(e3 —e1)(ez —e2)
p(z) — e3

pp(z) =e3 + Patp(z) = €2+
Recordemos ahora la Figura 4.5, que muestra como para el caso en el que p(z) = p(z|a, i)
A es un rectangulo con vértices en 0, 2cr, 2a+2i83 y 2i5. Ademaés sabemos que g es una funcién
inyectiva en el rectdngulo con vértices en 0, o, «+if y i3 ademds recordemos que si z € (0, o
entonces p(x) € [e1,00). Luego entonces es claro que g, es una traslacién de p, y que g,
es inyectiva en el rectdngulo con vértices en a,2a,2a + iff y a + if8, y cuando z € [a,2«)
entonces p,(x) € [e1,00). Por lo tanto tomando las inversas tendremos que para t> e;

p~'(t) € (0,0] ¥ po'(t) € [0, 20)
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Pero por otro lado en el Capitulo 5 obtuvimos a I = p~!, entonces :

—1 d du
p () = y a=
/ 4u? — gou — g3 4u? — gou — g3
el

Si ahora z = p_1(t) entonces t = p,(2) = p(z + a). Asi pues de igual manera que en el
Capitulo 5, ahora deducimos que para t > eg:

p(z+a)
/ V4 3 — gou — g3 /\/ 3 —gou— g3
©(0+a)

pero como:
(e1 —ea)(er — e2)
p(2) —e1

t=p.(z) =e +
despejando a g(z) obtenemos que:

(e1 —e2)(e1 —e2)

pl) =e+ t—er

y aplicando p~! de ambos lados obtenemos:

P~ (61 n (e1 —ea)(er — 62))

t—@l

pero z = p_1(t), asi que:

o1 <61 n (e1 —e2)(er 62)) — o) /t du

t—el

sin embargo por otro lado tenemos que:

/ du

o =

VAaud — gou — g3
e1

_/ du +7 du
VAu3 — gou — g3 /v 4ud — gou — g3
=p ! (61 + (&1 —ez)(er - 62)) + o 1(t)

t—el

entonces en efecto encontramos otra manera para expresar al medio periodo o para toda
t > 1. Ademds como corolario obtenemos la expresién a = o1 (t) + o~ (¢).
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7.2. Relaciones de homogeneidad

En esta seccion introducimos una par de nuevas notaciones para la funcién p. Vimos que
la dependencia de p en los medios periodos y més tarde en los invariantes, ya que asi como un
par de medios periodos determina a los invariantes también un par de invariantes determina
a los medios periodos. Por lo tanto hasta ahora hemos denotado a la funcién p como:

p(2) = p(zlwr, ws) = p(2]92, 93)

Anadimos una tercera notacién, dados wi, w3 dos medios periodos no colineales, construimos
a 2 como el conjunto de las combinaciones lineales enteras de los periodos 2w, 2ws, asi pues
tenemos que la funcién p también queda completamente determinada por Q:

p(2) = p(2(9)

de igual manera al ser los invariantes g» y g3 determinados por los medios periodos wq,ws,
para la funcién p(z) = p(2|2) denotaremos sus invariantes como:

92 = g2(2) = ga(w1,w3) g3 = g3(Q2) = gz(w1, ws)
Veamos entonces las relaciones de homogeneidad que satisfacen p, g2 v g3:

Proposiciéon 7.1. Sea A € C*, entonces tenemos que

) p10) = 15 0(:19)

%)

z

i4) 9=\ = 150 (5

iii) g2(\Q) = %gg(ﬁ)

iv) 4502) = 1505()

Demostracion:
Tenemos que si w € AQ y w’ = w/A entonces w’ € Q, luego por la definicién de gp:

1 / 1 1
p(x\z|/\Q) = 2,2 + Z [()\z—w)Q - wQ:|

1 1 ’ 1 1 1
by <z2+ 2 [(Z_w/)z —W,QD = 129(219)



comprobando entonces i) y i¢). Ahora bien de la definicién de los invariantes se sigue que

00) =60 'L

wEAQ

1 / 1
% (6%;9 <w/A>4>
<60 Z ) 1192(9)

wGQ

y, de manera analoga

5(AQ) = 140 Z )\693(9)
wWEAQ W'
q.e.d

Las identidades anteriores, ademds de relacionar a distintas funciones p, serdn de gran
utilidad en el siguiente capitulo para probar un par de afirmaciones acerca de los invariantes
de dos funciones p que varian en sus periodos por un escalamiento dado por una A € C*.

7.3. Parciales con respecto a los periodos e invariantes

La notacion introducida en la seccién anterior sugiere analizar ahora a las funciones elipti-
cas como una funcién que depende no tunicamente de z si no que también de los medios
periodos, podremos asi obtener las parciales de dicha funcién con respecto a sus medio perio-
dos. También por otro lado veremos a los invariantes como una funcién dependiente de estos
medios periodos. A lo largo de esta seccién utilizaremos en varias ocasiones la expresién en
serie de Laurent de ciertas funciones ya conocidas, compararemos coeficientes de dicha serie
para deducir algunas propiedades, remarcando asi la importancia que tiene la expresién de
una funcién meromorfa en su serie de Laurent.

Presentamos a continuacién dos lemas que son de gran utilidad para poder calcular de
manera explicita las parciales de p(z|w1,ws) = p(z|g2, g3) con respecto a wi,ws, g2 v gs:

Lema 7.2. Sea f una funcion eliptica con periodos fundamentales 2wy y 2ws, enfatizando
la dependencia de f en los periodos tenemos que f(z) = f(z|lwi,w3) y con Q el conjunto de
periodos de f, entonces la funcion g dada por

1), 91C)

_ of ()
9(2) == Fws T - a

es una funcion eliptica con periodos dados por el conjunto €2

Demostracion:
Para facilitar los cdlculos definimos a las funciones f1, f3, f dadas como:

3f of ,_of

fl 87(4)3) y :aza

fz =
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Al ser f una funcién eliptica, si w € Q, tendremos que f(z +w) = f(z), esto es lo mismo que
si m,n € 7Z entonces:
f(z + 2mw; + 2nws) = f(2) (7.12)

considerando a f como una funcién que depende de z,w; y ws, si derivamos (7.12) con respecto
a wy obtenemos que:

f1(z 4 2mwy + 2nws) - 1+ f/'(z + 2mw; + 2nws) - 2m = f1(2) (7.13)
y si por otro lado derivamos (7.12) con respecto a w3 se sigue que:
f3(z 4 2mwy + 2nws3) - 1+ f/(z + 2mw; + 2nws) - 2n = f3(2) (7.14)
y finalmente como f’ es también eliptica se tiene que
I (z 4+ 2mw; + 2nws) = f/(2) (7.15)

al multiplicar (7.13) por wi, (7.14) por ws, (7.15) por z y sumar los resultados tendremos que
si w = 2mw; + 2nws, entonces

wifi(z +w) +wsfs(z+w) + (z+w)f (2 +w) =wi f1(2) + wsfz(z) + 2f(2)

es decir que ¢g(z + w) = g(2) YV w € Q y por ende que g es una funcién eliptica con periodos
dados por el conjunto 2 q.e.d

Lema 7.3. Sea f una funcion eliptica con periodos fundamentales 2wy y 2ws, enfatizando
la dependencia de [ en los periodos tenemos que f(z) = f(z|lw1,ws), y sea ((2) = ((2|Q) la
funcion cuasi-periddica de Weierstrass obtenida con el conjunto 2 de periodos de f, entonces
la funcion h dada por
0f(z) 0f(z)
h(z) = +
( ) & 8w1 s 8(,03
es una funcion eliptica con periodos dados por el conjunto €, donde n1 y n3 son las constantes
que satisfacen la primera relacion de Legendre.

e

Demostracion:
Recordemos que para j = 1,2,3 tenemos que ((z + 2w;) = ((z) + 2n;, con j = 2 tenfamos
que:

C(z 4 2wq) = C(z 4 2wy + 2ws) = ((2) + 2n1 + 212

asi pues por induccion se sigue que si w € {2 entonces:
C(z4+w) =C(z 4 2mwi + 2nws) = ((2) + 2mm + 2nne (7.16)

y por lo tanto usando la misma notacién que el Lema anterior para las funciones f1, f3, f’,
si ahora multiplicamos (7.13) por ny, (7.14) por 73, (7.15) por ((z) al sumar los resultados
tendremos que si w = 2mw; + 2nws, entonces:

mfi(z +w) +n3f3(z +w) + [C(2) 4+ 2mm + 2nm2] f' (2 + w) = m f1(2) + m3f3(2) + ((2) f'(2)
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y por lo obtenido en (7.16), lo anterior implica que:

mf1(z+w) +1sfs(z + w) + ((z +w) (2 + w) = mfi(z) + s fs(2) + C(2) f(2)

por lo que h(z+w) = h(z) YV w € §, es decir que h es una funcién eliptica con periodos dados
por el conjunto €2 q.e.d

Consideremos ahora el caso en el que la funcién f es la funcién p(z|wy,ws) de Weierstrass
con invariantes go = ga(w1,ws), g3 = g3(w1,ws). Usaremos los Lemas anteriores para deducir
una forma explicita para las parciales de @ con respecto a sus medios periodos y luego para
las parciales con respecto a sus invariantes. Para ello sera necesario recordar como es la serie
de Laurent de p y deducir la de (:

Recordemos que por el Teorema 5.1, la serie de Laurent de p alrededor del 0 es:

1
p(z) = +3G42% +5G2* 4 - -

1 1 1
_ 1
+20922 +28932 + (7.17)

del Corolario del Teorema 5.1 se sigue que

2
o' (2) = —— +6Giz+ 20Gez3 + - -
2 1 1
_ e b 1
1ngz+7ggz + (7.18)

Proposiciéon 7.2. La serie de Laurent para la funcion ( de Weierstrass, alrededor del 0 es
de la forma:

Demostracion:
Se sigue de la definicién de ¢, y usando la expansién (7.17) de p ya que:

cor=1-f ( )du

N

1
== ( —ggu + - > du
Z
I +-
=5 g2 14093’Z
11 1
- - _ - — ... 1
. T 0% T 1% (7.19)

q.e.d
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Parciales de g con respecto a w; y ws

Ahora bien para deducir la forma explicita de las parciales de p(z) = p(z|wy,ws) con
respecto a sus medios periodos, notemos que por un lado gracias al Lema 7.2 tenemos que la

funcién g dada por
9p(2) 9p(2)

g(z) = wq oo + w3 Doos + 20 (2)

es una funcién eliptica con los mismos periodos que p. Mientras que por otro lado utilizando
(7.17) y (7.18) se deduce que:

Op(z) 1 9092 o 1 0g3 4
e Y\ 0007 T8 T

0p(z) _ (1392 z+1693z4+...>

Y3 g 20 Doz - 28 ws
20'(2) = 2 —3 1 z+1 23 4
£ = 1092 795

por lo que sumando las tres dltimas ecuaciones tenemos que:

=2 wy 0go w3z 0go 9 w1 0gs w3 Ogs3 A
g(z)_22+<208w1+208w3+ S 28w1+28w3+7g *

s, (1 +p1<z>) (7.20)
—_——
p(2)

donde p;(z) es una funcién analitica con un cero en z = 0. Ahora bien al ser g una funcién
eliptica con los mismos periodos que p se sigue que también p lo es, ademés notamos que
como la funcién tiene los mismos polos que p en A y por lo tanto en todo C entonces p/p es
una funcién eliptica entera, es decir que gracias al Teorema 3.5 (Primer Teorema de Liouville)
es constante y por ende existe una constante C' tal que:

p(2) = Cp(2)

para calcular C' recordamos que por la serie de Laurent de g, se tiene que 11'1% 22p(2) =1,
z—

mientras que

1
lim 2%p(2) = C lim 2?p(z) = C lim 2* (22 +p1(2)) = Clgn}) (14 2°p1(z)) =C-1

z—0 z—0 z—0
luego entonces C' = 1, lo que implica que p(z) = p(z) por lo que g(z) = —2p(z), es decir:

Jdp(z) Ip(2)

w1 Do, + w3 D +20'(2) = —2p(z) (7.21)
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Similarmente, por una parte gracias al Lema 7.3 tenemos que la funcién h dada por

_ . Op(2) Ip(2)
n 8w1 3 80.}3

+¢(2)¢'(2)

es una funcion eliptica con los mismos periodos de . Por otra parte gracias a las expansiones
(7.17), (7.18) y (7.19) tenemos que:

8@(2) o 1 agg 2 1 6‘g3 4
m o =N 208w12 +28w12 +

9p(2) (1392Z2+189324+...>

3 0ws P\ 200ws - | 28 ws
11 1 2 1 1
/ f— — e — 3—7 5—-.. —_—— — -_— 3 .« ..
@0!(2) = (2= s’ = g =+ ) (-5 + e+ S+ )
_ 3_’_2 +E 2_|_
T AT g R T g%

entonces al sumar las tres ecuaciones anteriores obtenemos que:

2 2 11 n 0g2 | n3 092 2
W)= 22 I mIg 1309 7.22
() =—Z3+ 502+ (7093 20w 200w ) T (7:22)

ademds de (7.18) se sigue que alrededor del 0,

6 1 3
1 _ - e 2 .
p'(2) = Y TR
lo que implica que:
1, 2 1 1,
3® (2) = A + 3092 + 7937 +

y por lo tanto obtenemos que:

1, 1
h(z) + 29" (2) = 292 +

3 6 3+ —— +

3 0 0
3 mOm mOp)
10 20 (%Jl 20 &ug
Sin embargo al ser h(z) y p”(z)/3 funciones elipticas con los mismos periodos, tenemos que la
suma también lo es, pero el lado derecho de la ecuacién anterior muestra que la suma no tiene
polos alrededor del 0, y es por lo tanto, debido al Teorema 3.5 (Primer Teorema de Liouville),
es una funcidn eliptica constante. Al evaluar en z = 0, obtenemos que dicha constante es g2/6
y por lo tanto tendremos que h(z) = —p"(2) + g2/6, recordando que g (z) = 6p*(2) — g2/2
si sigue que h(z) = —2p%(2) + g2/3, es decir:
. 9p(z) Ip(z)

/ _ 2 1
g P T R () = —267(2) + 50 (7.23)
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asf finalmente al unir la ecuacién (7.21) y (7.23) tenemos que

Ip(z) ,  Op(x) _ 0y
R A s N 29'(2) = 29(2) (7.24)
00() | 00(2) ]
Mg T, = C(2)9(2) —207(2) + 300 (7.25)
o bien expresado en forma matricial:
9p(z)
Wi s Owq —20'(2) — 2p(2)
moons 9p(2) —((2)¢(2) = 20°(2) + 392
ng

y notemos que el sistema anterior tiene solucién ya que gracias a la primera relacién de
Legendre se tiene que:

w1 W3 T
det = w3 — wsn1 = 751' #0
mo M3

Por lo que tenemos ya probado el siguiente resultado

Teorema 7.6. Sea z € C\Q y p(z) = p(2|Q), entonces si ((z) = ((2|Q) es la funcion
cuasi-periodica de Weierstrass, tenemos que las parciales de o en z con respecto a los medios
periodos wy y ws estdn dadas por:

Ip(2) )
Owr Wi ws —2¢'(2) — 2p(2)
dp(z) mo s —((2)9/(2) — 20%(2) + 392
80.)3

Parciales de g con respecto a g, y g,

Obtendremos el correspondiente al Teorema anterior para las parciales con respecto a
los invariantes. Recordemos que por la naturaleza de los invariantes, estos determinan a la
funcién p(z) = p(z|g2,93) de manera unica, donde cada invariante depende de los medios
periodos, es decir go = g2(w1,ws), 93 = g3(w1,ws). También vimos que dichos invariantes
deben satisfacer que gi — 2793 # 0 pues de lo contrario las raices de la ecuacién diferencial
no serfan distintas. Comencemos entonces por calcular las parciales de los invariantes con
respecto a sus medios periodos. Para esto recordemos que en la ecuacién (7.20) definimos a
una funcién p que resulto ser p. De la misma ecuacién (7.20) se deduce que la serie de Laurent
para la funcién p alrededor del 0 es de la forma:

-2 w1 092 | w3 Jgo w1 dg3 | w3 Og3
—op(x) = —— 4 (LZ92 8 T92 2 L3293 e (726
p(e) =7+ (20 Doy 200wy |1 92 s Tasw T 793 (7.26)
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mientras que multimplicando (7.17) por —2 tenemos que:

2 1 1
-2 = = —ge2® — —g32t +--- 7.27
p(z) = ——5 = 792 — g% + (7.27)
luego entonces como —2p(z) = —2¢(z), comparando los coeficientes de z? en las ecuaciones
(7.26) y (7.27) obtenemos:
w dgp wsOga L 1
20 dwy | 20 9wy | 10927 107
agrupando términos y multiplicando por 20 se sigue que:
992 992
- =4 7.28
w1 8w1 Tws 8w3 92 ( )

De forma anéloga pero ahora comparando comparando los coeficientes de z* en las ecuaciones
(7.26) y (7.27), al agrupar y simplificar obtenemos que:

0 0
wl% —|—OJ3£ = _6g3 (729)

1 w3
De manera similar, como vimos que la serie de Laurent para la funcién h estd dada por la
ecuacién (7.22) y ademés tenemos que h(z) = —2p%(2) + g2/3, usando (7.17) se deduce que:
2

1 1 1
—20°(2) + 592 i + 592 - ?9332 +o (7.30)

por lo que al comparar los coeficientes de 22 en las ecuaciones (7.22) y (7.30) tendremos que:

1 mop mlp 1
707 T 200w, | 200ws 79

y de nuevo al agrupar y multiplicar por 20 se sigue que:

ng 692
——+m—=-6 7.31
m o 3 X 93 ( )
ahora bien buscamos compararlos coeficientes de 2% en las ecuaciones (7.22) y (7.30), sin
embargo notamos que en nuestras expansiones no incluimos los terminos necesarios para
poder hacer la comparacién. Esto sucede porque falta agregar un término més a la expansién
de (7.17), no se agregé de un principio pues vuelve todas las cuentas pasadas mucho més
tediosas. Se puede comprobar comparando la expansién de 6p*(2) — g2/2 con la de p'(2),
que el siguiente termino en (7.17) es equivalente a (g2/1200)z°, luego entonces agregando los
términos faltantes a las demés expansiones concluimos que al comparar coeficientes de z* en
las ecuaciones (7.22) y (7.30), agrupando y simplificando se obtiene:
993 dgs3 L,
e = = 7.32
m o 713 D 392 ( )
Usamos las ecuaciones (7.28), (7.29), (7.31) y (7.32) para probar el siguiente Lema, que
nos llevara a deducir el problema de las parciales de p con respecto a sus invariantes:
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Lema 7.4. Sea f una funcidn que depende de los medios periodos w1 y ws, y por ende depende
implicitamente de los invariantes gs(w1,ws), gs(w1,ws), entonces tendremos que:

D WO (3,20) 4, 900))

8 w1 8 w3 893
af(z) of(z) _ 1 f(2) | 2 ,0f(z)
m 9, + 73 dws 2 12g3 90 + 39275 s

Demostracion:
Usando (7.28) y (7.29) notamos que

3]"( ) af( ) 0f(z) g2 9f(z) g3 0f(z) 092 0f(2) g3
" 0w, e ? s _W1<592 37&114— 993 3w1>+w3(392 aTJ3+ g3 Bw3>
_0f(») ( %92 892) N of(2) ( 995 893)

892 893 w1 w3

8 W1 8w3
_0f(z)
B 992 (=4

ga) + 801:9(? (—6g3)

(10226 10,2

de manera anéloga si usamos (7.31) y (7.32) concluimos que

8f( ) 0f(z) _ 1 0f(z) 2 ,0f(2)
aw +773 8&)3 o 2 1293 892 + 392 893
q.e.d
Por lo tanto si f(z) = p(z]g2,93), €l Lema anterior nos dice que:
Ip(2) Ip(z) 9p(2) Ip(2)
1 Ow1 s Ows 492 092 695 093
dp(z) Op(z) _ 1 Ip(z) | 2 ,00(2)
= (129,222 4 2
n Owy s Ows 2 93 892 + 392 893

si usamos lo obtenido en (7.24) y (7.25), entonces lo anterior es:

2/ (2) — 20(2) = (49 a§(2)+6 aag(:)>

_C(Z)@l(z) _ 2@2(2) + 592 = —5 (1293 8;22) + ggg g;j))

o equivalentemente

dp(z) Op(z)
4927892 + 693 9gs 29" (2) + 2p(2)

9p(z) | 2 ,0p(2)
092 +392 0g3

1295 = 2()¢/(2) +167(2) — 50
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y al expresarlo en forma matricial esto es:

lon 6 9p(2)
g2 g3 9o 20/ (2) + 20(2)
2 =
1295 a5 ) | 20(2) 2(2)¢/(2) + 467() — 295
993

y resulta que el sistema anterior tiene solucién, ya que gracias a que g3 — 27¢3 # 0, tenemos
que:

8
det = —gs — 72935 =
2, 3
12g; 392

Wl oo

(95 —27g3) #0

luego entonces queda finalmente demostrado el siguiente Teorema:

Teorema 7.7. Sea z € C\Q y p(2) = p(2|Q) = p(z|g2, g3), entonces si ((z) = ((2|Q) es la
funcion cuasi-periodica de Weierstrass, tenemos que las parciales de p en z con respecto a
los invariantes go = g2(2) y g3 = g3(Q) estdn dadas por:

0p(z) 4 6 -1
dgo g2 93 2/ (2) + 2p(z)
- 2
Ip(2) 12g3 593 20(2)¢/ (2) + 49 (2) — 292
d93
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Capitulo 8

La Funcion Lemniscata en C

En el Capitulo 2 trabajamos con la funcién lemniscata:
e R—[-1,1],

vimos que es una funcién simplemente peridédica con periodo fundamental 2zo. El objetivo
ahora es extender esta funcién a una de variable compleja, veremos que al extender dicha
funcién a C, tendremos que ; es una funcion eliptica, por lo que apelaremos a conceptos ya
tratados de las funciones meromorfas y doblemente periédicas.

Ademds para mantener sintonia con lo visto para la funcién lemniscata en R, enunciaremos
el Teorema de Abel para la construccién de puntos en la lemniscata con regla y compads, cuya
demostracion depende fuertemente del analisis de ¢; en C.

Para concluir este trabajo, al ser ¢; una funcién eliptica, podremos relacionarla con la
funcién p de Weierstrass, englobando asi todos los temas tratados a lo largo del texto.

8.1. Extension de ¢; a C

Comencemos entonces por extender el dominio de la funcién lemniscata a los niimeros
complejos, para ello nos preguntamos en primera instancia que sucede cuando evaluamos a
(; en un nimero imaginario puro, es decir en iy con y € R. El primer matematico en hacerlo

fue Abel, quien sugirié que si y € R entonces:

eu(iy) = ivi(y) (8.1)

lo anterior estd motivado por la definicién de ¢;, ya que recordemos que ¢(y) = r si y sélo si:

[ 1
= [ ——dt
.
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luego multiplicando ambos lados por ¢ y utilizando v = ¢t como un cambio de variable no del
todo justificado (pues no es usual evaluar una integral en un intervalo no real) se sigue que:

r 1 ir 1
=i | ——=dt = | ——=du
Y 0/ V1-—tt 0/ V1—ut

lo que implica que p(iy) = ir = ip(y), tal como lo defini6 Abel. Por lo tanto si derivamos
tendremos que:

o1 (1y) = ¢i(y) (8:2)

Si ahora consideramos z € C tenemos que z = x+iy con x,y € R, por lo tanto por el Teorema
2.3 (Teorema de Adicién para ;) se sigue que:

ei(2) ) (1Y) + piliy) e ()
1+ ¢ (x)¢7 (iy)

oi(2) = iz +iy) =

Si utilizamos las ecuaciones (8.1) y (8.2) en la ecuacién anterior, obtenemos la motivacién
adecuada para dar una definicion rigurosa para la lemniscata compleja:

Definicion 8.1. Definimos a la funcion lemniscata en C como la funcion de variable
compleja dada por:
o1(@) e (y) + ivi(y)e)()

1— (@) (y)

pi(z) =
para z =x+1iy € C con x,y € R

Observacién 8.1. Notamos que las ecuaciones (8.1) y (8.2), que de manera “informal”
motivaron la definicién, son ahora una consecuencia directa de ésta.

Teorema 8.1. La funcion lemniscata compleja es una funcion meromorfa en C, ademds el
conjunto:

P = {(m +in) % :m,n € Z\ {0} y son z'mpares}
representa el conjunto de polos de dicha funcion.

Demostracion:
Se sigue de la Definicién 8.1 que ¢; no esta definida en z = x + iy € C cuando

i (x)ef(y) =1 (8.3)

como 7 (), p7(y) < 1 basta ver donde ¢?(z) = ¢?(y) = 1 para que (8.3) se cumpla, pero al
ser ¢; una funcién simplemente periddica en R con periodo 2w, y como bien sabemos (desde
el andlisis de ¢; en R ) que ¢;(w/2) = ¢;(3w/2) = 1 entonces para toda ki, ke € Z:

w 3w

144



y ademas sabemos estos son los 1inicos valores la distancia polar vale uno, de donde se sigue

que :
kw
” (2) -

siy sélo si k € Z\ {0} y es impar, y por lo tanto tenemos que la ecuacién (8.3) se satisface si
y sblo si x = mw/2,y = nw/2 con m,n € Z\ {0} e impares, es decir si y sélo si z € P;. Por
lo tanto ¢; no esta definida en P;. Entonces para ver que ¢; es meromorfa en C veremos que
es analitica en C\P,, gracias al Teorema B.13 del Apéndice B, basta probar que la funcién
lemniscata satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann para toda z ¢ P;. Sea z ¢ P, entonces
tenemos que:

or(z) = pi(@)e1(y) + iei(y) e (x)
1 — ¢} (x)¢f (y)
__w@al) . awe)
L= (@)ei(y) 11— i (@)ef(y)

= u(z,y) + iv(z,y)

Luego al calcular las parciales de u con respecto a x y de v con respecto a y notamos que:

du _ [1 - ol @)ei )] wi(@)ei ) + 2l (@)l (1)) 21 (2) o) ()97 (1)

Oz (1— G} (@)} (y))’
_ [l @ei W] vi@)ei) + 2[a)el(@)] oWl v)ef (@) _ dv
(1 - @2 ()3 (y))° dy

Asi por un lado se satisface la primera ecuacién de Cauchy-Riemann. Por otro lado recordando
que por el Teorema 2.2 tenemos que (¢](s))? =1 — ¢} (s) y que por la Proposicién 2.3 iv) se
tiene que ¢} (s) = —2¢3(s), entonces al calcular la parcial de u con respecto a y:

du  [1-@}@)p)] ei@)e) v) + 2[a@)e )] (@) e (1) el (v)
dy < A
2 (e} (x)ei(y) — wi(x)e} (y))
(1 — @} (@)} (y >>2

mientras que para la parcial de v con respecto a x tendremos :

1 - @ @)ei )] er)e] (@) + 2 [p(w) o) (@)] ei(@) () 7 (y)
Oz (1 - P (@)} ()
2 (@)} (v) — 7 () u(y))
(1= ¢ (@)} ()

Por lo que se satisfacen ambas ecuaciones de Cauchy-Riemann, y por ende ¢; es analitica en
C\ P, luego entonces ¢; es meromorfa en C con polos dados por el conjunto F. q.e.d
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Presentamos a continuacién dos lemas que nos ayudaran a probar que ¢; es una funcién
eliptica, y que ademas por si solos son resultados importantes para el analisis de ¢; en C:

Lema 8.1. Sean z,w € C tales que z,w,z + w ¢ Pj, entonces la férmula de adicién de la
funcidn lemniscata compleja es la misma que para el caso real, es decir:

L) = 2EEw) + pi(w)ey(2)
Pzt ) = e R (w)

Demostracion:
Definamos a la funcién h : C2 — C dada por:

L alaed) + awel(e)
Mz = e et (w)

fijemos zy € Ry definamos a las funciones f1, g1 como f1(w) = ¢(xg+w) y g1(w) = h(zg, w).
Claramente f; es analitica en C\(—xo + F;) mientras que g; lo es en C\ P,. En particular por
la férmula de adicién de la lemniscata real se sigue que si w € R entonces:

fi(w) = pi(xo + w) = h(zo, w) = g1(w)

por lo tanto f; y g1 coinciden en R, sin embargo, como R tiene un punto de acumulacién en
el conjunto en donde estdn definidas tanto fi como g1 (ya que R’ = R), se sigue entonces del
Teorema B.1 (Unicidad Global), del Apéndice B, que f;(w) = ¢1(w) para cualquier w € C
donde f1 y ¢1 sean analiticas, como xg € R fue arbitraria esto implica que siz € Ry w € C\ P,
son tales que = + w ¢ P}, entonces:

oi(z 4+ w) = h(z,w) (8.4)

ahora fijemos wy € C\P, y definimos a las funciones fs, g2, dadas por fao(z) = ¢i(z + wp) y
g2(z) = h(z,wo). Entonces f; es analitica en C\(—wqo + P;) y g2 lo es en C\ P,. Ahora gracias
a la ecuacién (8.4), si z € R es tal que z + wy ¢ P, entonces

f2(2) = @i(z +wo) = h(z,wo) = g2(2)

es decir que fa y g2 coinciden en E = {x e R: x4+ wo & P} y como E tiene un punto
de acumulacién en el conjunto en donde estan definidas tanto fo como go, el Teorema B.1
(Unicidad Global) implica que si z € C\ P, es tal que z 4+ wg € P; entoncesf2(z) = g1(2), pero
como elegimos a wg € C\P, de manera arbitraria entonces concluimos que si z,w € C\ P,
tales que z + w ¢ Pj, entonces

vi(z +w) = h(z,w) V¥ z,w € C\P,
es decir que si z,w, z + w € C\ P, entonces

pu(2) i (w) + o1 (w)epi(2)
1+ 7 (2)¢f (w)

oi(z +w) =

q.e.d
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Lema 8.2. Sea z € C\P, y m,n € Z entonces se cumple que:
pi(z + (m+in)w) = (=1)""py(2)
siempre que z + (m +in)w ¢ P,

Demostracion:

Recordemos que ¢j(z) = +4/1 — ¢} (z) cuando = € R, como ademds tenemos que ¢; es
creciente en [0, w/2) y decreciente en [ww/2, w], entonces tenemos los siguientes valores para
la funcién lemniscata real y su derivada:

—

EEEIOIFON

0 0 1
w/2 1 0
w 0 -1
3w /2 -1 0

y ademds de la Definicién 8.1 se sigue que ¢;(iz) = iw;(z) y que ¢}(iz) = ¢;(2), usando ésto,
la tabla anterior y el hecho de que ¢;(s) = 0 siempre que s sea un multiplo de @, obtenemos
que sim € Z:

)
)

lo anterior junto con la féormula de adicién, que es valida en C por el Lema 8.1, implica que
si z € C\ P, entonces si:

pi(mw) = ¢i(imw) = 0
pi(mm) = gi(imw) = (=1)™

m
m

y de manera andloga obtenemos que ¢;(z + imw) = (—1)"¢;(z). Por lo tanto si m,n € C
tendremos que:

o1z + (m+in)w) = p;(z + mw + inw)
= (=1)"pi(z + mw)
= (=)™ "pu(2)

q.e.d

Teorema 8.2. La funcion lemniscata compleja es una funcion doblemente periddica con
periodos fundamentales dados por:

2w =(1—-i)w y 2ws=(1+1i)w
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Demostracion:
Notemos primero que (1 — ¢)w, (1 + #)w son no colineales, ya que:

(1-d)w .
Jm|——— ) =Om(—i)=—-1#0
m<(1+i)w m (=) 7
Luego tenemos que (1 — i)z, (1 4 i)w en efecto son periodos que ¢;, ya que del Lema 8.2 se
sigue que:
pi(z+ (1= )w) = (=1)%i(2) = ¢u(2)
ez + 1+ i) = (=1)*@u(2) = wi(2)

Para ver que en efecto son periodos fundamentales, en primer lugar definimos al conjunto
como:
Y={m(l-i)w+nl+i)w:m,neZ}

y notamos que también podemos expresar a ); como:
QY ={(m+in)w:m+n=0 (mdd 2)}

Veamos que cualquier periodo pertenece a {);, sea entonces w un periodo de ¢y, si ademas
p € P, es un polo de ¢;, sabemos (desde el Capitulo 1) que también w + p € P, por lo tanto
tendremos que existen my,n1, ma, no enteros impares tales que:

) w . w
p:(m1+m1)§ w+p:(m2+m2)§
lo que implica que:
. w
w= ((ma —mq) +i(n2 —n1)) 5}

pero como (mg —my) y (ng — ny) son pares, existen kq, ke € Z tal que:

w= (k1 +ike) @
y al ser w un periodo de ¢; por un lado tenemos que:

ei(z +w) = @i(2)
y por otro lado, por el Lema 8.2

pi(z 4+ w) = (1)1 F2(z)

por lo que 1 = (—1)*1+F2 es decir que ky + ke =0 (méd 2), lo que implica que w € €, y por
ende que en efecto (1 —4)w y (1+44)w, son un par de periodos fundamentales de ;. Ademés
tenemos que ); es el conjunto de todos los periodos de ¢;. q.e.d

Por lo que finalmente queda demostrado el siguiente resultado:

Corolario. (De los Teoremas 8.1 y 8.2) La funcidn lemniscata compleja es una funcion
eliptica con periodos fundamentales (1 —i)w y (1 +1i)w
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8.2. El Teorema de Abel

Llego el momento de pagar una deuda al lector. Cuando trabajamos con la funcién lemnis-
cata en R, el objetivo principal era saber para cuales nimeros naturales n era posible dividir
la longitud de arco de la lemniscata en n segmentos iguales usando regla y compés. Logramos
probar casos particulares por medio de ejemplos (n = 5,6,8) sin embargo no tenfamos las
herramientas para proponer una n en general. Incluso para probar el Teorema 2.4 (ver pigina
34) recurrimos a introducir, sin justificacién alguna, a los ndmeros complejos, como ahora
estamos analizando a ; en C, veamos, con el siguiente ejemplo, por qué fue que usamos a
los complejos en dicha demostracién:

Ejemplo 8.1. Asi como obtuvimos en el Teorema 2.5 un par de férmulas para calcular
pi(mz) cuando m € N, estas férmulas se pueden extender para p;(mz), cuando m = a + ib,
con a,b € Z, por ejemplo si m = 1 + ¢, entonces:

_ u(2)p(iz) + @i(iz) ey (2)
14 7 (2)p7 (i)
(1 +0)pi(2)e(2)
1—¢f(2)
usando que la identidad ¢}?(2) = 1 — ¢}(2) es vélida para z € C (ésto se puede verificar de
manera similar a la prueba del Lema 8.1, es decir usando el Teorema B.1), se sigue que:

(1+0)%7 ()0 (2) _ 2ipi(2)

ei((1+41)2)

2 .
@i ((1+1i)z) = o)’ -9 (8.5)
y de manera analoga obtenemos que cuando m = 1 — i, entonces:
2 . —2ip (2)
A1 -0)2) = T o (36)
pero recordando que en el Teorema 2.4, tenfamos que
Zo
o = ¢y (?) y 1= ¢i(x0)

sea z = ¢; ((1+14)%), entonces (8.5) implica que:

Cl-pi(%) 113

2 _ 2097 (F) 2irg
Q

tal cual como se propuso antes sin justificacién alguna. Ademds usando (8.5) y el hecho que
2= (1—-14)(1+1), se sigue de manera inmediata que:

@) =20 (L +0)%)  —2iz? (8.7)
2/ 1-¢f (Q+i)%) 1-—2* '
mientras que anteriormente tuvimos que realizar varias manipulaciones algebraicas para ve-
rificar la igualdad (8.7), y dicha igualdad fue indispensable para la prueba del Teorema.

r? = i(wo) = (1= (1 +1)
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El ejemplo anterior muestra como la funcién lemniscata compleja proporciona herramien-
tas para probar resultados acerca de la divisién de la longitud de arco de la lemniscata. De
hecho, matematicos como Abel y Gauss fueron pioneros en la extension de ¢; a C, cuando
buscaron establecer para que n en general era posible la division.

Como notamos en el Ejemplo 2.3, las raices de los polinomios de la division de la Pro-
posicién 2.5 juegan un papel importante para determinar si los puntos de la divisién en n
partes son construibles, pero al tener dichos polinomios un grado “grande” esto sugiere que
tendra varias raices complejas, y el analisis de dichas raices complejas requiere, por su puesto,
un total conocimiento de la funcién eliptica ¢;.

Fue Abel quien, usando en parte resultados aqui presentados y herramientas de Algebra
Moderna, logré probar que la division de la lemniscata usando regla y compas es analoga a
la de la circunferencia (es decir la construccién de poligonos regulares, probado por Gauss
a finales del siglo XVIII), dicho resultado no nos debe sorprender, ya que hemos observado,
en multiples ocasiones, el gran parecido que guardan la funcién trigonométrica seno con ;.
Enunciamos a continuacién el Teorema de Abel y aunque lo que hemos presentado hasta ahora
es esencial para una demostracién, no desarrollamos las herramientas del Algebra necesarias
para completar una prueba ([24], [8]) :

Teorema 8.3. (Abel 1826) Sea n € N. Son equivalentes:

i) Es posible construir la division en n partes iguales de la longitud de arco de lemniscata
usando regla y compds.

i) ¢ (27“) es construible.

i) n es de la forma:
n=2"p - p,

con k,s € NU{0}, donde p1---ps son distintos niimeros primos de Fermat (es decir
primos de la formap=22"+1 conm €N )

8.3. Relacion entre ¢, y e

Finamente, explotaremos el hecho obtenido por el Corolario de los Teoremas 8.1 y 8.2,
es decir que ; es una funcién eliptica. Al ser eliptica, podemos ahora dar més propiedades
basadas en lo que ya sabemos de las funciones elipticas. Veamos por ejemplo el paralelogramo
fundamental de ¢y, el cual, para mantener congruencia con las notaciones utilizadas a lo largo
del texto con las de este capitulo, denotaremos como A, (Figura 8.1 )

Definamos el conjunto:
Cr={(m+in)w:m,n €’}
luego entonces si ¢ € C) tendremos que, gracias al Lema 8.2:
i ((m+in)w) = (1) "gi(w) = (-1)"" - 0=0
¢i(c) = @) (m +in)w) = (1) "pj(w) = (=1)"" - (=1) # 0

®
—
)
~
|
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it O polos
® ceros

N

Figura 8.1: A,

por lo tanto ¢ es un cero simple de ¢y, se sigue que C] es el conjunto de ceros de ¢; y que son
todos ceros simples. En particular A; N C; = {0, @}, por lo que tenemos:

O’I"d((pl, Al) =2

Al ser ¢; una funcién eliptica de orden 2, sabemos que en A; tendrd a lo mas dos polos
simples 6 uno doble, como sabemos que P, es el conjunto de polos de ¢;, y también notamos
que A;N P ={(1—1)w/2,(1+i)w/2}, por lo que los polos son todos simples. En la Figura
8.1 los polos contenidos en A; estdn senalados con los cuadrados vacios ([0), mientras que
los dos ceros corresponden a los cuadrados llenos (M) situados en el origen y al centro del
paralelogramo.

Ahora por otro lado es claro que ¢] es también una funcién eliptica con los mismos
periodos fundamentales que ¢;. Ademds a lo largo del texto apreciamos que las funciones
p, 9 de Weierstrass son de vital importancia para expresar cualquier otra funcién eliptica.
Veremos en esta seccién la relacién que tienen ¢; y ¢) con las funciones de Weierestras.
Comencemos con una relacién notable para w, seguida de dos lemas que seran de gran
utilidad mas adelante:

Lema 8.3. Una manera distinta de definir a w es:

oo

du
w=2 | ——}
/ Vaud — 4u

1
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Demostracion:
Recordemos que:

1
/ V1i—rt
0

con el cambio de variable r = 1/y/u, tenemos que si r — 0 entonces u — oo, si r — 1 resulta

que v — 1, y como :
du

&= =5

se sigue que:

2

w

2us/2 <wa>4

2

4u3

/-
[

q.e.d

Observacién 8.2. (Notacién) Recordemos que si 2 = {2mw; + 2nws : m,n € Z}, para en-
fatizar la dependencia de los invariantes de p(z|wi,ws) en los medios periodos denotamos:
92 = 92(Q) = g2 (w1, w3) 93 = 93(Q) = ga(w1,ws)
asi para una misma funcién p tenemos ya tres distintas notaciones:
p(2) = p(2|) = p(z[w1, w3) = p(292, 93)
Lema 8.4. Sea A = {mw + inw : m,n € Z}, si go =4 y g3 = 0, entonces:
p(z|A) = p(2g2, 93)

notemos que en este caso los medios periodos corresponden a w/2 y a iw/2, y tendremos que:

Demostracion:
Como go = 4y g3 = 0, satisfacen que g3 — 27g3 = 64 > 0 entonces del Teorema 5.4, se sigue
que existen medios periodos «, i3, tales que la integral:

y
B / du
B 4ud — 4u
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es la inversa de la funcién p(z|a,i8), y ademés vimos que « y 3 estardan dados por:

7 du 3 7 du
o = — = — e
VAaud — 4u vV —=4u3 + 4u

donde e; > ey > e3 corresponden a las tres raices distintas del polinomio 4u® — 4u, es decir
que e; = 1,e5 = 0,e3 = —1. Lo que implica que @ =  y ademds por el Lema 8.3 tenemos
que 2a = w. De donde se sigue que medios periodos la inversa de I(y) son w/2 y iw/2, por
lo tanto:
p(2[A) = p(z]92, g3)
q.e.d

Lema 8.5. Sea ; el conjunto de periodos de @y, entonces si A es como en el Lema anterior,
sucede que:
(1+14)
2

QG =A

mds aun tendremos que:
92() = -1 g3(84) =0

Demostracion:
1+ 1+
( ;z)ﬂl = ( ;_Z) {m(l-Dw+n(l+i)w:m,n €L}
_ {Mwmw—f—wwnw:m,nEZ}
2 2
= {mw +inw : m,n € Z}
=A

ahora bien por el lema anterior sabemos que g2(A) = 4, esto implica que por las relacién de
homogeneidad para go vista en la Proposicién 7.1, si tomamos a A = (1 +7)/2, entonces:

= g2(AMY)
1
= ﬁ92(91)
24
= ———g2(Q
i Z,)492( 1)
16
= j492(Ql) = —4g2(f%)
es decir que —4g2(£2;) = 4 y por lo tanto que ¢g2(;) = —1. De forma andloga ahora por la
relacién homogeneidad para g3, como g3(A) = 0, concluimos que entonces g3(€;) = 0. q.e.d
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Observacién 8.3. Una observacién notable de los Lemas 8.4 y 8.5, es que obtenemos con
gran facilidad el valor exacto de cuatro series de Eisenstein, pues como g2(A) = 4, g2() = —1
y g3(A) = g3(Q1) = 0 se sigue que :

11 1 11 -1 11 11
— =, —=—y i — =0
u;\ wt 15 wgl wt 60 u;\ wb wgl wb

invitamos al lector a tratar de calcular esto de manera directa y aseguramos que desistira pron-
to. Otras manera de calcular series de Eisenstein de este estilo son usadas por Adolf Hurwitz
en [14] y por Michael Rosen en [24], aunque se basan fuertemente en propiedades de ¢; que
se prueban con la teoria de las funciones elipticas desarrollada por Jacobi, la cual omitimos
por completo en este trabajo.

Los tres lemas anteriores, ademéas de ser resultados muy interesantes, nos ayudan a pro-
bar este teorema final, que da un cierre elegante a este trabajo estableciendo las siguientes
relaciones:

Teorema 8.4. Sea p(z) = p(2|$4), la funcion eliptica de Weierstrass con los mismos periodos
fundamentales que @, (es decir (1 —i)w y (14 i)w) entonces:
40%(z) — 1
/ = -

Demostracion:

Sabemos que ¢; es una funcién eliptica con periodos fundamentales (1 —i)w y (1 +i)w, que
Q; es el conjunto de todos los periodos de ¢, todos sus polos son simples y estan dados por
el conjunto:

w
P = {(m +in) 5 i Mm,7nson impares}
y lo ceros, todos simples también, estan dados por el conjunto:
Cr={(m+in)w:m,n €L}

los polos y ceros dentro del paralelogramo fundamental A; estan ejemplificados en la Figura
8.1. Es claro que en este caso A; también es el paralelogramo fundamental de las funciones
elipticas p y ' y por lo tanto lo es también para la funcién eliptica p/¢’.

Para analizar los polos y ceros de p/p’ en A, | los analizaremos por separado para p y
©’. En el caso de p sabemos que el unico polo en A; es el 0 y de ademds es doble, para ver
los ceros notemos que gracias al Lema 8.5 g2(€;) = g2 = =1y g3(Q;) = g3 = 0, por lo que
tenemos que g — 27g2 = —1 < 0, y por lo tanto como p(z|€;) = p(z|g2, g3), por el Teorema
5.5, se sigue que como en este caso los medios periodos son de la forma a F ia con o = w/2,
entonces:

7 du

a=w= | ——
/ Vaud +u
es
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donde ey es la tinica raiz real de 4u® 4 u, es decir que ey = 0, y por lo tanto:

T od
u —1
w / o0
aplicando p de ambos lados obtenemos que p(w) = 0, por lo tanto w es un cero de p, como
w es el centro de A; se sigue del Teorema 4.6 (sobre la simetria en el paralelogramo) que es
un cero doble. Luego entonces como ord(p, A) = 2 tenemos en la Figura 8.2 (a) representados
a todos los polos y ceros de p en A,;.

Es mucho més sencillo el caso de g’, ya que de igual forma sabemos que el tinico polo
en A; es el 0y que éste es de multiplicidad tres, ademés ya vimos que los tres ceros de ¢’
en A; son los medios periodos, que en este caso son (1 —i)w/2,w y (1 + i)w/2, esto queda
representado por la Figura 8.2 (b):

N /’ N /’ D
YA . v o polos YA . o . polos
S H ceros S ceros
iww X (1+i) @ i < (1+i) T
N N
Y N
N N
N . N
N o AN .
\ 4 N o
AN 7’ AN 7’
\\ . \\ L
. .
N AN 7 N N 7
\\\ N /// \\\ \\ ///

N N _ N N >
- = P > —L = o >
/20 /2
’ e \\ e e \\

e \\ e \\
L \\ L \\
7 AN , .
z N z s
7 N 7
7 7
// //
-t X (1-)w -t X (1-1)T0
// \\ // \\
/
(a) p(z|<) (b) ¢’ (zI€)

Figura 8.2: Polos y Ceros en 4

Luego entonces, al analizar las singularidades de g y ', tendremos que la funcién eliptica
p/¢’ tiene un polo simple en (1 —4)ww/2 y otro en (1 + i) /2, ya que estos dos representan
ceros del denominador. Sin embargo como t representa un cero doble del numerador (p) y
uno simple del denominador ('), entonces w es un cero simple del cociente. Similarmente al
ser 0 un polo doble del numerador y uno triple del denominador, tenemos que 0 es un cero
simple del cociente (esto se verifica de inmediato utilizando la serie de Laurent).

Asf pues tenemos que los polos y ceros de o/’ en A; estan representados por la Figura
8.1, es decir que coinciden con los de ¢; y por lo tanto, por la doble periodicidad de ambas
funciones, tenemos que los ceros y polos de p/’ v ¢; coinciden y estdn representados por
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los conjuntos C; y P, respectivamente. Entonces por el Teorema 3.5 (Primer Teorema de
Liouville), tendremos que existe una constante C' tal que:

TN 160 =¢(0)=1 (8.8)

mientras que por otro lado, recordando que el coeficiente en la serie de Laurent (alrededor
del 0) es by = 1 para p y es bs = —2 para g', entonces:

2
1
tim 23 - K’,(Z) —C— (8.9)
z=0 2z 2—0 23/ (2) -2
entonces igualando (8.8) con (8.9) se tiene que C' = —2, y por ende que
p(2)
pi(z) = —2@,(2) (8.10)

como queriamos. Ahora bien, para (], en este caso gracias al Lema 8.5, tendremos que la
ecuacién diferencial del Teorema 5.2, para p(z|€2;) es:

(¢'(2))* = 49°(2) — g2(N)p(2) — g3 ()
=49°(2) + p(2)

ademas sabemos que esto implica que ©’(z) = 6p?(z) + 1/2. Luego entonces si derivamos
(8.10) y sustituimos los valores recién mostrados para (p/(2))? y ¢’ (2), se sigue que:

) 22 () 4 206" (2)
A= )
—8p%(2) — 2p(2) + 2p(2)(69°(2) +1/2)
4p3(2) + p(2)
—8p%(2) — 2p(2) + 12¢°(2) + p(2))
43 (2) + p(2)

completando asi la prueba q.e.d
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Observacién 8.4. En 1937 T. Schueider (ver [25] p. 3) probd que para cualquier funcién p,
es imposible que p(z) y z sean ambos algebraicos, por lo tanto cuando p(z) = p(z|€), como
tenemos que p(w) = 0 y 0 es algebraico, luego entonces concluimos que w es un nimero
trascendente.

La demostraciéon del Teorema 8.4 engloba, casi por completo los temas tratados a lo lar-
go de esta tesis, pues ademas de tratar de la relacion que guardan las funciones elipticas
de Weierstrass con las funciones obtenidas gracias a la lemniscata, ocupamos resultados que
vimos desde el inicio de la tesis, como los Teoremas de Liouville, hasta resultados mas avan-
zados como la inversion de integrales elipticas y la homogeneidad de los invariantes. Aunque
el enunciado de este resultado se encuentra en algunos articulos ([9]) éstos fallan en propor-
cionar una demostracion, por lo que lo aqui presentado, incluido los tres lemas precedentes
al Teorema 8.4, es una manera novedosa de atacar el problema de la relacién entre ¢; y g,
que, ademds, como ya mencionamos, es una manera muy elegante para concluir la tesis, pues
resume de manera interesante los temas tratados a lo largo de ésta.

157



158



Apéndice A

Series de Taylor y de Laurent

Serie de Taylor [19]

Recordemos que se define el disco abierto de radio R > 0 con centro en zy como sigue:
Dpr(z0) ={z € C: |z — 2| < R}
y el disco cerrado de radio R > 0 con centro en zy como:

Dgr(z)) ={z€C:|z— 2| <R}

Teorema A.1. (Taylor) : Sea f : G C C — C una funcidn analitica donde G es un dominio,
entonces Vzg € G, 3 R = R(z) > 0 tal que:

> E ey
n=0 '

converge uniformemente en Dg(zo) donde coincide con f(z).

Serie de Laurent [19]

Recordemos que se define la regiéon anular con radios r y R como sigue:
A r(z0) ={2€C:r<|z— 2| <R}

donde 0 <r< R<

Notamos que si z € A, g(20) v existe p > 0 tal que D,(z9) C Ar r(20), entonces existen
p1,p2 > 0talesquer < p; <pa < Ry:

Dp(zo> C Apyps (20)

a los anillos de la forma A,, ,,(20) los llamamos subanillos de A, r(20)
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Teorema A.2. (Laurent) : Sea f : Ay r(z0) C C — C una funcidn analitica con 0 < r <
R < o0, entonces V z € A, r(z0) se tiene que:

en donde la convergencia de cada serie es uniforme en cada subanillo cerrado A,, ,,(z0) de
A r(z0) con0<r <p; <ps<R<o0
Mas ain si p es tal que: r < p < R, entonces:

_ f©) _
an, / G d¢ vn=0,1,2,

2mi — zg)" L
[z—20|=p

bn =55 FIOC=20)"71d¢ Yn=1,2,3,---

|z—z0|=p

Observaciéon A.1l. Las siguientes definiciones acerca de la serie de Laurent se dan para el
caso en el que zg es una singularidad aislada de f, tenemos que f es analitica en el anillo
Ao r(z0) con R > 0:

1) Llamamos la parte principal de la serie de Laurent a la serie:
oo b,
7;1 (z — 2z0)™
2) Llamamos el residuo de f en zg a b; que se denota como Res(f,zy) donde:

Res(f, 20) = 5= / ()¢ = by

lz—zol=p

3) Si existe una infinidad de n € N tales que b, # 0 entonces decimos que zy es una
singularidad esencial.

4) Si existe k € N tal que by, # 0 pero b; = 0 Vj > k, entonces decimos que zy es un polo
de orden k.

5) Sib, =0Vn € Ny existe m > 1tal que a;j =0Vj =0,1,--- ,m — 1 pero a,, # 0
entonces zg es un cero de orden m

6) Si b, = 0 Vn € N entonces la serie de Laurent de f se reduce a la de Taylor de f
solamente si zg es una singularidad removible, es decir si:

lim (z — 20)f(2) =0

zZ—r 20
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Apéndice B
Teoremas

El objetivo del Apéndice B es enunciar, sin probar, los teoremas que usamos durante el
texto. Para consultar con detalle las pruebas invitamos al lector a referirse a bibliografia
senalada respectivamente al final del enunciado de cada teorema, en su mayoria los teoremas
fueron tomados de [18] y [19].

Teorema B.1. (Unicidad Global) : Sean f,g : G C C — C dos funciones analiticas en
un domino G y E C G un subconjunto con un punto de acumulacion en G, entonces si
f(z) = g(2) Yz € E sucede que f(z) = g(z) Vz € G. [18]

Teorema B.2. (Mapeo Abierto) : Sea f: G C C — C una funcidon analitica y no constante
en un dominio G, entonces para todo U C G subconjunto abierto de G, se tiene que V = f(U)
es un subconjunto abierto de C.  [19]

Teorema B.3. (Weierstrass) : Sea f: G C C — C una funcidn analitica en un dominio G,
st K C G es un subconjunto compacto de G y entonces f(K) es un subconjunto compacto de
C y por lo tanto [ esta acotada en K. [19]

Teorema B.4. (Liouwville) : Sea f : C — C una funcion entera. Si existe M € [0,00) tal que:
lf(z)| <MVzeC
entonces [ es una funcidn constante. [19]

Teorema B.5. (Teorema del Residuo) : Sea t € [t1,t2], y sea ¥(t) una curva cerrada, i.e.

v(t1) = (t2) . Si f es una funcidn analitica en int(vy) excepto en un conjunto de singulari-
dades aisladas {z1, z2,- -+ , zn} Cint(7y), entonces:

/f(z)dz:QﬂiZRes(f,zk) [18]
k=1

(1)
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Teorema B.6. (Principio del Argumento) : Sea t € [t1,ta] con () una curva cerrada, i.e.
~v(t1) = y(t2) y sea g una funcion analitica en int(y), si f es una funcidn analitica en int(~y)
excepto en un conjunto de polos {b1,ba,--- ,b,} Cint(y) donde cada polo b; tiene orden S;
(j =1,2,---,n), si ademds a € C es un punto arbitrario tal que {a1,az, - ,am} C int(y)
son los a-puntos de f donde cada a-punto ay, tiene orden ay, (k=1,2,--- ,m), entonces:

1
211
~(t)

o5 = Y anglan) = 3 i000y) ]
k=1 j=1

Teorema B.7. (Prueba M de Weierstrass) : Si G C C es un dominio y {gx}re, €s una
sucesion de funciones (g : G — CV k € N) tal que:

i) Vk=1,2,--- existe M} >0 tal que |gx(z)| < M ¥V z € G
k=1

o0
entonces la serie ng converge absoluta y uniformemente en G.  [19]
k=1

Teorema B.8. (Mapeo Conforme) : Sea G un dominio y f : G — C una funcién analitica
en G, entonces la funcion f es un mapeo conforme de primer tipo en todo punto zy € G

donde f'(z9) #0. [18]

Teorema B.9. (Raices Conjugadas) : Sea p(z) un polinomio de grado m con coeficientes
reales, si existe z; € C raiz del polinomio entonces Z; también es una raiz. [5]

Teorema B.10. (Factorizacion de Polinomios) : Cualquier polinomio con coeficientes reales
de grado n, se puede factorizar en polinomios con coeficientes reales de grado 1 y polinomios
con coeficientes reales de grado 2, ademds dichos polinomios de grado dos tienen discriminante
negativo (i.e. son irreducibles en R).  [5]

Teorema B.11. (Fdérmula de Leibniz) : Sea G = {(x,t) : a <z < b,c <t < d} un rectdngulo
en R? y sean f, % : G — R dos funciones continuas en G, entonces si a, : [¢,d] — [a,b]
son dos funciones diferenciables en [c,d], se tiene que la funcion ¢ : [¢,d] — R dada por:
B(t)
o) = [ flat)ds
alt)
es una funcidén diferenciable en [c,d] y mds aun su derivada para cada t € [c,d] esta dada por:

B(t)
S0 = 160080 - fa0.00'0+ [ LEDar

a(t)
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Teorema B.12. (Integral de una Serie) : Sean G C C un dominio acotado, S1(z) una
serie que converge uniformente en G y v : [0,1] = G una curva suave por tramos que une
cualquier a € G con la variable z € G, entonces si S2(z) es la serie definida al integrar
término a término la serie S1(z) sobre v, entonces Sa(2) converge uniformente en G.  [11]

Teorema B.13. (Ecuaciones de Cauchy-Riemann) : Sea z = x+iy € C y sea [ una funcion
de variable compleja dada por f(z) = u(z,y) + iv(x,y), con u,v de clase C*, entonces f es
una funcion analitica si y solo si se satisfacen las ecuaciones de Cauchy- Riemann dadas por:

ou Ov ou ov

dr  dy Ty oz
Yy mads aun se tiene que

Ou Jv Ov Ou
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Apéndice C
Una Serie Divergente

En el Capitulo 4, al calcula la convergencia de la serie que aparece en g, nos vimos en la
necesidad de realizar una estimacion poco usual para una resta de series del estilo:

Z/ :
(.(}2
weN

la necesidad de dicha estimacion para la resta es debida a que por separado, series como la
anterior pueden ser divergentes, aunque la suma converja. Veremos un caso particular de €2,
en donde dicha serie es divergente:

Proposicién C.1. Sea Q = {ma+ins:m,n € Z}, con a, € R fijos, entonces la serie
Z/ 1
weN w?

diverge.

Demostracion:
Notemos en primer lugar que, desarrollando en parte real e imaginaria obtenemos que:

r 1 I 1
Z w? Z (ma +inp)?

weN m,n€”z

Z 1 m2a? —n?p? w Z / 2mnaf

(m2a2 +n262)2 (m2a2 +n2ﬂ2)2

m,n€”’ m,nez

y es claro que basta probar que alguna de las dos partes es divergente, tomemos por ejemplo
la parte imaginaria:

’ 2mnaf / n
E —:2aﬁ§ mg—
2,2 232)2 2,2 232)2
mimez (MP0% +n252) met wep(miad +n2f?)
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definamos ahora a S, (a, 8) como:

Sl B) = Y (rrar s

n=1
y a la funcién f,,(«, ) dada por:

T
(m20l2 + 712,62)2

fm(a, B)(x) =

derivando f,,(c, B) obtenemos que es una funcién decreciente por lo que podemos aplicar el

criterio de la integral para series, calculamos entonces la integral:

Vi 1
/ fm(, ) /m2a2+n2/32> 265%(a + f2)m?
y Como: )
Sl ) 2 gt e

luego entonces el criterio de la integral nos dice que:

m,n€Z mEZ

y por lo tanto que la serie en cuestion es divergente.
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Apéndice D

Cambios de Variable

El objetivo es presentar la demostracion de dos cambios de variable de integracién presen-
tados respectivamente en los Teoremas 5.4 y 5.5 del Capitulo 5. La omisién de estos cambios
de variable en el texto es debida a que presentan varias manipulaciones algebraicas, en cierto
modo tediosas. Dejarlos en el texto alargarian la demostracién de los teoremas correspon-
dientes, perdiendo asi el objetivo a demostrar, sin embargo para no quedar en deuda con el
lector presentamos aqui el dlgebra correspondiente.

Proposicién D.1. (Cambios de variable del Teorema 5.4 ) Existe un cambio de variable u(t)
tal que

00 1

du 1 dt 5 €e3—e3
a = = donde k* = -—-—=
2y/(u—er)(u—ez)(u—es) Ver—es ) V(LT —2)(1 - k2t2) er —e3

€1

Demostracion:

Sea

€1 — €3
t2

U =e3+

por lo tanto cuando u — oo tenemos que ¢ — 0, y si u — e; entonces t — 1, y ademads
tenemos que:

2 _
quo _2lei—es)
t3

Esto implica que:

0
—2(61 — 63)dt

-/
1 2t3\/(€3 —e1+ A5%) (e3 —ep + 5% (95%)
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factorizando a (e; — e3)/t® en el denominador y cancelando obtenemos

0
—dt

] m\/u - 2) (1 ezap)

o =

por lo que remplazando el valor de k? e invirtiendo los limites de integracién concluimos que:

o =

1
Ver —e3 O/ VI —2)(1 - k22)

q.e.d

Observaciéon D.1. El cambio utilizado para 8 en el Teorema 5.4 es andlogo a lo anterior,
pero usando
€1 — €3

12

u=e +

Proposicién D.2. (Cambios de variable del Teorema 5.5 ) Existen dos cambios de variable
tal que

oo oo

d .
200 = / Y / donde ey—e; =71€% r >0
2\/(U761)(U762)(U763 J t4+2t2cos(9)+1
€2
Demostracion:

Sea
U= ez + v?

por lo que cuando u — oo tenemos que v — 00 y si u — e tenemos que v — 0, como ademads:
du = 2vdv

entonces:
oo

/ 2vdv
200 =
) 2\/(62 — e +v?)(v2)(ea — e3 + v?)

recordemos que en este caso €] = e3 y ez € R, esto implica que es — e; = es — ez, y por lo
tanto si usamos la representacién polar de es—e; = re* conr > 0 se sigue que es —e3 = re= 0.
Luego entonces sustituyendo las representaciones polares y cancelando términos obtenemos
que:

dv

0/ V(ret® +v2)(re=i + v2)
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si usamos que e = cos(f) + isen(f) es inmediato ver que:

(re’ +v%)(re " +v%) = 1 4 2rv* cos(6) + v*

lo que implica que

d
2a :/ Y
) V72 + 2rv2 cos(0) + vt

y si volvemos a cambiar variable con v = ¢/T se sigue que entonces:

0/ 44+ 2t2 cos(@) +1

q.e.d

Observacién D.2. El cambio utilizado para 23 en el Teorema 5.5 es andlogo a lo anterior,

pero usando

U= ey — v?

Observacién D.3. Los cambios de variable de integracion presentados anteriormente pare-
cen no justificados, sin embargo se justifican por que la forma final a la que llega cada cambio
de variable es una forma estandar de las integrales elipticas, por lo que cambios similares
aparecen frecuentemente en las matematicas. Ver por ejemplo la seccién 2.1, cuando calcula-
mos la longitud de arco de una elipse, la integral final es de la misma forma que la integral

obtenida en la Proposicién D.1
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Apéndice E

Construciones con Regla y
Compas

En este Apéndice enunciaremos las definiciones y los resultados bésicos de la teoria para
construir puntos en el plano usando regla y compas. Cuando nos referimos a regla es a un
objeto recto para trazar lineas y no a una regla graduada.

Objetos construibles con regla y compas

Dados los puntos «, 5y v en el plano con a # 3 podemos construir usando regla y compas
los siguientes objetos:

C1: La linea recta £ que pasa por « y por .

C2: La circunferencia C con centro en 7 y de radio igual a la distancia de « a 3

Puntos obtenidos de los objetos construibles

De las lineas obtenidas por C1 y las circunferencias por C2, podemos construir los si-
guientes puntos con regla y compés:

P1: El punto de interseccién de dos lineas distintas £1 y Lo.
P2: Los puntos de intersecciéon de una linea £ y una circunferencia C.
P3: Los puntos de interseccién de dos circunferencias distintas C; y Cs.

Podemos ver al plano de puntos como a C. Para ahorrar espacio diremos que z € C es un
nimero construible cuando este se pueda construir con regla y compas en acorde con la
siguiente definicién:
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Definicion E.1. Sea z € C, decimos que z es un nimero construible si existe una sucesion
finita de construcciones con regla y compds usando C1, C2, P1, P2 y P3, que comienza
con los nimeros 0 y 1 y termina con z. Ademds denotaremos a € C C, como el conjunto de
numeros construibles.

Ejemplo E.1. Veamos que Vn € Z, n € ¢:

Iniciamos con el 0,1 € €, luego usando C1, obtenemos L la recta que pasa por el 0 y el 1,
es decir a el eje real. Después con C2 trazamos la circunferencia C centrada en 1 con radio
la distancia de 0 a 1 es decir radio 1, y como tenemos que 2 estd en la interseccién de C
y L entonces por P2 es claro que 2 € €. Continuando de esta manera podemos construir
cualquier n € N. Para los enteros negativos simplemente centramos una circunferencia de
radio 1 en el 0 para obtener al —1, y asi sucesivamente.

Ahora presentamos el teorema fundamental de los puntos construibles:
Teorema E.1. El conjunto € es un subcampo de C, mds aun resulta que :
i) Siz=x+1iy con x,y € R, entonces z € € si y sdlo si x,y € €
41) Si z € € entonces /z € €

La importancia del Teorema E.1 radica en que gracias a éste es relativamente facil identi-
ficar niimeros construibles, como podemos ver en los ejemplos de la lemniscata en el Capitulo
2. Si el lector desea ver una prueba del Teorema puede consultar [8] p. 257.
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