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Introducción

El objetivo de esta tesis es presentar un análisis detallado acerca de las funciones periódi-
cas de variable compleja. Para ello, presentaremos las distintas clases de funciones periódicas
que existen, las simplemente periódicas y las doblemente periódicas. Principalmente nos en-
focaremos en la clase de las funciones doblemente periódicas, llamadas eĺıpticas, por lo que
ocuparan la mayor parte de nuestra atención, ya que guardan una relación de importancia
con las integrales eĺıpticas, de las cuales reciben su nombre. La tesis está orientada a alum-
nos que hayan cursado un curso introductorio de variable compleja, sin embargo el lector
podrá apreciar que los temas tratados guardan cierta relación con el álgebra. Esto es debido
a que dos grandes aplicaciones de la funciones eĺıpticas son de corte algebraico, por un lado
son de gran utilidad en el campo de la teoŕıa anaĺıtica de los números, y por otro son un una
base del tratamiento de las curvas eĺıpticas y de las formas modulares.

El inicio de cada caṕıtulo está acompañado de un breve resumen acerca de lo que se tra-
tara en él. Aunado a esto, presentamos a continuación un párrafo para cada caṕıtulo, que
describe en esencia el tema principal del caṕıtulo y la relación que éste pudiera guardar con
otras secciones del texto.

Para comenzar, el Caṕıtulo 1 trata acerca de las funciones simplemente periódicas, se
introducen las definiciones básicas que se ocuparan a lo largo del texto y los resultados más
importantes de la clase de las funciones periódicas de variable compleja. Es un caṕıtulo corto
y sencillo que pretende recordar al lector aspectos que probablemente ya le sean conocidos.

El Caṕıtulo 2 es una continuación del primero, ya que en éste se presenta un caso particu-
lar de una función periódica de variable real, la función lemniscata ϕl, haremos mucho énfasis
en la gran similitud entre ϕl y la función trigonométrica seno. Sumado a esto, el segundo
caṕıtulo del texto tiene un corte histórico, ya que en él, presentamos el origen de la integrales
eĺıpticas y junto a esto el primer vistazo que tendrá el lector acerca de la relación que guardan
las funciones periódicas con dichas integrales, una relación que estará muy presente en todo
el texto. Al terminar la lectura de este caṕıtulo, podŕıa parecer que el tema de la lemniscata
queda de cierta forma inconcluso, esto se debe a que para concluirlo de manera definitiva es
necesario tener un conocimiento más amplio de las funciones eĺıpticas, por lo que el caṕıtulo
final retoma a la función lemniscata para aśı concluir con el tema.
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Consideramos al Caṕıtulo 3 como el caṕıtulo fundamental de este trabajo, pues en el
exponemos las bases teóricas de las funciones doblemente periódicas, particularmente de las
eĺıpticas. El lector encontrará en este caṕıtulo toda la información necesaria acerca de una
función eĺıptica en abstracto, y de manera cotidiana estaremos haciendo referencia a los re-
sultados aqúı tratados en los caṕıtulos posteriores. Sin embargo, todo el tercer caṕıtulo es
simplemente un puente para el cuarto en el cual encontraremos las aplicaciones de dichos
resultados.

Aśı pues, el Caṕıtulo 4 es la aplicación de los resultados obtenidos en su predecesor. Se
presenta la forma expĺıcita de una función eĺıptica, la función ℘ de Weierstrass, la cual juega
un rol fundamental para la clase de funciones eĺıpticas. El lector notará que los caṕıtulos
subsecuentes se ocupan de extender toda la teoŕıa obtenida para la ℘. Presentamos las pro-
piedades, las notaciones básicas y casos particulares de interés de dicha función, por lo que
también en lo que sigue del texto, haremos varias referencias a los temas tratados en este
caṕıtulo.

El siguiente caṕıtulo, Caṕıtulo 5, trata acerca de la relación entre las integrales eĺıpticas
y las funciones eĺıpticas, de la cual el lector tuvo ya una probada en el segundo caṕıtulo.
Aqúı se presenta una ecuación diferencial de primer orden que satisface la función ℘ que no
sólo es esencial para establecer la relación en cuestión, sino que también es una propiedad
de gran importancia, a la cual recurriremos en múltiples ocasiones para la demostración de
otros resultados.

En el Caṕıtulo 6 nos desviamos un poco de las integrales eĺıpticas, para continuar con
el análisis de las funciones eĺıpticas. Presentamos aqúı tres maneras distintas para escribir
cualquier función eĺıptica dada en términos de la función ℘ y de dos funciones auxiliares ζ
y σ, definidas también por Weierstrass, que a pesar de no ser eĺıpticas ni periódicas son de
gran ayuda para establecer varios resultados en caṕıtulos posteriores.

El lector está familiarizado con las identidades que guardan las funciones periódicas de
variable real, compleja y gracias al caṕıtulo 2, la función ϕl. El Caṕıtulo 7 pretende en primer
lugar introducir el análogo a dichas identidades para el caso de las funciones eĺıpticas, en
particular para la función ℘ gracias a la relación que tiene ésta con cualquier otra función
eĺıptica. En segundo lugar, es un caṕıtulo diseñado para extender el conocimiento de la fun-
ción ℘, pues presentamos propiedades y notaciones adicionales de gran interés acerca de ℘ y
más aún algunas de estas propiedades serán de gran utilidad para el caṕıtulo final.

Finalmente, como hab́ıamos adelantado, el Caṕıtulo 8 pretende continuar con lo que de-
jamos inconcluso en el segundo caṕıtulo. En este caṕıtulo veremos que la función lemniscata
ϕl es una función eĺıptica y demostraremos la relación que ésta guarda con la función ℘. Una
caracteŕıstica del caṕıtulo final, es que utilizamos sin excepción alguna resultados obtenidos
en los siete caṕıtulos anteriores, por lo que es una manera muy elegante de terminar la tesis,
sintetizando todo el conocimiento obtenido a lo largo de ésta.
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Para facilitar la lectura, al inicio del texto se presenta un Glosario de Śımbolos, que con-
tiene la mayoŕıa de los śımbolos que aparecen en el texto seguidos de una breve descripción y
del número de página donde se definen por primera vez, o en su defecto donde se ocupan por
primera vez a lo largo del texto. De igual manera, dado que la tesis contiene un gran número
de figuras que ayudan a ejemplificar la teoŕıa, después del Glosario de Śımbolos se encuentra
el Índice de figuras que presenta el t́ıtulo de todas las figuras acompañado de la página en la
que se encuentra cada una.

Al final de la tesis se presentan en total cinco apéndices. En primer lugar el Apéndice A
presenta un breve resumen de las Series de Taylor y de Laurent, que son una herramienta
fundamental para el análisis complejo y no será la excepción en este caso. El Apéndice B
presenta en su gran mayoŕıa los teoremas básicos de un curso introductorio de variable com-
pleja, a los cuales recurrimos en varias demostraciones en todos los caṕıtulos, y aunque dichos
resultados no están demostrados, al final del enunciado el lector encontrara una referencia
donde puede consultar la prueba. El Apéndice C presenta la prueba la divergencia de una
serie, que justifica por que usamos una estimación particular para ver la convergencia una
suma de series en el texto. En el Caṕıtulo 5 utilizamos dos cambios de variable de integración
que requieren una manipulación algebraica tediosa, en caso de que el lector esté interesado
en dicha manipulación ésta se presenta en el Apéndice D. Finalmente el Apéndice E, da una
breve explicación acerca de la teoŕıa de los números construibles con regla y compás, teoŕıa
que se usa de manera constante en el estudio de la lemniscata del Caṕıtulo 2.
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Caṕıtulo 1

Funciones Simplemente
Periódicas

Para un análisis adecuado de las funciones periódicas de variable compleja es necesario
recordar algunas definiciones de las funciones complejas.

1.1. Funciones de Variable Compleja

Definición 1.1. Sea U ⊆ C un subconjunto abierto. Decimos que una función f : U ⊆ C→ C
es una función anaĺıtica en U , si f es diferenciable en z0 ∀z0 ∈ U . Si U = C entonces
decimos que f es una función entera.

Un teorema de gran importancia en variable compleja da una caracterización alternativa
para las funciones anaĺıticas, que es: f es una función anaĺıtica en U si para todo z0 ∈ U , f
es infinitamente diferenciable en z0 y su serie de Taylor:

∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)n

converge uniformemente en subconjuntos compactos de U y coincide con f alrededor de z0

(para una demostración de la equivalencia ver [18] Parte I, teoremas 1.2, 16.4 y 16.7 )

Es natural pensar en las funciones anaĺıticas como las funciones ideales para el análisis
de variable compleja, por lo que a continuación se define una clase de funciones que se puede
ver como la de las funciones “casi anaĺıticas”.

Definición 1.2. Sea U un subconjunto abierto de números complejos, decimos que una fun-
ción f : U ⊆ C→ C es una función meromorfa en U si f es anaĺıtica en todo U excepto
en P = {zj : j ∈ I ⊆ N} ⊂ U , donde para cada j ∈ I, los zj son puntos aislados llamados
polos de f .
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Una caracterización alternativa es: f es una función meromorfa en U si existen funciones
anaĺıticas, g y h, en U tales que f(z) = g(z)/h(z), donde los polos de f corresponden a los
ceros de h (ver [18] Parte I p.160).

1.2. Funciones Periódicas

A continuación se presenta un breve recordatorio de la definición de función periódica y
algunos resultados básicos de estas funciones:

Definición 1.3. Decimos que una función f : C → C es una función periódica si existe
ω ∈ C con ω 6= 0 tal que para toda z ∈ C sucede que:

f(z + ω) = f(z)

Al número complejo ω lo llamamos un periodo de la función f.

Observación 1.1. Notamos que si f tiene un polo de orden k en z0 y ω es un periodo,
entonces f tiene un polo de orden k en z0 + ω, ya que haciendo u = z − ω tenemos que:

ĺım
z→z0+ω

(z − (z0 + ω))kf(z) = ĺım
u→z0

(u− z0)kf(u+ ω) = ĺım
u→z0

(u− z0)kf(u) 6= 0,∞.

La observación anterior debe ser tomada en cuenta ya que es de suma importancia para
los caṕıtulos posteriores.

Teorema 1.1. Sea f : C→ C una función periódica con periodos ω1, ω2, · · · , ωn entonces si

m1,m2, · · · ,mn ∈ Z\ {0} se tiene que
n∑
j=1

mjωj es un periodo de f.

Demostración:
Inducción sobre n. Para el caso n = 1 tenemos que verificar que m1ω1 es un periodo de f
para todo m1 ∈ Z\ {0}, y lo haremos por inducción sobre m1, el caso m1 = 1 está dado por
hipótesis, si suponemos la hipótesis de inducción de que m1ω1 es un periodo vemos que si
z ∈ C entonces:

f(z + (m1 + 1)ω1) = f(z + ω1 +m1ω1) = f(z + ω1) = f(z)

Luego m1ω1 es un periodo para todo m1 ∈ N, pero vemos que −ω1 también es un periodo
de f ya que f(z) = f(z + ω1 − ω1) = f(z − ω1), lo que asegura que m1ω1 es un periodo para
todo m1 ∈ Z\ {0}, por lo tanto para el caso n = 1 se cumple el teorema, suponemos nuestra

hipótesis de inducción de que
n−1∑
j=1

mjωj es un periodo y vemos que si z ∈ C entonces:

f(z +

n∑
j=1

mjωj) = f(z +mnωn +

n−1∑
j=1

mjωj) = f(z +mnωn) = f(z)
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donde la justificación para la última igualdad es análoga a la de ver que m1ω1 es periodo
para todo m1 ∈ Z\ {0}.
Por lo tanto concluimos que: para toda n ∈ N, si m1,m2, · · · ,mn ∈ Z\ {0} entonces se cumple

que
n∑
j=1

mjωj es un periodo de f . q.e.d

El Teorema 1.1 nos asegura que cualquier función periódica tiene una infinidad de periodos
distintos, aunque no nos dice nada de posibles relaciones entre dichos periodos. Para las
funciones meromorfas y periódicas es posible identificar un tipo de periodos particulares, que
llamaremos periodos fundamentales de f , cuya existencia, propiedades y relación con los
demás periodos de f se prueban a continuación:

Lema 1.1. Sea f una función meromorfa, periódica y no constante, sea Ω el conjunto de
todos los periodos de f , entonces Ω no tiene puntos de acumulación en C.

Demostración:
En un primer caso si Ω está contenido en el conjunto de polos de f , esto implicará que los
puntos de Ω son aislados y por lo tanto que no tiene puntos de acumulación. Supongamos
entonces que Ω tiene un punto de acumulación en C y que los puntos de Ω no son polos de
f , por lo que:

f(ω) = f(0 + ω) = f(0) ∀ ω ∈ Ω

es decir que f(ω) = f(0) ∀ ω ∈ Ω , pero por el Teorema B.1 (Unicidad Global) del Apéndice
B, como Ω tiene un punto de acumulación en C se sigue que f(z) = f(0) ∀z ∈ C, lo que im-
plica que f es una función constante, lo que contradice la hipótesis. Por lo tanto el conjunto
Ω no puede tener puntos de acumulación en C q.e.d

Teorema 1.2. Sea f una función meromorfa, periódica y no constante y sea ω ∈ C un
periodo de f entonces la recta L que pasa por 0 y por ω contiene a un número complejo
ω1 6= 0 que es un periodo de f tal que todo periodo de f contenido en L es de la forma mω1

con m ∈ Z. Decimos que ω1 es un periodo fundamental de la función f .

Demostración:
Por el Lema 1.1 el segmento de recta que une al punto 0 con el punto ω contiene únicamente
una cantidad finita de periodos de f , sea ω1 el más cercano al origen (podŕıa ser que el periodo
más cercano fuera ω y en ese caso ω1 = ω).
Denotamos al segmento de recta que une al punto 0 con el punto ω1 como [0→ ω1]. Notamos
que [0 → ω1] solamente contiene a ω1 como periodo de f . Ahora supongamos que en L esta
contenido ω′ un periodo de f que no es múltiplo entero de ω1, entonces existe m ∈ Z tal que
ω′ está contenido en el segmento [mω1 → (m+ 1)ω1], aśı pues:

0 < |ω′ −mω1| < |ω1|

Por lo que ω′ −mω1 se encuentra contenido en [0→ ω1] , pero por el Teorema 1.1, ω′ −mω1

es un periodo de f , lo que es imposible pues ya vimos que no existen periodos distintos a ω1

en [0→ ω1] . q.e.d

La siguiente figura ilustra la demostración del Teorema 1.2
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Figura 1.1: Teorema 1.2

Observación 1.2. Notamos que si ω1 es un periodo fundamental para una función periódica
f , entonces necesariamente −ω1 también es un periodo fundamental para f y que no hay más
periodos fundamentales en la recta L que pasa por 0 y ω1.

Definición 1.4. Decimos que una función periódica f con periodo fundamental ω1, dado por
el Teorema 1.2, es simplemente periódica si todos sus periodos son de la forma mω1 con
m ∈ Z. Es decir todos sus periodos están contenidos en la recta que pasa por 0 y ω1.

Ejemplo 1.1. La función f(z) = ez es una función simplemente periódica con periodo
fundamental 2πi, ya que si z = x+ iy con x, y ∈ R, entonces:

ez = ex(cos(y) + i sen(y))

La periodicidad se sigue del hecho que cos(y) y sen(y) son funciones reales, simplemente
periódicas con periodo fundamental 2π. Además si ω es cualquier periodo de e, como ex no
es periódica para x ∈ R, es claro que ω es un imaginario puro, por lo que tendremos que ω/i
será un periodo de la funciones trigonométricas seno y coseno y por ende los únicos periodos
de la función exponencial son de la forma ω = m2πi, con m ∈ Z, quedando demostrado que
es una función simplemente periódica con periodo fundamental 2πi

1.3. Serie de Fourier

Supongamos ahora que tenemos una función simplemente periódica f , con ω1 un periodo
fundamental. No hay pérdida de generalidad al decir que ω1 = 2π, ya que si g(u) es una
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función con periodo ω1 6= 2π, haciendo el cambio de variable:

u =
ω1

2π
z

obtenemos que :

f(z) = g
(ω1

2π
z
)

es en efecto una función periódica de periodo 2π. En el caso real esta transformación se puede
interpretar geométricamente, pues si ω1 > 2π entonces estamos comprimiendo la gráfica para
que obtenga el periodo deseado pero sin alterar su imagen y si por el contrario ω1 < 2π
estamos estirando la gráfica hasta que obtenga a 2π como periodo y nuevamente sin afectar
su imagen.
Dicho esto, podemos enunciar, remplazando 2π por cualquier periodo, los siguientes teoremas
que son de gran importancia para el análisis de las funciones simplemente periódicas (aunque
para que se cumplan no es estrictamente necesario que la función sea simplemente periódica,
ya que, es suficiente tener que es periódica).

Teorema 1.3. Sea f : C→ C una función meromorfa, periódica de periodo 2π, entonces la
función f∗ : C∗ → C dada por:

f∗(ζ) = f

(
ln(ζ)

i

)
(1.1)

es una función meromorfa en C∗. Además f∗(ζ) tiene el mismo número de polos y con mismo
orden que los polos de f(z).

Demostración:
En primer lugar notamos que f∗(ζ) es una función univaluada, ya que para cada ζ ∈ C∗ se
tiene que ln(ζ) toma una infinidad (numerable) de valores que difieren entre śı por múltiplos
de 2πi, luego los valores de ln(ζ)/i difieren entre śı por múltiplos de 2π. Como f tiene periodo
2π entonces para cada ζ ∈ C∗ se tiene que f(ln(ζ)/i) toma un valor único y por lo tanto f∗(ζ)
es univaluada.

Sea z0 algún valor de ln(ζ)/i, por lo tanto existe ζ0 ∈ C∗ tal que z0 = ln(ζ0)/i. Tome-
mos a Uζ0 una vecindad abierta del punto ζ0 tal que ln(ζ)/i sea univaluada para toda ζ ∈ Uζ0
y definimos la función, ϕ0 : Uζ0 → C dada por:

ϕ0(ζ) =
ln(ζ)

i
.

Por construcción tenemos que ϕ0 es anaĺıtica en Uζ0 y que ϕ0(ζ0) = z0. Pero f puede ser
anaĺıtica en z0 o tener un polo en z0:

a) Si f es anaĺıtica en z0:
Como ϕ0 es anaĺıtica, en virtud del Teorema B.2 (Mapeo Abierto) del Apéndice B,
podemos escoger a la vecindad abierta Uζ0 lo suficientemente pequeña tal que Vz0 =
ϕ0(Uζ0) sea una vecindad abierta de z0 en la cual f es anaĺıtica, es decir Vz0 no contiene
a ningún polo de f . Por lo tanto f∗(ζ) = f(ϕ0(ζ)) es composición de funciones anaĺıticas
y por lo tanto es anaĺıtica para toda ζ ∈ Uζ0 .
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b) Si z0 es un polo de f :
Al igual que en a), podemos escoger a la vecindad abierta Uζ0 lo suficientemente pequeña
tal que Vz0 = ϕ0(Uζ0) sea una vecindad abierta de z0 en la cual el único polo de f es
z0, es decir f es anaĺıtica en Vz0\ {z0}. Por lo tanto f∗(ζ) = f(ϕ0(ζ)) es una función
anaĺıtica en Uζ0\ {ζ0} y además como z0 es un polo de f tenemos que:

ĺım
z→z0

f(z) =∞

entonces ĺım
ζ→ζ0

f∗(ζ) = ĺım
ζ→ζ0

f(ϕ0(ζ)) = ĺım
z→z0

f(z) =∞

por lo que concluimos que ζ0 es un polo de f∗

Si el orden del polo z0 es k, entonces por la serie de Laurent (ver Apéndice A), tenemos que
bk 6= 0,∞ donde bk es el k − esimo coeficiente de la parte principal de la serie y :

ĺım
z→z0

(z − z0)kf(z) = bk

entonces ĺım
ζ→ζ0

(ζ − ζ0)kf∗(ζ) = ĺım
ζ→ζ0

(z − z0)kf(z)(
z−z0
ζ−ζ0

)k = ĺım
ζ→ζ0

(z − z0)kf(z)(
ϕ0(ζ)−ϕ0(ζ0)

ζ−ζ0

)k =
bk

(ϕ′0(ζ0))k

Pero como

ϕ′0(ζ0) =
d

dζ
(ϕ0(ζ))

∣∣∣
ζ=ζ0

=
d

dζ

(
ln(ζ)

i

) ∣∣∣
ζ=ζ0

=
1

iζ0

Y como ζ0 6= 0 ya que pertenece a C∗ tenemos que :

ĺım
ζ→ζ0

(ζ − ζ0)kf∗(ζ) =
bk

(ϕ′0(ζ0))k
= bk · (iζ0)k 6= 0,∞

Por lo tanto ζ0 es un polo de orden k para f∗.

Concluimos que a todo punto en C en donde f sea anaĺıtica le asociamos un punto en C∗
para el cual f∗ es anaĺıtica y además a todo polo z0 de f le asociamos el polo de mismo orden
ζ0 de f∗ tal que ϕ0(ζ0) = z0, por lo que f∗ es anaĺıtica en todo C∗ excepto en dichos polos,
lo que implica que es una función meromorfa en C∗ con el mismo número de polos y con el
mismo orden que f .

q.e.d
El siguiente teorema es un rećıproco para el Teorema 1.3:

Teorema 1.4. Sea f∗ : C∗ → C una función meromorfa en C∗, entonces la función f : C→
C dada por:

f(z) = f∗(eiz) (1.2)

Es una función periódica con periodo 2π y meromorfa en C.
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Demostración:
Tenemos que f(z + 2π) = f∗(ei(z+2π)) = f∗(eiz+2πi) = f∗(eiz) = f(z), y por lo tanto f es
una función periódica con periodo 2π.

Sea ζ0 algún valor de eiz, por lo tanto existe z0 ∈ C tal que ζ0 = eiz0 . Tomemos a Vz0
una vecindad abierta del punto z0 y definimos la función, ψ0 : Vz0 → C dada por:

ψ0(z) = eiz

Por construcción tenemos que ψ0 es anaĺıtica en Vz0 y que ψ0(z0) = ζ0. Pero f∗ puede ser
anaĺıtica en ζ0 o tener un polo en ζ0:

a) Si f∗ es anaĺıtica en ζ0:
Ya que ψ0 es anaĺıtica, de nuevo por el Teorema B.2 (Mapeo Abierto) del Apéndice B,
podemos escoger a la vecindad abierta Vz0 lo suficientemente pequeña tal que Uζ0 =
ψ0(Vz0) sea una vecindad abierta de ζ0 en la cual f∗ es anaĺıtica, es decir Uζ0 no contiene
a ningún polo de f∗. Por lo tanto f(z) = f∗(ψ0(z)) es anaĺıtica para toda z ∈ Vz0 .

b) Si ζ0 es un polo de f∗:
Como en a), podemos escoger a la vecindad abierta Vz0 lo suficientemente pequeña tal
que Uζ0 = ψ0(Vz0) sea una vecindad abierta de ζ0 en la cual el único polo de f∗ es
ζ0, es decir, f∗ es anaĺıtica en Uζ0\ {ζ0}. Por lo tanto f(z) = f∗(ψ0(z)) es una función
anaĺıtica en Vz0\ {z0} y además como ζ0 es un polo de f∗ tenemos que:

ĺım
ζ→ζ0

f∗(ζ) =∞

entonces ĺım
z→z0

f(z) = ĺım
z→z0

f∗(ψ0(z)) = ĺım
ζ→ζ0

f∗(ζ) =∞

por lo tanto z0 es un polo de f .

Concluimos que f es anaĺıtica en todo C excepto en los puntos z0 tales que ψ0(z0) es un polo
de f∗. Por lo tanto f es meromorfa en C.

q.e.d

Corolario. (De los Teoremas 1.3 y 1.4 ) Existe una correspondencia biyectiva entre las
funciones meromorfas en C con periodo 2π y las funciones meromorfas en C∗.

Los resultados anteriores son de gran utilidad para ver la relación que existe entre las
funciones periódicas y las funciones que tienen desarrollo en serie de Fourier, tal y como se
muestra a continuación:

Teorema 1.5. La clase de funciones enteras, periódicas con periodo 2π coincide con la clase
de funciones que admiten serie de Fourier de la forma:

f(z) =

∞∑
k=−∞

cke
ikz donde ck =

1

2π

π∫
−π

f(x)e−ikxdx ∀ k ∈ Z (1.3)
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Más aún la serie anterior converge uniformemente en cada franja horizontal paralela al eje
real.

Demostración:
Dada f una función entera y periódica con periodo 2π definimos a f∗(ζ) como en el enunciado
del Teorema 1.3. Como f es entera entonces no tiene polos en C, por lo tanto f∗ no tiene
polos en C∗, y por el Teorema A.2 de Laurent tenemos que la serie:

∞∑
k=−∞

ckζ
k

converge a f∗(ζ) uniformemente en cada subanillo cerrado Aρ1,ρ2(0) de Ar,R(0) con 0 < r <
ρ1 < ρ2 < R ≤ ∞ ∀ r,R, es decir la convergencia es uniforme para toda ζ ∈ C∗ tal que
0 < ρ1 ≤ |ζ| ≤ ρ2.
Por el Teorema 1.4 tenemos entonces que f(z) = f∗(eiz) y por lo tanto la serie:

∞∑
k=−∞

ck(eiz)k =

∞∑
k=−∞

cke
ikz

converge a f(z) uniformemente para toda z ∈ C tal que 0 < ρ1 ≤ |eiz| ≤ ρ2. Por lo tanto si
z = x+ iy tenemos que:

0 < ρ1 ≤ |eiz| ≤ ρ2 ⇒ 0 < ρ1 ≤ |e−y| ≤ ρ2 ⇒ ln(ρ1) ≤ −y ≤ ln(ρ2)⇒ ln

(
1

ρ2

)
≤ y ≤ ln

(
1

ρ1

)
Luego entonces la convergencia es uniforme en toda franja horizontal paralela al eje real.

Sea ahora [−π → π] el segmento de recta que une a −π con π, entonces si n ∈ N:

∫
[−π→π]

f(z)e−inzdz =

π∫
−π

f(x)e−inxdx =

π∫
−π

∞∑
k=−∞

cke
ikxe−inxdx =

∞∑
k=−∞

ck

π∫
−π

eikx−inxdx

donde el intercambio de la integral con la serie se justifica por la convergencia uniforme sobre
la recta [−π → π].
Notamos que:

π∫
−π

eikx−inxdx =

π∫
−π

1dx = 2π cuando k = n

π∫
−π

eikx−inxdx =
(e(k−n)πi − e−(k−n)πi)

i(k − n)
= 0 cuando k 6= n

12



Por lo tanto:

π∫
−π

f(x)e−inxdx = 2πcn entonces: cn =
1

2π

π∫
−π

f(x)e−inxdx ∀ n ∈ Z

Por otro lado si ahora f es una función dada que admite serie de Fourier de la forma (1.3)
entonces:

f(z) =

∞∑
k=−∞

cke
ikz.

Por hipótesis la serie anterior converge en todo conjunto compacto y además es periódica de
periodo 2π ya que si z ∈ C entonces:

f(z + 2π) =

∞∑
k=−∞

cke
ikz+k2πi =

∞∑
k=−∞

cke
ikz = f(z)

q.e.d

Proposición 1.1. La serie en (1.3) también se puede expresar como:

f(z) =
a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos(kz) + bk sen(kz)) (1.4)

donde:

ak =
1

π

π∫
−π

f(x) cos(kx)dx ∀ k ∈ N ∪ {0} , bk =
1

π

π∫
−π

f(x) sen(kx)dx ∀ k ∈ N

Demostración:

f(z) =

∞∑
k=−∞

cke
ikz

=

−1∑
k=−∞

cke
ikz + c0 +

∞∑
k=1

cke
ikz

= c0 +

∞∑
k=1

c−ke
−ikz +

∞∑
k=1

cke
ikz

= c0 +

∞∑
k=1

(ck + c−k) cos(kz) + i(ck − c−k) sen(kz)
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Sea a0 = 2c0 entonces:

a0 = 2

 1

2π

π∫
−π

f(x)dx

 =
1

π

π∫
−π

f(x)dx

Sean ak = (ck + c−k) y bk = i(ck − c−k) para toda k ∈ N, se sigue que :

ak =
1

2π

π∫
−π

f(x)(e−ikx + eikx)dx =
1

π

π∫
−π

f(x) cos(kx)dx

y que:

bk =
1

2π

π∫
−π

f(x)i(e−ikx − eikx)dx =
1

π

π∫
−π

f(x) sen(kx)dx

Por lo que:

f(z) =
a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos(kz) + bk sen(kz))

q.e.d

Los siguientes resultados generalizan el Teorema 1.5 y la Proposición 1.1, a funciones
meromorfas:

Teorema 1.6. La clase de funciones meromorfas en C, periódicas, con periodo 2π coincide
con la clase de funciones de la forma :

f(z) =
g(z)

h(z)
(1.5)

donde g y h 6≡ 0 son funciones enteras, periódicas con periodo 2π.

Demostración:
Sea f una función dada tal que f es meromorfa en C y periódica con periodo 2π. Como f
es meromorfa en C entonces la caracterización alternativa de la Definición 1.2 nos asegura
la existencia de una representación de f de la forma (1.5) con g y h funciones enteras sin
embargo no asegura que sean de periodo 2π.
Sea f∗ como en el Teorema 1.3, como f∗ es meromorfa en C∗ entonces existen g∗ y h∗ 6≡ 0
funciones anaĺıticas en C∗ tales que:

f∗(ζ) =
g∗(ζ)

h∗(ζ)

Sin embargo por el Teorema 1.4 tenemos que:

f(z) =
g∗(eiz)

h∗(eiz)
=
g(z)

h(z)

14



donde g(z) = g∗(eiz) y h(z) = h∗(eiz) son claramente funciones enteras y periódicas con
periodo 2π. Por lo tanto f es meromorfa de periodo 2π

Sea ahora f una función dada de la forma (1.5) con g y h 6≡ 0 funciones enteras y pe-
riódicas con periodo 2π. De nuevo por la caracterización alternativa de la Definición 1.2 f es
una función meromorfa en C y más aún es periódica con periodo 2π ya que si z ∈ C entonces:

f(z + 2π) =
g(z + 2π)

h(z + 2π)
=
g(z)

h(z)
= f(z)

q.e.d

Corolario. (De los Teoremas 1.5 y 1.6) La expresión (1.5) puede también escribirse como:

f(z) =

∞∑
k=−∞

cke
ikz

∞∑
k=−∞

c′ke
ikz

donde ck y c′k son como en el Teorema 1.5 para las funciones g y h respectivamente, o bien
escribirse como:

f(z) =

a0

2
+

∞∑
k=1

(ak cos(kz) + bk sen(kz))

a′0
2

+

∞∑
k=1

(a′k cos(kz) + b′k sen(kz))

donde ak, bk y a′k, b
′
k son como en la Proposición 1.1 para las funciones g y h respectivamente

Observación 1.3. El Teorema 1.6 podŕıa sugerir que una función periódica y meromorfa es
también el cociente de dos polinomios, es decir una función racional, esto es claramente
imposible pues cualquier función racional toma cada uno de sus valores un numero finito de
veces, contrario a las funciones periódicas.
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Caṕıtulo 2

Origen de las Integrales Eĺıpticas

El estudio de las integrales eĺıpticas ha atráıdo las mentes de los más grandes matemáticos
desde los inicios del siglo XVIII. A lo largo de la tesis recurriremos en varias ocasiones a la
relación que guardan las integrales eĺıpticas con las funciones periódicas. Presentaremos, a
continuación, un breve recordatorio de por qué estas integrales son llamadas eĺıpticas y luego
presentaremos a una función simplemente periódica en R denotada como ϕl y conocida como
la función lemniscata, dicha función representa de una manera sencilla la relación entre las
integrales eĺıpticas con las funciones periódicas, pues veremos que ϕl es la función inversa de
una integral eĺıptica muy particular. Veremos también que la aparición en las matemáticas
del estudio de la función lemniscata es considerado el momento en que comenzó el interés por
las mal nombradas integrales eĺıpticas.

2.1. Integrales Eĺıpticas

Definición 2.1. Sea P ∈ C[u] un polinomio de grado 3 o 4 sin ráıces múltiples, entonces la
expresión: ∫

γ(t)

R
(
u,
√
P (u)

)
du ≡

z∫
a

R
(
u,
√
P (u)

)
du

es una integral eĺıptica, donde R(u, v) representa una función racional de dos variables
(generalmente R ≡ Q(u)/

√
P (u), con Q ∈ C[u]) y mientras que γ(t) con t ∈ [0, 1], es una

curva suave parametrizada que une al punto a ∈ C con la variable z, es decir γ(0) = a y
γ(1) = z. Además el valor de la integral cambia según el valor tomado por la ráız cuadrada y
la curva γ elegida.

El nombre de “eĺıpticas” proviene del hecho de que dichas integrales son una consecuencia
de tratar de calcular la longitud de arco de una elipse, por ejemplo si tenemos la gráfica de
la elipse dada por E:

E :
x2

a2
+
y2

b2
= 1.
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Si ahora Lp0p (E) es la longitud de arco de la gráfica de E desde el punto p = (0, b) hasta un
punto arbitrario p0 = (x0, y0) en la gráfica de E, tenemos que:

Lp0p (E) =

x0∫
0

√
1 +

(
dy

dx

)2

dx

suponiendo que p0 se encuentra en la parte positiva de la ráız entonces tenemos que:

(
dy

dx

)2

=

(
d

dx

√
a2b2 − b2x2

a2

)2

=

(
1

2

[
a2b2 − b2x2

a2

]− 1
2

· −2b2x

a2

)2

=
b2x2

a2(a2 − x2)

y por lo anterior tenemos que:

Lp0p (E) =

x0∫
0

√
a2(a2 − x2) + b2x2

a2(a2 − x2)
dx =

x0∫
0

√
a2 − (a2 − b2)(x2/a2)

a2 − x2
dx

si hacemos el cambio de variable u =
x

a
y denotando k2 =

a2 − b2

a2
tenemos entonces que:

Lp0p (E) =

x0/a∫
0

√
1− k2u2

1− u2
du =

x0/a∫
0

(1− k2u2)(1− k2u2)−
1
2

√
1− u2

du =

x0/a∫
0

1− k2u2√
(1− u2)(1− k2u2)

du

y por lo tanto la longitud de arco de una elipse es en efecto una integral eĺıptica.

Observación 2.1. Con lo anterior notamos que, aunque en un inicio la longitud de arco
de una elipse no parećıa ser una integral eĺıptica, después de una manipulación algebraica,
expresamos dicha longitud en la forma indicada por la Definición 2.1.

Definición 2.2. Sea P ∈ C[u] un polinomio de grado 3 o 4 sin ráıces múltiples, entonces:

∫
γ(t)

du√
P (u)

≡
z∫
a

du√
P (u)

es una integral eĺıptica de primera especie donde γ(t) con t ∈ [0, 1], es una curva
parametrizada que une al punto a ∈ C con la variable z, es decir γ(0) = a y γ(1) = z.
Además el valor de la integral cambia según el valor tomado de la ráız cuadrada y la curva γ
elegida.
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2.2. La Lemniscata

En la sección anterior vimos por qué llamamos “eĺıpticas” a ciertas integrales. Sin embargo
el origen de éstas no proviene de calcular la longitud de arco de una elipse! En esta sección
vamos a explorar la aparición de dichas integrales en las matemáticas. Además notaremos en
múltiples ocasiones la profunda similitud que guarda la teoŕıa desarrollada a partir de la lem-
niscata con la desarrollada de la circunferencia. La lemniscata es una curva que analizaremos
a lo largo de todo el caṕıtulo y la cual volverá a aparecer en el caṕıtulo final de esta tesis. Por
lo cual es conveniente definirla de manera formal y probar los resultados que ocuparemos:

Definición 2.3. La lemniscata es una curva en R2 definida por la ecuación:

(x2 + y2)2 = x2 − y2

La gráfica de la lemniscata es:

Figura 2.1: (x2 + y2)2 = x2 − y2

Proposición 2.1. La ecuación polar de la lemniscata es:

r2 = cos(2θ)

Demostración:
Sean x = r cos(θ), y = r sen(θ), por lo tanto (x2 + y2)2 = x2 − y2 implica que:(

(r cos(θ))2 + (r sen(θ))2
)2

= (r cos(θ))2 − (r sen(θ))2

de donde se sigue :
r4 = r2(cos2(θ)− sen2(θ))

y como cos2(θ)− sen2(θ) = cos(2θ), finalmente tenemos:

r2 = cos(2θ)

q.e.d
Si graficamos cuando 0 ≤ θ ≤ π:
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Figura 2.2: r2 = cos(2θ)

Las integrales eĺıpticas surgen al buscar dividir la longitud de arco de la lemniscata en
partes iguales utilizando regla y compás, donde el sentido de la división está marcado por
flechas en la figura anterior, comenzando del origen al primer cuadrante bajando después
al cuarto para cruzar por el origen hacia el segundo y finalmente terminar desde el tercer
cuadrante hasta el origen.

Observaremos que las propiedades de dicha división se asemejan con la conocida división
de la circunferencia, por lo que no perderemos de vista las similitudes que guardan la teoŕıa
de funciones trigonométricas desarrollada a partir de la circunferencia, con la desarrollada
a partir de la lemniscata. Para conocer más del conjunto de los números construibles ver el
Apéndice E, donde se encuentran las definiciones y resultados que usaremos a partir de este
momento.

La siguiente figura muestra la división de la longitud de la lemniscata en n partes iguales
para cuando n = 5 y n = 6:

n=5

1

2

3

4

5

6

1

(a) n = 5

n=6

1

2

3

4

5

6

1

(b) n = 6

Figura 2.3: División de la lemniscata
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Es claro entonces que cuando n es impar, tendremos que el origen divide al segmento
(n+ 1)/2 en dos partes, además los puntos de división del lado derecho de la lemniscata son
simétricos con respecto al origen con los del lado izquierdo. Mientras que cuando n sea par,
va a resultar que los puntos de división son simétricos con respecto a ambos ejes y que el
segmento n/2 termina en el origen.

Además de la teoŕıa de puntos construibles con regla y compás, para dividir la longitud
de arco de la lemniscata es necesario conocer una expresión para ésta. Comencemos entonces
por observar únicamente la lemniscata en el primer cuadrante del plano, es decir:

r = +
√
cos(2θ) con 0 ≤ θ ≤ π

4

cuya gráfica es:

(r ,θ )0 0

r0

θ0

Figura 2.4: r =
√
cos(2θ)

Por lo tanto si buscamos la longitud de arco desde el origen (0, 0), hasta el punto polar
(r0, θ0) representado en la figura anterior (llamaremos a r0 la distancia polar de dicho
punto), debemos calcular la fórmula de longitud de arco. Recordemos que si y = f(x), con f
una función de clase C1, entonces la longitud de arco s, cuando a ≤ x ≤ b es:

s =

b∫
a

√
1 +

(
dy

dx

)2

dx

Para la lemniscata en el primer cuadrante consideramos a θ como función de r, es decir que
y = θ(r), por lo que si buscamos la longitud de arco cuando 0 ≤ r ≤ r0, esta será :

s =

r0∫
0

√
1 +

(
r
dθ

dr

)2

dr

Para calcular s derivamos r2 = cos(2θ) con respecto a r, de donde se sigue que:

2r = −2 sen(2θ)
dθ

dr
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lo que implica que:

r
dθ

dr
= − r2

sen(2θ)

y por lo tanto

1 +

(
r
dθ

dr

)2

= 1 +
r4

sen2(2θ)

y como sen2(2θ) = 1− cos2(2θ) = 1− r4, concluimos que entonces:

s =

r0∫
0

1√
1− r4

dr

Recordemos que para la circunferencia unitaria, la longitud de arco de ésta en el primer
cuadrante es π/2, por lo que denotaremos a la longitud de arco de la lemniscata en el primer
cuadrante ((r0, θ0) = (1, 0)) como:

$

2
=

1∫
0

1√
1− r4

dr (2.1)

Figura 2.5: Variación de π

donde la letra “$” es una variación tipográfica de la letra griega
π. Sin embargo la integral en (2.1) es impropia, por lo tanto
para asegurarnos que $ existe debemos ver que esta integral es
convergente, lo cual es inmediato ya que si 0 < r < 1 entonces:

0 < 1− r2 < 1− r4

lo que implica que:
1√

1− r4
<

1√
1− r2

por lo tanto:

ĺım
b→1−

b∫
0

1√
1− r4

dr < ĺım
b→1−

b∫
0

1√
1− r2

dr = sen−1(1) =
π

2

Aśı nos aseguramos que la integral es convergente y además obtenemos que $ < π (de
hecho se puede obtener al aproximar la integral que $ ' 2.622057, además en el Capitulo
8 p. 157, veremos que $ es un número trascendente). Aśı pues concluimos que, similar a la
circunferencia donde una vuelta completa tiene longitud de arco 2π, una vuelta completa de
la lemniscata tiene longitud de arco 2$, es decir la suma de las longitudes de los arcos en los
4 cuadrantes:

2$ = 4

1∫
0

1√
1− r4

dr

A continuación presentamos el primer resultado que nos da condiciones suficientes para poder
construir un punto de la lemniscata usando regla y compás:
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Teorema 2.1. Sea P = (x, y) ∈ R2 un punto en la lemniscata, entonces si r es la distancia
polar del punto P tenemos que P es construible si y sólo si r es construible.

Demostración:
Veamos los dos lados de la doble implicación por separado:

(⇒) Supongamos que P es construible, entonces x es construible y y es construible como
(x2 + y2)2 = x2 − y2 y r2 = x2 + y2 tenemos que:

r = ± 4
√
x2 − y2

gracias a que los puntos construibles son cerrados bajo las operaciones de resta, multi-
plicación y extracción de ráız cuadrada (ver Teorema E.1 del Apéndice E) se sigue que
entonces r es un punto construible.

(⇐) Supongamos ahora que r es construible, de nuevo como (x2 + y2)2 = x2− y2 y también
r2 = x2 + y2, tenemos que:

r4 = x2 − y2 r2 = x2 + y2

de donde se sigue que:
x2 = r4 + y2 x2 = r2 − y2

y por lo tanto:
r4 + y2 = r2 − y2

despejando a y obtenemos que:

y = ±
√

1

2
(r2 − r4)

y por ende que:

x = ±
√

1

2
(r2 + r4)

luego entonces x, y pertenecen al conjunto de números construibles y por lo tanto P es
. construible. q.e.d

Gracias a el Teorema anterior, si conocemos la distancia polar r asociada a un punto de
la lemniscata, entonces podremos construir dicho punto con regla y compás. Por lo tanto en
las siguientes secciones nos dedicaremos a estudiar dicha distancia polar y sus propiedades.

2.3. La Función Lemniscata en R
Podemos definir a la función seno utilizando su inversa, es decir:

sen(θ) = x si y sólo si θ = sen−1(x) =

x∫
0

1√
1− t2

dt

de manera análoga definimos entonces a la función lemniscata real:
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Definición 2.4. Definimos a la función lemniscata en R como la inversa de la longitud
de arco de la lemniscata, es decir es una función ϕl, tal que:

ϕl(s) = r si y sólo si s =

r∫
0

1√
1− t4

dt

Notamos que de acuerdo con la Definición 2.2, ϕl es la función inversa de una integral eĺıptica
de primera especie.

Esto quiere decir que un punto de la lemniscata que se encuentra a una longitud s del
origen tiene distancia polar r = ϕl(s). Sin embargo hasta el momento sólo hemos definido a
s como la longitud de arco de la lemniscata en el primer cuadrante, es decir:

ϕl :
[
0,
$

2

]
→ [0, 1]

Por lo tanto debemos extender esta función a una que dado cualquier s ∈ R obtenga la
distancia polar r del punto que acumula una longitud de arco s desde el origen.

• ¿Cómo se mide la longitud de arco de la lemniscata?

Debemos analizar qué pasa cuando la longitud s buscada es un real negativo, o que es lo que
ocurre cuando cuando s > $/2. Para extender la función ϕl a todos los reales utilizaremos
la siguiente convención para medir la longitud de arco: cuando s ≥ 0, comenzamos del origen
hacia el primer cuadrante hasta acumular una longitud de arco s, mientras que cuando s < 0
comenzamos del origen hacia el tercer cuadrante hasta acumular una longitud de arco |s|. Lo
anterior se muestra en la siguiente figura:

s≥0

s<0

Figura 2.6: s ≥ 0 y s < 0

Recordemos que la longitud de una vuelta completa es 2$, por lo tanto cuando |s| > 2$
tendremos que recorrer más de una vez el peŕımetro de la curva para encontrar el punto
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deseado donde el sentido del recorrido depende de si s es positivo o negativo. Luego entonces
es claro que el punto de la lemniscata que tiene longitud de arco s será el mismo que tiene
longitud de arco s± 2$, es decir:

ϕl(s) = ϕl(s± 2$) ∀ s ∈ R

por lo tanto concluimos que ϕl es una función simplemente periódica en R, con periodo
fundamental 2$. Además de la expresión en coordenadas polares, r2 = cos(2θ), se sigue que
cuando r ∈ [0, 1] tenemos la mitad derecha de la lemniscata, es decir el primer y cuarto
cuadrante, mientras que cuando r ∈ [−1, 0] tenemos la mitad izquierda de la lemniscata, la
correspondiente al segundo y tercer cuadrante. Aśı finalmente tenemos una función periódica
en R definida como:

ϕl : R→ [−1, 1]

notando de nuevo la similitud con la función trigonométrica seno. La siguiente tabla nos
muestra algunos valores de la función ϕl, que se siguen de inmediato de lo expuesto anterior-
mente:

s ϕl(s)

0 0
$/2 1
$ 0

3$/2 -1
−$/2 -1
−$ 0
−3$/2 1

Analicemos siguientes propiedades de la función ϕl:

Proposición 2.2. La función ϕl satisface que:

i) Es una función impar, es decir ϕl(−s) = −ϕl(s) ∀ s ∈ R

ii) ϕl($ − s) = ϕl(s) ∀ s ∈ R

Demostración:
El inciso i), se sigue del hecho que la distancia polar al recorrer una longitud de arco s es
la misma que al recorrer −s, es decir obtendremos dos puntos simétricos en la lemniscata
con respecto al origen, Ver Figura 2.7 (a). Mientras que el inciso ii) es una consecuencia de
que la longitud de arco de media lemniscata es $, por lo tanto recorrer una longitud $ − s
equivale a recorrer s comenzando por el cuarto cuadrante, de este modo los puntos obtenidos
son simétricos con respecto al eje horizontal, Ver Figura 2.7 (b).

q.e.d

Veremos a lo largo del texto que para una función periódica es de suma importancia
analizar a la par a su derivada, por ejemplo para las funciones trigonométricas seno y su
derivada coseno. Por ello es razonable explorar la derivada de la función lemniscata junto con
sus propiedades, veamos entonces la ecuación diferencial que satisface ϕl:
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s

s<0

-s -s
-r

s
r

(a) ϕl(−s) = −ϕl(s) = −r

s<0

r

r

-s

s

r

-s

s
r

r

(b) ϕl(s) = ϕl($ − s) = r

Figura 2.7: Propiedades de ϕl

Teorema 2.2. (La Ecuación Diferencial para ϕl) Sea ϕl la función lemniscata, entonces:

(ϕ′l(s))
2

= 1− ϕ4
l (s) ∀ s ∈ R

Demostración:
Primero consideremos longitudes s tal que 0 ≤ s < $/2, entonces tenemos que:

s =

ϕl(s)∫
0

1√
1− t4

dt

por lo tanto derivando ambos lados con respecto a s tenemos que:

1 =
1√

1− ϕ4
l (s)

ϕ′l(s)− 0

lo que implica entonces que :

(ϕ′l(s))
2

= 1− ϕ4
l (s) con 0 ≤ s < $

2

Para el caso particular en que s = $/2, tenemos que

ϕ4
l

($
2

)
= 14 = 1, lo que implica que 1− ϕ4

l

($
2

)
= 0

y como además máx {ϕl(s) : 0 ≤ s ≤ $/2} = 1 y se alcanza en s = $/2, entonces:

ϕ′l

($
2

)
= 0

de donde
ϕ′l

($
2

)
= 1− ϕ4

l

($
2

)
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por lo que :

(ϕ′l(s))
2

= 1− ϕ4
l (s) con 0 ≤ s ≤ $

2

Aśı pues la identidad es válida cuando la longitud s no pasa del primer cuadrante. Veamos
ahora que es válida también cuando $/2 < s ≤ 2$, y por lo tanto, por la periodicidad de
ϕl, en todo R. Tomemos ahora a s tal que $/2 < s ≤ $, luego por la Proposición 2.2 ii):

ϕl(s) = ϕl($ − s)
ϕ′l(s) = ϕ′l($ − s)

pero es claro que 0 ≤ $ − s < $/2, entonces por lo ya visto (ϕ′l($ − s))
2

= 1 − ϕ4
l ($ − s),

lo que implica que:

(ϕ′l(s))
2

= 1− ϕ4
l (s) con

$

2
< s ≤ $

Finalmente cuando s es tal que $ < s ≤ 2$, entonces existe s1 tal que s = $ + s1 con
0 < s1 ≤ $, tenemos entonces que de manera similar a la Proposición 2.2 i), $ − s1 es
simétrico a s con respecto al origen y por lo tanto:

ϕl(s) = −ϕl($ − s1)

ϕ′l(s) = ϕ′l($ − s1)

pero es claro que 0 ≤ $ − s1 < $, aśı pues se satisface que (ϕ′l($ − s1))
2

= 1 − ϕ4
l ($ − s),

es decir que (ϕ′l(s))
2

= 1− (−ϕl(s))4 luego entonces:

(ϕ′l(s))
2

= 1− ϕ4
l (s) con $ < s ≤ 2$

Por lo tanto tenemos que (ϕ′l(s))
2

= 1−ϕ4
l (s) es válido para toda s tal que 0 ≤ s ≤ 2$, y al

ser ϕl una función simplemente periódica con periodo 2$ se sigue que para toda s ∈ R existe
s′ tal que ϕl(s) = ϕl(s

′) con 0 ≤ s′ ≤ 2$, por ende:

(ϕ′l(s))
2

= 1− ϕ4
l (s) ∀ s ∈ R

q.e.d

Observación 2.2. Notamos la analoǵıa del resultado anterior con la conocida identidad
trigonométrica:

(sen′(t))
2

= 1− sen2(t) ∀ t ∈ R

Veamos ahora las propiedades de ϕ′l:

Proposición 2.3. La función ϕ′l satisface que:

i) Es una función simplemente periódica con periodo fundamental 2$

ii) Es una función par, es decir ϕ′l(−s) = ϕ′l(s) ∀ s ∈ R
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iii) ϕ′l($ − s) = −ϕ′l(s) ∀ s ∈ R

iv) ϕ′′l (s) = −2ϕ3
l (s) ∀ s ∈ R

Demostración:
La propiedad i) es una consecuencia inmediata del hecho de que ϕl es una función simplemente
periódica con periodo fundamental 2$. Los incisos ii) y iii) se siguen de inmediato de la
Proposición 2.2 incisos i) y ii) respectivamente. Mientras que para ver iv), notamos que por
el Teorema 2.2 tenemos que para toda s ∈ R :

(ϕ′l(s))
2

= 1− ϕ4
l (s)

derivando ambos lados con respecto a s se sigue que:

2ϕ′l(s)ϕ
′′
l (s) = −4ϕ3

l (s)ϕ
′
l(s)

y por lo tanto al dividir ambos lados entre 2ϕ′l(s) obtenemos que

ϕ′′l (s) = −2ϕ3
l (s)

q.e.d

Trabajaremos con distintas funciones periódicas, tarde o temprano nos encontraremos con
los teoremas de adición de dichas funciones, y el caso de la función lemniscata no es la excep-
ción. La aparición del teorema de adición para la función ϕl envuelve una parte de la historia
de las matemáticas que nos interesa contar, pues involucra un momento considerado como el
verdadero nacimiento de las integrales eĺıpticas.

La aparición de las integrales eĺıpticas comenzó con el trabajo del matemático italiano,
Giulio Carlo di Fagnano, quien desde 1718 centró sus estudios en la división de la longitud de
arco de la lemniscata, usando regla y compás. El probó la siguiente fórmula de duplicación
de la longitud de arco de la lemniscata:

α∫
0

1√
1− t4

dt+

α∫
0

1√
1− t4

dt =

γ(α)∫
0

1√
1− t4

dt

donde γ(α) =
2α
√

1− α4

1 + α4
.

Esto implica que si α es la distancia polar de un punto en la lemniscata con longitud de
arco s, entonces γ(α) es la distancia polar de otro punto de la lemniscata que tiene longitud
2s. Con este y otros resultados, Fagnano pudo dividir la longitud de la lemniscata en dos,
tres y cinco partes iguales, usando regla y compás.
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(a) Giulio Fagnano (b) Portada de sus obras

Figura 2.8: Giulio Carlo di Fagnano

Fue el 23 de diciembre de 1751 cuando Leonhard Euler recibió una recopilación de las
investigaciones de Fagnano, se maravilló por la fórmula de duplicación, reconociendo la im-
portancia de ésta para el desarrollo de la teoŕıa de las integrales eĺıpticas. Euler fue, por
supuesto, mucho más allá y logro probar una fórmula de adición para la longitud de cuales-
quiera dos puntos en la lemniscata:

α∫
0

1√
1− t4

dt+

β∫
0

1√
1− t4

dt =

γ(α,β)∫
0

1√
1− t4

dt

donde γ(α, β) =
α
√

1− β4 + β
√

1− α4

1 + α2β2
.

Es decir que si α, β son las distancias polares de dos puntos en la lemniscata con longi-
tudes x, y respectivamente, entonces γ(α, β) es la distancia polar de un tercer punto sobre la
lemniscata con longitud de arco x + y. Es claro entonces que la fórmula de duplicación de
Fagnano es simplemente un caso particular de la de adición de Euler. Fue entonces a partir
de que Euler recibió las obras de Fagnano que las integrales eĺıpticas comenzaran a surgir en
las matemáticas, mucho antes incluso de que Jacobi o Weierstrass nacieran e incluso antes de
que se les relacionara con la longitud de arco de una elipse.

Veremos a continuación una motivación para la fórmula de adición de Euler. Como bien
hemos mencionado y también observado la lemniscata guarda una profunda relación con
la circunferencia. Consideremos entonces a la circunferencia con ecuación polar dada por
r = cos(θ):
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Figura 2.9: r = cos(θ)

Por lo que de manera análoga a como vimos con la longitud de arco de la lemniscata
concluimos que la longitud de arco s ∈ [0, π/2], de un punto en la circunferencia con distancia
polar r ∈ [0, 1] está dada por:

s =

r∫
0

1√
1− t2

dt

es decir que s = sen−1(r). Por lo tanto la siguiente proposición motiva la fórmula de adición
de Euler, pues presenta una fórmula de adición para las longitudes de arco de dos puntos en
la circunferencia. Notaremos la similitud entre la γ(α, β) de la fórmula de adición de Euler
con la de la proposición:

Proposición 2.4. Sean α, β ∈ [0, 1] tal que γ(α, β) = α
√

1− β2+β
√

1− α2 ∈ [0, 1] entonces:

α∫
0

1√
1− t2

dt+

β∫
0

1√
1− t2

dt =

γ(α,β)∫
0

1√
1− t2

dt

Demostración:
Denotemos γ ≡ γ(α, β), la proposición equivale a demostrar que:

sen−1(α) + sen−1(β) = sen−1(γ).

Sea θα = sen−1(α) y θβ = sen−1(β), luego entonces obtenemos fácilmente que sen(θα) = α,

cos(θα) =
√

1− α2, sen(θβ) = β, y que cos(θβ) =
√

1− β2. Usando entonces la formula de
adicion para la función seno tenemos:

sen(θα + θβ) = sen(θα) cos(θβ) + sen(θβ) cos(θα)

= α
√

1− β2 + β
√

1− α2 = γ(α, β)

es decir que θα + θβ = sen−1(γ), como queŕıamos. q.e.d

Observación 2.3. Notamos que ϕl juega el papel del seno y ϕ′l juega el papel del coseno
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Después de este breviario histórico, volvemos a nuestro tema de interés, es decir a la
fórmula de adición para la función ϕl. Esta se deduce simplemente de expresar la fórmula de
adición de Euler en términos de la función lemniscata. Aśı pues tenemos que como α es la
distancia polar del punto con longitud x, β del punto con longitud y, y γ(α, β) del punto con
longitud x+ y, entonces:

α = ϕl(x) β = ϕl(y) γ(α, β) = ϕl(x+ y)

y por la fórmula de Euler tenemos que

ϕl(x+ y) = γ(α, β) =
α
√

1− β4 + β
√

1− α4

1 + α2β2

=
ϕl(x)

√
1− ϕ4

l (y) + ϕl(y)
√

1− ϕ4
l (x)

1 + ϕ2
l (x)ϕ2

l (y)

pero si 0 ≤ x, y ≤ $/2 entonces del Teorema 2.2 se sigue que ϕ′l(x) =
√

1− ϕ4
l (x) y que

ϕ′l(y) =
√

1− ϕ4
l (y), por lo tanto:

ϕl(x+ y) =
ϕl(x)ϕ′l(y) + ϕl(y)ϕ′l(x)

1 + ϕ2
l (x)ϕ2

l (y)

de este modo se obtiene un teorema de adición para la función ϕl. En lugar de probar este
teorema por medio de la fórmula de adición de Euler (la cual no probaremos), usaremos
un método más reciente que no se restringe a longitudes x, y tales que 0 ≤ x, y ≤ $/2.
Necesitaremos antes de un Lema que establece un resultado interesante acerca de las funciones
de dos variables:

Lema 2.1. Sea g : R2 → R una función diferenciable en R2, entonces tenemos que:

g(x, y) = g(x+ y, 0) ∀ (x, y) ∈ R2 si y sólo si
∂g

∂x
=
∂g

∂y
∀ (x, y) ∈ R2

Demostración:
Definamos a la función h : R2 → R dada por:

h(u, v) = g

(
1

2
(u+ v),

1

2
(u− v)

)
por lo tanto:

∂h

∂v
=
∂g

∂x

∂x

∂v
+
∂g

∂y

∂y

∂v

=
1

2

∂g

∂x
− 1

2

∂g

∂y

por lo tanto tenemos que:
∂h

∂v
= 0 si y sólo si

∂g

∂x
=
∂g

∂y

Ahora veamos los dos lados de la doble implicación del lema por separado:
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(⇒) Si g(x, y) = g(x+ y, 0), tendremos que :

h(u, v) = g

(
1

2
(u+ v),

1

2
(u− v)

)
= g(u, 0)

= h(u, u)

lo que implica que
∂h

∂v
= 0, y por ende que

∂g

∂x
=
∂g

∂y

(⇐) Si ahora tenemos que
∂g

∂x
=
∂g

∂y
se sigue que

∂h

∂v
= 0, lo que implica que:

h(u, v) = h(u, v0)

donde v0 es una constante para v, en particular si ponemos v0 = u, tenemos que:

g

(
1

2
(u+ v),

1

2
(u− v)

)
= h(u, v) = h(u, u) = g(u, 0)

luego entonces haciendo u = x+ y y v = x− y se sigue que:

g(x, y) = g(x+ y, 0)

q.e.d
Usamos este lema para establecer el teorema de adición de la función lemniscata:

Teorema 2.3. (Teorema de Adición para ϕl) La función ϕl satisface que:

ϕl(x+ y) =
ϕl(x)ϕ′l(y) + ϕl(y)ϕ′l(x)

1 + ϕ2
l (x)ϕ2

l (y)

para toda x, y ∈ R

Demostración:
Definamos a la función g : R2 → R dada por:

g(x, y) =
ϕl(x)ϕ′l(y) + ϕl(y)ϕ′l(x)

1 + ϕ2
l (x)ϕ2

l (y)

ya vimos que para toda x ∈ R existe ϕ′l(x) y ϕ′′l (x), luego entonces g es una función diferen-
ciable en R2. Además notamos que gracias a la simetŕıa que tiene la función g con respecto
a x y a y y usando que ϕ′′l (x) = −2ϕ3

l (x) para toda x se sigue que en este caso:

∂g

∂x
=
∂g

∂y
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por lo que aplicando el Lema anterior obtenemos que g(x, y) = g(x+ y, 0), luego usando que
ϕl(0) = 0 y ϕ′l(0) = 1, se sigue que entonces:

ϕl(x)ϕ′l(y) + ϕl(y)ϕ′l(x)

1 + ϕ2
l (x)ϕ2

l (y)
=
ϕl(x+ y)ϕ′l(0) + ϕl(0)ϕ′l(x+ y)

1 + ϕ2
l (x+ y)ϕ2

l (0)
= ϕl(x+ y)

por lo tanto en efecto se satisface el teorema de adición para toda x, y ∈ R
q.e.d

Del teorema de adición para ϕl se siguen las siguientes identidades que serán de gran
utilidad en lo que sigue de esta sección:

Corolario. (Del Teorema 2.3) Sea ϕl la función lemniscata, entonces se cumple que:

i) ϕl(2x) =
2ϕl(x)ϕ′l(x)

1 + ϕ4
l (x)

(Fórmula de duplicación)

ii) ϕl(x− y) =
ϕl(x)ϕ′l(y)− ϕl(y)ϕ′l(x)

1 + ϕ2
l (x)ϕ2

l (y)
(Resta de longitudes)

iii) ϕl(x+ y) + ϕl(x− y) =
2ϕl(x)ϕ′l(y)

1 + ϕ2
l (x)ϕ2

l (y)

El Teorema de adición de la función lemniscata y sus consecuencias juegan un papel crucial
en la división de puntos con igual longitud de arco

Ejemplo 2.1. Deseamos saber si los puntos de división de la lemniscata, en 8 segmentos con
misma longitud de arco, son construibles con regla y compás:

n=8

1

2

34

5
6 1

87

r 0

Figura 2.10: n = 8

Cada una de las 8 partes debe de tener longitud 2$/8 = $/4. La figura anterior muestra
que, gracias a la simetŕıa, es únicamente necesario saber si el punto con distancia polar r0 es
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construible para determinar si la división en 8 partes iguales lo es. Para verificarlo notemos
que:

r0 = ϕl

($
4

)
luego entonces gracias a que ϕl($/2) = 1 y a la fórmula de duplicación obtenemos que:

1 = ϕl

($
2

)
= ϕl

(
2
$

4

)
=

2ϕl
(
$
4

)
ϕ′l
(
$
4

)
1 + ϕ4

l

(
$
4

) =
2ϕl

(
$
4

)√
1− ϕ4

l

(
$
4

)
1 + ϕ4

l

(
$
4

)
y por ende que:

1 =
2r0

√
1− r4

0

1 + r4
0

de donde se sigue que:
(1 + r4

0)2 − 4r2
0(1− r4

0) = 0

desarrollando obtenemos que:

r8
0 + 4r6

0 + 2r4
0 − 4r2

o + 1 = 0

factorizando la ecuación anterior resulta que:

(r4
0 + 2r2

0 − 1)2 = 0

y ahora es fácil ver la única solución real positiva (pues sabemos que 0 < r0) de lo anterior
es cuando:

r0 =

√√
2− 1

luego entonces del Teorema E.1 del Apéndice E, se sigue que r0 es en efecto un número
construible y por ende los puntos de la división de la lemniscata en 8 partes lo son.

Podemos generalizar el ejemplo anterior con el siguiente teorema:

Teorema 2.4. Si ϕl(x0) es construible entonces ϕl

(x0

2

)
también lo es

Demostración:
Sean

r0 = ϕl

(x0

2

)
y r1 = ϕl(x0)

por lo tanto de la fórmula de duplicación se sigue que:

r1 = ϕl(x0) = ϕl

(
2
x0

2

)
=

2ϕl
(
x0

2

)
ϕ′l
(
x0

2

)
1 + ϕ4

l

(
x0

2

)
elevando al cuadrado obtenemos que:

r2
1 =

(
2ϕl

(
x0

2

)
ϕ′l
(
x0

2

)
1 + ϕ4

l

(
x0

2

) )2

=
4ϕ2

l

(
x0

2

)
ϕ′2l
(
x0

2

)(
1 + ϕ4

l

(
x0

2

))2
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y recordando que ϕ′2l (x) = 1− ϕ4
l (x) resulta que:

r2
1 =

4r2
0(1− r4

0)

(1 + r4
0)2

(2.2)

Como ya sabemos que r1 es construible, entonces sólo necesitamos expresar a r0 en términos
de r1 de tal manera que dicha expresión sea un número construible (ver Apéndice E). Sin
embargo no es nada trivial el despeje de r0 en (2.2). A continuación despajaremos a r0

usando una intuición no motivada aún, pues necesita del análisis de ϕl en C, sin embargo la
motivación se encuentra en Ejemplo 8.1 pág. 149. Sea entonces z ∈ C tal que:

z2 =
2ir2

0

1− r4
0

por lo tanto:

−2iz2

1− z4
=

−2i

(
2ir2

0

1− r4
0

)
1−

(
2ir2

0

1− r4
0

)2

=

4r2
0

1− r4
0

(1− r4
0)2 + 4r2

0

(1− r4
0)2

=
4r2

0(1− r4
0)

(1 + r4
0)2

= r2
1

por lo tanto tenemos que :
−2iz2 = r2

1(1− z4)

de donde se sigue que
(r2

1)z4 − (2i)z2 − (r2
1) = 0

lo que implica que:

z2 =
2i±

√
−4 + 4r4

1

2r2
1

=
i±
√
r4
1 − 1

r2
1

como i, r1 son construibles y sabemos que los números construibles constituyen un campo
y que además son cerrados bajo extracción de ráıces cuadradas entonces z2 es un número
construible. Luego de la definición de z2 se sigue que:

(1− r4
0)z2 = 2ir2

0

por lo que:
(z2)r4

0 + (2i)r2
0 − (z2) = 0

es decir que:

r2
0 =
−2i±

√
−4 + 4z4

2z2
=
−i±

√
z4 − 1

z2

y al ser ya z2 un número construible concluimos similarmente que r2
0 también lo es y por

ende r0 es en efecto un número construible. q.e.d
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La fórmula de duplicación fue clave para probar el resultado anterior, es natural ahora
preguntarnos si existe una fórmula de triplicación que nos permita probar un resultado si-
milar, veremos que no sólo existe una de triplicación sino que tendremos fórmulas para la
multiplicación de una longitud por cualquier número entero. Antes de abarcar un resultado
tan general observemos el siguiente ejemplo:

Ejemplo 2.2. Ahora queremos saber si la división de la lemniscata en 6 partes iguales es
construible con regla y compás:

n=6

1

2

3

4

5

6

1

r 0

Figura 2.11: n = 6

Cada parte tendrá una longitud de 2$/6 = $/3 lo que sugiere el uso de la fórmula de
triplicación, para obtenerla notemos que de iii) del Corolario del Teorema 2.3 se sigue que:

ϕl(2x+ x) + ϕl(2x− x) =
2ϕl(2x)ϕ′l(x)

1 + ϕ2
l (2x)ϕ2

l (x)

lo que implica que:

ϕl(3x) = −ϕl(x) +
2ϕl(2x)ϕ′l(x)

1 + ϕ2
l (2x)ϕ2

l (x)

sustituyendo entonces la fórmula de duplicación obtenemos que:

ϕl(3x) = −ϕl(x) +

4ϕl(x)ϕ′2l (x)

1 + ϕ4
l (x)

1 +
4ϕ4

l (x)ϕ′2l (x)

(1 + ϕ4
l (x))2

= −ϕl(x) +
4ϕl(x)ϕ′2l (x)(1 + ϕ4

l (x))

(1 + ϕ4
l (x))2 + 4ϕ4

l (x)ϕ′2l (x)
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y recordando que ϕ′2l (x) = 1− ϕ4
l (x) obtenemos que:

ϕl(3x) = −ϕl(x) +
4ϕl(x)(1− ϕ8

l (x))

−3ϕ8
l (x) + 4ϕ4

l (x) + 1

= ϕl(x)

(
−1 +

4− 4ϕ8
l (x)

−3ϕ8
l (x) + 6ϕ4

l (x) + 1

)
= ϕl(x)

(
−ϕ8

l (x)− 6ϕ4
l (x) + 3

−3ϕ8
l (x) + 6ϕ4

l (x) + 1

)
lo que nos da la fórmula de triplicación deseada. Luego entonces para calcular r0 = ϕl($/3),
notamos que por un lado ϕl($) = 0, mientras que por otro, usando la fórmula de triplicación:

0 = ϕl($) = ϕl

(
3
$

3

)
= ϕl

($
3

)( −ϕ8
l

(
$
3

)
− 6ϕ4

l

(
$
3

)
+ 3

−3ϕ8
l

(
$
3

)
+ 6ϕ4

l

(
$
3

)
+ 1

)
lo que implica que :

r0

(
−r8

0 − 6r4
0 + 3

−3r8
0 + 6r4

0 + 1

)
= 0

pero como r0 6= 0 entonces se sigue que r8
0 + 6r4

0 − 3 = 0 y utilizando dos veces la fórmula
cuadrática obtenemos que la única solución positiva para r0 es:

r0 =
4

√
2
√

3− 3

y por lo tanto concluimos que r0 es un numero construible y de la figura 2.10 se sigue que la
división de la lemniscata en 6 partes iguales es construible con regla y compás.

Presentamos ahora un teorema que nos da de forma general las fórmulas para multiplica-
ción de la longitud de arco por cualquier número entero:

Teorema 2.5. Dado n ∈ N existen polinomios Pn(u), Qn(u) ∈ Z[u] tales que cuando n es
impar:

ϕl(nx) = ϕl(x)
Pn
(
ϕ4
l (x)

)
Qn (ϕ4

l (x))

y cuando n es par:

ϕl(nx) = ϕl(x)
Pn
(
ϕ4
l (x)

)
Qn (ϕ4

l (x))
ϕ′l(x)

más aún resulta que Qn(0) = 1 ∀ n ∈ N

Demostración:
Inducción sobre n. Cuando n = 1, es claro que poniendo P1(u) = Q1(u) = 1, entonces:

ϕl(x) = ϕl(x)
P1

(
ϕ4
l (x)

)
Q1 (ϕ4

l (x))
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Mientras que cuando n = 2, si ponemos P2(u) = 2 y Q2(u) = 1 + u, entonces la fórmula de
duplicación es:

ϕl(2x) = ϕl(x)
P2

(
ϕ4
l (x)

)
Q2 (ϕ4

l (x))
ϕ′l(x)

además Q1(0) = Q2(0) = 1. Por ende el teorema es válido para n = 1 y para n = 2. Como
hipótesis de inducción suponemos que es válido para n−1 y para n, lo que nos deja dos casos
a analizar:
Caso i): n− 1 es impar. De iii) del Coroloario del Teorema 2.3 se sigue entonces que:

ϕl((n+ 1)x) = −ϕl((n− 1)x) +
2ϕl(nx)ϕ′l(x)

1 + ϕ2
l (nx)ϕ2

l (x)
(2.3)

pero como n− 1 es impar entonces n es par y por hipótesis de inducción tenemos que:

ϕl((n− 1)x) = ϕl(x)
Pn−1

(
ϕ4
l (x)

)
Qn−1 (ϕ4

l (x))
ϕl(nx) = ϕl(x)

Pn
(
ϕ4
l (x)

)
Qn (ϕ4

l (x))
ϕ′l(x)

denotaremos Pk ≡ Pk
(
ϕ4
l (x)

)
, este abuso de notación es para ahorrar espacio en los cálculos

posteriores. Luego al sustituir la hipótesis de inducción en la ecuación (2.3) se sigue que:

ϕl((n+ 1)x) = −ϕl(x)
Pn−1

Qn−1
+

2
(
ϕl(x) Pn

Qn
ϕ′l(x)

)
ϕ′l(x)

1 +
(
ϕl(x) Pn

Qn
ϕ′l(x)

)2

ϕ2
l (x)

= −ϕl(x)Pn−1

Qn−1
+

(
2ϕl(x)ϕ′2l (x)Pn

)
/Qn

1 + (ϕ4
l (x)ϕ′2l (x)P 2

n) /Q2
n

y como ϕ′2l (x) = 1− ϕ4
l (x), entonces:

ϕl((n+ 1)x) = −ϕl(x)Pn−1

Qn−1
+

(
2ϕl(x)

(
1− ϕ4

l (x)
)
Pn
)
Q2
n

(Q2
n + ϕ4

l (x) (1− ϕ4
l (x))P 2

n)Qn

=
(−ϕl(x)Pn−1)

(
Q2
n + ϕ4

l (x)
(
1− ϕ4

l (x)
)
P 2
n

)
+
(
2ϕl(x)

(
1− ϕ4

l (x)
)
Pn
)
Qn

Qn−1 (Q2
n + ϕ4

l (x) (1− ϕ4
l (x))P 2

n)

= ϕl(x)

(
−Pn−1

(
Q2
n + ϕ4

l (x)
(
1− ϕ4

l (x)
)
P 2
n

)
+ 2

(
1− ϕ4

l (x)
)
PnQn

Qn−1 (Q2
n + ϕ4

l (x) (1− ϕ4
l (x))P 2

n)

)
por lo tanto si definimos :

Pn+1(u) = −Pn−1(u)
(
Q2
n(u) + u (1− u)P 2

n(u)
)

+ 2 (1− u)Pn(u)Qn(u)

Qn+1(u) = Qn−1(u)
(
Q2
n(u) + u (1− u)P 2

n(u)
)
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obtenemos que

ϕl((n+ 1)x) = ϕl(x)
Pn+1

(
ϕ4
l (x)

)
Qn+1 (ϕ4

l (x))

y además notamos que gracias a la hipótesis de inducción Qn−1(0) = Qn(0) = 1, entonces :

Qn+1(0) = Qn−1(0)Q2
n(0) = 1

por lo tanto, al ser n+ 1 impar el resultado es válido también para n+ 1. Completando aśı el
primer caso.
Caso ii): n − 1 es par. Análogamente al caso i) aplicamos la hipótesis de inducción a la
ecuación de iii) del Coroloario del Teorema 2.3, pero considerando ahora que n− 1 es par y
n impar. Con cuentas similares a las del primer caso obtenemos que entonces:

ϕl((n+ 1)x) = ϕl(x)
Pn+1

(
ϕ4
l (x)

)
Qn+1 (ϕ4

l (x))
ϕ′l(x)

donde:

Pn+1(u) = −Pn−1(u)
(
Q2
n(u) + uP 2

n(u)
)

+ 2Qn−1(u)Qn(u)Pn(u)

Qn+1(u) = Qn−1(u)
(
Q2
n(u) + uP 2

n(u)
)

notamos que como por hipótesis de inducción Qn−1(0) = Qn(0) = 1, entonces :

Qn+1(0) = Qn−1(0)Q2
n(0) = 1

por lo tanto, al ser en este caso n+ 1 par, el resultado es válido también para n+ 1. Comple-
tando aśı la prueba. q.e.d

Los siguientes resultados son consecuencia del teorema anterior. Son de gran importancia
para saber para qué n la división en n partes iguales de la longitud de arco de la lemniscata
es posible.

Proposición 2.5. Sea n ∈ N y Pn como en el Teorema 2.5. Entonces las distancias polares
de los puntos en la lemniscata correspondientes a la división de ésta en n puntos, son ráıces
de los polinomios:

uPn(u4) cuando n es impar

uPn(u4)(1− u2) cuando n es par

a estos polinomios se les llama los polinomios de la división en n-partes

Demostración:
Sabemos que las distancias polares de los puntos en la lemniscata correspondientes a la
división de ésta en n puntos son:

ϕl

(
m

2$

n

)
con m = 0, 1, · · · , n− 1
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y por la periodicidad de ϕl tenemos que ϕl(m2$) = ϕl(2$) = 0 para cualquier m ∈ Z. Sin
embargo por el Teorema 2.5 tenemos que, cuando n es impar:

0 = ϕl(m2$) = ϕl

(
nm

2$

n

)
= ϕl

(
m

2$

n

) Pn

(
ϕ4
l

(
m

2$

n

))
Qn

(
ϕ4
l

(
m

2$

n

))
de donde se sigue que para m = 0, 1, · · · , n− 1, ϕl

(
m 2$

n

)
es una ráız de uPn(u4). Mientras

que cuando n es par:

0 = ϕl(m2$) = ϕl

(
nm

2$

n

)
= ϕl

(
m

2$

n

) Pn

(
ϕ4
l

(
m

2$

n

))
Qn

(
ϕ4
l

(
m

2$

n

))ϕ′l(m2$

n

)

y como ϕ′2l (x) = 1 − ϕ4
l (x), entonces multiplicando ambos lados de la ecuación anterior por

ϕ′l
(
m 2$

n

)
se sigue que :

0 = ϕl

(
m

2$

n

) Pn

(
ϕ4
l

(
m

2$

n

))
Qn

(
ϕ4
l

(
m

2$

n

)) (1− ϕ4
l

(
m

2$

n

))

lo que implica que uPn(u4)(1 − u4) = 0 con u = ϕl
(
m 2$

n

)
, y por diferencia de cuadrados

se sigue que uPn(u4)(1 − u2)(1 + u2) = 0 y como u ∈ R entonces (1 + u2) 6= 0. Por lo que
concluimos que para m = 0, 1, · · · , n− 1, ϕl

(
m 2$

n

)
es una ráız de uPn(u4)(1− u2)

q.e.d

Ahora ya tememos herramientas sólidas para asegurar más hechos acerca de los puntos
construibles de la división de la lemniscata, como muestra el siguiente teorema:

Teorema 2.6. Sea n ∈ N tal que ϕl
(

2$
n

)
es construible, entonces:

i) ϕl
(
m 2$

n

)
es construible para toda m ∈ Z

ii) Los puntos de división de la lemniscata en n partes iguales son construibles

iii) Si además existe k ∈ N tal que ϕl
(

2$
k

)
es construible, entonces ϕl

(
2$

[n;k]

)
es construible,

donde [n; k] es el mı́nimo común múltiplo entre n y k

Demostración:
El inciso i) es una consecuencia inmediata del Teorema 2.5, ya que gracias a éste sabemos que
para toda m ∈ Z tendremos que ϕl

(
m 2$

n

)
es una función racional de ϕl

(
2$
n

)
, y al ser este

último un punto construible se sigue del Teorema E.1 del Apéndice E que entonces ϕl
(
m 2$

n

)
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también es construible. Una consecuencia de i) es que los puntos de división de la lemniscata
en n partes iguales son construibles, ya que éstos son ϕl

(
m 2$

n

)
con m = 0, 2, · · · , n− 1, por

lo que queda probado el inciso ii). Finalmente para ver iii) recodemos que si d = (n; k) es
el máximo común divisor entre n y k y l = [n; k] es el mı́nimo común múltiplo entre n y k,
entonces:

l =
nk

d

además es claro que existen µ, ν ∈ Z tales que:

µk + νn = d

notemos que entonces

µ

(
2$

n

)
+ ν

(
2$

k

)
= 2$

(
µk + νn

nk

)
= 2$

(
d

nk

)
=

2$

l

de donde se sigue que

ϕl

(
2$

l

)
= ϕl

(
µ

(
2$

n

)
+ ν

(
2$

k

))
por lo que si utilizamos la fórmula de adición tenemos que:

ϕl

(
2$

l

)
=
ϕl(µ

(
2$
n

)
)ϕ′l(ν

(
2$
k

)
) + ϕl(ν

(
2$
k

)
)ϕ′l(µ

(
2$
n

)
)

1 + ϕ2
l (µ

(
2$
n

)
)ϕ2
l (ν
(

2$
k

)
)

(2.4)

y como por hipótesis ϕl
(

2$
n

)
y ϕl

(
2$
k

)
son construibles, entonces de i) se sigue que ϕl(µ

(
2$
n

)
)

y ϕl(ν
(

2$
k

)
) también son construibles al igual que sus derivadas (recordar la ecuación dife-

rencial para ϕl), luego entonces como el denominador de (2.4) es distinto a cero concluimos,
por el Teorema E.1 del Apéndice E, que (2.4) es construible, es decir que en efecto ϕl

(
2$
l

)
es construible. q.e.d

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del trabajo presentado hasta ahora

Teorema 2.7. Sea n ∈ N entonces los puntos de la división de la lemniscata en 2n partes
iguales son construibles

Demostración:
Es claro que ϕl(2$) = 0 es construible, por lo tanto gracias al Teorema 2.4 y a un argumento
inductivo obtenemos que para toda n ∈ N, ϕl

(
2$
2n

)
es construible. Por lo que gracias al inciso

ii) del Teorema anterior tenemos que puntos de la división de la lemniscata en 2n partes
iguales son construibles. q.e.d
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Finalmente concluimos la presentación de la lemniscata en R con un ejemplo más de
cuando es posible la división de longitud de arco. Notemos como el ejemplo siguiente se
apoya de gran forma en los últimos teoremas, a diferencia de los casos n = 6 y n = 8 tratados
en los ejemplos anteriores:

Ejemplo 2.3. Para saber si los puntos de la división de la lemniscata en 5 partes iguales son
construibles, por el Teorema 2.6 basta saber que r0 = ϕl(

2$
5 ) lo es.

n=5

1

2

3

4

5

6

1

Figura 2.12: n = 5

Pero por la Proposición 2.5, como 5 es impar tenemos que r0 es una ráız del polinomio de
división uP5(u4), además con el Teorema 2.5 obtenemos que :

P5(u) = u6 + 50u5 − 125u4 + 300u3 − 105u2 − 62u+ 5

por lo que tenemos :

0 = r0P5(r4
0)

= r0

(
r24
0 + 50r20

0 − 125r16
0 + 300r12

0 − 105r8
0 − 62r4

0 + 5
)

= r0(r8
0 − 2r4

0 + 5)(r16
0 + 52r12

0 − 26r8
0 − 12r4

0 + 1)

y con Maple notamos que las soluciones reales para la ecuación anterior son cuando :

r0 =
4

√
−13 + 6

√
5± 2

√
85− 38

√
5

y por lo tanto concluimos que r0 es construible y en consecuencia que los puntos de la división
de la lemniscata en 5 partes iguales son construibles.

Al final del texto retomaremos las ideas aqúı presentadas para extender la función ϕl a
C, veremos que dicha función es doblemente periódica. Aśı pues el análisis de las funciones
doblemente periódicas se encuentra en los siguientes caṕıtulos.
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Caṕıtulo 3

Funciones Doblemente
Periódicas

En el Caṕıtulo 1 definimos lo que es una función simplemente periódica de variable com-
pleja, ver Definición 1.4, es natural preguntarnos si entonces existen funciones de variable
compleja no constantes con dos periodos fundamentales no colineales, con tres periodos fun-
damentales no colineales, incluso con n periodos fundamentales no colinelaes para n ∈ N. En
el siguiente caṕıtulo se verá que únicamente existen dichas funciones para n ≤ 2 y trataremos
las propiedades generales para el caso n = 2 es decir para las funciones doblemente periódicas.

3.1. Un Teorema de Jacobi

Definición 3.1. Sea f : C→ C una función periódica , decimos que los periodos ω1, · · · , ωn
no colineales son periodos fundamentales de f si todo periodo de f es una combinación
lineal entera de ω1, · · · , ωn.

Figura 3.1: Carl G. J. Jacobi

El matemático alemán Carl Gustav Jacob Jacobi
probó en un art́ıculo publicado en 1835 (ver [6] p.525
), que una función periódica tiene a lo más dos perio-
dos fundamentales ω1, ω2 tales que (ω1/ω2) 6∈ R, es decir
no colineales, ya que de existir t ∈ R tal que ω1 = tω2

tendŕıamos que Im (ω1/ω2) = 0 y por lo tanto tendŕıamos
que (ω1/ω2) = Re (ω1/ω2) ∈ R.

Teorema 3.1. (Jacobi 1835) Sea f : C→ C una función
meromorfa, periódica y no constante, entonces la función
tiene a lo más dos periodos fundamentales no colineales.

Demostración:
Sea ω un periodo de f , por el Teorema 1.2 existe un pe-
riodo ω1 tal que todo periodo contenido en la recta L que
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une al 0 con ω1 es de la forma mω1 con m ∈ Z. Por lo tanto f tiene a ω1 como un periodo
fundamental. Sea Ω el conjunto de todos los periodos de f , entonces tenemos dos posibilidades:

Caso i): Todo punto de Ω esta contenido en L. En este caso, en acorde con la Defini-
ción1.4, la función es simplemente periódica y sus únicos periodos fundamentales son ω1 y
−ω1,por lo que sólo existe un periodo fundamental no colineal.

 ω1

 ω´

x

y

L
 ω

 ω2

T

T

2

1

 ω1+ ω2

Figura 3.2: Teorema 3.1

Caso ii): No todos los puntos de Ω están en L (Ver Figura 3.2)
En este caso existe ω′ ∈ Ω tal que ω′ no está en L. Consideremos T1 el triángulo con vértices
0, ω1, ω

′, por consecuencia del Lema 1.1 T1 contiene una cantidad finita de puntos de Ω, por
lo que podemos elegir a ω2 ∈ Ω del interior de T1 tal que si T2 es el triángulo con vértices
0, ω1, ω2, entonces los únicos periodos en T2 son sus vértices (T2 podŕıa coincidir T1).

Sea ∆ el paralelogramo con vértices 0, ω1, ω2, ω1 + ω2, por lo que T2 es la mitad de ∆.
Supongamos que existe, ω̂, un punto de Ω en el interior de ∆, necesariamente tenemos que
ω̂ ∈ ∆\T2. Notamos que (ω1 +ω2)− ω̂ ∈ Ω pero también pertenece a T2 (pues está a la misma
distancia del origen que ω̂ del vértice ω1 +ω2 ) lo cual es imposible por la construcción de T2.
Por lo tanto tenemos que los únicos periodos en ∆ son sus vértices.

Sea ahora ω̃ un punto arbitrario de Ω, al ser ω1, ω2 linealmente independientes, existen
t1, t2 ∈ R tales que :

ω̃ = t1ω1 + t2ω2
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Pero t1 = bt1c + r1 y t2 = bt2c + r2 donde r1, r2 ∈ [0, 1) y como bt1c, bt2c ∈ Z entonces
bt1cω1, bt2cω2 ∈ Ω y por lo tanto :

ω̃ − (bt1cω1 + bt2cω2) = r1ω1 + r2ω2 ∈ Ω (3.1)

Pero por construcción el periodo de (3.1) está en ∆ y por lo tanto es alguno de sus vértices,
luego entonces r1, r2 ∈ {0, 1} pero r1, r2 ∈ [0, 1) lo que implica que r1 = r2 = 0.
Por lo que cualquier punto ω̃ ∈ Ω es de la forma :

ω̃ = mω1 + nω2 con m,n ∈ Z

y por lo tanto en este segundo caso ω1 y ω2 son periodos fundamentales no colineales, ya que
cualquier otro periodo es combinación lineal de estos. q.e.d

Definición 3.2. Sea f : C → C una función periódica. Decimos que f es doblemente
periódica si existen dos periodos fundamentales no colineales ω1, ω2, es decir que todo periodo
de f es de la forma mω1 + nω2 con m,n ∈ Z.

Una consecuencia inmediata del Teorema de Jacobi es que dada cualquier función f que
sea periódica se tiene que f es simplemente periódica o bien es doblemente periódica.
En la Observación 1.2 vimos que cuando f es simplemente periódica con ω1 un periodo
fundamental, únicamente existe otro periodo fundamental y es −ω1. En el caso de que f sea
doblemente periódica el Teorema de Jacobi nos asegura la existencia de ω1, ω2, dos periodos
fundamentales no colineales, la pregunta a resolver es: ¿serán ω1, ω2 y −ω1,−ω2 los únicos
periodos fundamentales de f? La respuesta es NO, como podemos ver en el siguiente resultado:

Teorema 3.2. Sea f : C→ C una función doblemente periódica con periodos fundamentales
ω1, ω2 no colineales entonces existen una infinidad de parejas de periodos fundamentales no
colineales de f .

Demostración:
Veamos primero que de existir ω′1, ω

′
2 otro par de periodos fundamentales no colineales en-

tonces se tendŕıa que:
Existen m1, n1,m2, n2 ∈ Z y m′1, n

′
1,m

′
2, n
′
2 ∈ Z tales que:

ω′1 = m1ω1 + n1ω2 ω1 = m′1ω
′
1 + n′1ω

′
2

ω′2 = m2ω1 + n2ω2 ω2 = m′2ω
′
1 + n′2ω

′
2

Lo que se puede expresar en forma matricial como:(
ω′1
ω′2

)
=

(
m1 n1

m2 n2

)(
ω1

ω2

) (
ω1

ω2

)
=

(
m′1 n′1
m′2 n′2

)(
ω′1
ω′2

)
Y notamos que las relaciones anteriores también son válidas si tomamos el conjugado de cada
periodo fundamental, por lo que tenemos:(

ω′1 ω′1
ω′2 ω′2

)
=

(
m1 n1

m2 n2

)(
ω1 ω1

ω2 ω2

) (
ω1 ω1

ω2 ω2

)
=

(
m′1 n′1
m′2 n′2

)(
ω′1 ω′1
ω′2 ω′2

)
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Lo que implica que:(
ω1 ω1

ω2 ω2

)
=

(
m′1 n′1
m′2 n′2

)(
m1 n1

m2 n2

)(
ω1 ω1

ω2 ω2

)
(3.2)

Pero si ω1 = a+ ib y ω2 = c+ id con a, b, c, d ∈ R entonces:

det

(
ω1 ω1

ω2 ω2

)
= ω1ω2 − ω2ω1 = 2i(bc− ad) 6= 0

ya que bc = ad si y sólo si a/b = c/d lo que implicaŕıa que ω1 y ω2 son colineales lo cual es
imposible por hipótesis.

Por lo tanto la matriz

(
ω1 ω1

ω2 ω2

)
es invertible y multiplicado por la izquierda a (3.2) de

ambos lados por la inversa de dicha matriz se sigue que:(
1 0
0 1

)
=

(
m′1 n′1
m′2 n′2

)(
m1 n1

m2 n2

)
por lo que :

det

(
m′1 n′1
m′2 n′2

)
det

(
m1 n1

m2 n2

)
= 1

es decir:

det

(
m′1 n′1
m′2 n′2

)
= det

(
m1 n1

m2 n2

)
= ±1. (3.3)

Veamos ahora que si m1, n1,m2, n2 satisfacen (3.3), equivalentemente m1n2−m2n1 = ±1,
entonces efectivamente ω′1 y ω′2 son periodos fundamentales de f :
Como:

ω′1 = m1ω1 + n1ω2

ω′2 = m2ω1 + n2ω2

Entonces usando que m1n2 −m2n1 = ±1 obtenemos:

ω1 = ±(n2ω
′
1 − n1ω

′
2)

ω2 = ±(m1ω
′
2 −m2ω

′
1)

Pero por hipótesis ω1 y ω2 son periodos fundamentales no colineales de f y por lo tanto
cualquier periodo de f es una combinación lineal de ellos. Sea entonces ω̃ un periodo cualquiera
de f entonces existen m,n ∈ Z tales que:

ω̃ = mω1 + nω2

= ±[m(n2ω
′
1 − n1ω

′
2) + n(m1ω

′
2 −m2ω

′
1)]

= ±[(mn2 − nm2)ω′1 + (nm1 −mn1)ω′2]
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Por lo tanto ω̃ es una combinación lineal de ω′1 y ω′2, lo que implica que son periodos funda-
mentales de f .

Dado que existen una infinidad de números enteros m1, n1,m2, n2, que satisfacen (3.3) en-
tonces existen una infinidad de periodos fundamentales no colineales para las funciones do-
blemente periódicas.

q.e.d

3.2. Funciones Eĺıpticas

A continuación vamos a tratar con una clase particular de las funciones doblemente pe-
riódicas que son las funciones eĺıpticas, la construcción expĺıcita de dichas funciones se tra-
tará hasta el siguiente caṕıtulo, por ahora únicamente presentaremos las propiedades que
deben de satisfacer en caso de existir. El objetivo principal de esta sección es dar a conocer
las propiedades generales y los resultados más relevantes de las funciones eĺıpticas los cuales
se usaran ampliamente a lo largo del texto.

Definición 3.3. Sea f : C→ C una función doblemente periódica si además f es una función
meromorfa en C entonces decimos que f es una función eĺıptica.

Observación 3.1. Al ser las funciones eĺıpticas funciones doblemente periódicas, entonces
si ω′ y ω′′ son cualquier par de periodos fundamentales no colineales de una función eĺıptica
tendremos que :

Im

(
ω′

ω′′

)
6= 0.

ya que ω′ y ω′′ no son colineales. A partir de este momento y en lo que sigue del texto
seguiremos la siguiente notación:

ω′ = 2ω1 y ω′′ = 2ω3 si Im

(
ω′

ω′′

)
< 0.

ω′ = 2ω3 y ω′′ = 2ω1 si Im

(
ω′

ω′′

)
> 0.

En ambos casos 2ω2 se define como 2ω2 = 2ω1 + 2ω3

Dada cualquier función eĺıptica con periodos fundamentales 2ω1 y 2ω3, definimos dos
conceptos de suma importancia, que son el conjunto Ω y el paralelogramo fundamental ∆ :

El Conjunto Ω

Sea f una función eĺıptica con periodos fundamentales 2ω1 y 2ω3, entonces denotaremos
por Ω al conjunto de todos los periodos de f , sabemos que dichos periodos siempre son una
combinación lineal entera de los periodos fundamentales y por lo tanto:

Ω = {ω ∈ C : ω = 2mω1 + 2nω3 con m,n ∈ Z}
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Proposición 3.1. (Propiedades del conjunto Ω)

i) El conjunto de periodos de una función eĺıptica es invariante bajo traslaciones, es
decir si ω ∈ Ω, entonces:

ω + Ω = Ω

ii) Se cumple que Ω = {ω ∈ C : ω = −2mω1 + 2nω3 con m,n ∈ Z}

iii) Se cumple que Ω = {ω ∈ C : ω = 2mω1 − 2nω3 con m,n ∈ Z}

iv) Se cumple la propiedad de simetŕıa es decir: Ω = −Ω

Demostración:
Para ver i) tomamos a u ∈ ω + Ω lo que implica que existen m,n ∈ Z, tal que u =
ω + 2mω1 + 2nω3. Como ω ∈ Ω entonces existen m′, n′ ∈ Z, tal que ω = 2m′ω1 + 2n′ω3

y por lo tanto u = 2(m + m′)ω1 + 2(n + n′)ω3, lo que implica que u ∈ Ω. Por otro lado si
u ∈ Ω y ω = 2m′ω1+2n′ω3 entonces existen m,n ∈ Z tales que u = 2(m+m′)ω1+2(n+n′)ω3,
es decir u ∈ ω + Ω

Para ii) hacemos m′ = −m y como m ∈ Z entonces m′ ∈ Z por lo que:

{ω ∈ C : ω = −2mω1 + 2nω3 con m,n ∈ Z} = {ω ∈ C : ω = 2m′ω1 + 2nω3 con m′, n ∈ Z}
= Ω.

Similarmente para iii) hacemos n′ = −n y como n ∈ Z entonces n′ ∈ Z por lo que:

{ω ∈ C : ω = 2mω1 − 2nω3 con m,n ∈ Z} = {ω ∈ C : ω = 2mω1 + 2n′ω3 con m,n′ ∈ Z}
= Ω.

Finalmente notamos que una combinación de ii) con iii) nos da iv) ya que :

−Ω = {ω ∈ C : ω = −2mω1 − 2nω3 con m,n ∈ Z}
= {ω ∈ C : ω = 2m′ω1 + 2n′ω3 con m′, n′ ∈ Z} = Ω.

q.e.d

El Paralelogramo Fundamental ∆

Dada una función eĺıptica f con periodos fundamentales 2ω1 y 2ω3 definimos a γ como la
frontera del paralelogramo con vértices 0, 2ω1, 2ω2, 2ω3. Por la notación de la Observación 3.1
notamos que si esta curva se recorre en sentido contrario a las manecillas del reloj comenzando
en 0, entonces pasa primero por 2ω1 luego por 2ω2 y finalmente por 2ω3 .
Definimos a ∆, el paralelogramo fundamental asociado a f , como la cerradura del interior
de la curva γ excluyendo a los segmentos de recta que comparten a 2ω2, es decir:

∆ = int(γ)\([2ω1 → 2ω2] ∪ [2ω2 → 2ω3])
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o bien otra manera de definirlo es agregándole al interior de la curva γ los segmentos de
recta que unen al 0 con los periodos fundamentales sin incluir a estos últimos, es decir:

∆ = int(γ) ∪ [0→ 2ω1) ∪ [0→ 2ω3)

 2ω1

x

y

 2ω3

+ 2ω1  2ω 3  2ω2=

int(γ)

Δ1,1

Δ
1,0

Δ
0,1

Δ
1,-1

Δ
0,-1

Δ
-1,0

Δ
-1,1

Δ

Figura 3.3: Paralelogramo Fundamental

Sean m,n ∈ Z, definimos a ∆m,n como el paralelogramo fundamental trasladado, es decir
con vértices 2mω1 + 2nω3, (2m+ 2)ω1 + 2nω3, (2m+ 2)ω1 + (2n+ 2)ω3, 2mω1 + (2n+ 2)ω3.
Es claro que ∆0,0 es el paralelogramo fundamental ∆.

Observación 3.2. Notamos que el plano complejo es la unión disjunta de los paralelogramos
∆m,n, es decir los paralelogramos ∆m,n son una partición de C :

C =
⋃

m,n∈Z
∆m,n

Definición 3.4. Decimos que z1, z2 ∈ C son congruentes relativos a los periodos funda-
mentales 2ω1 y 2ω3 de una función eĺıptica f si y sólo si z1 − z2 ∈ Ω y lo denotamos como:

z1 ≡ z2 (mód Ω)

Observación 3.3. i) Si z1 ≡ z2 (mód Ω), entonces f(z2) = f(z2 + (z1 − z2)) = f(z1).

ii) Ningun par de puntos distintos en algún paralelogramo ∆m,n son congruentes relativos
a Ω. Más aún dado cualquier z ∈ C y cualquier ∆m,n existe un único punto z′ ∈ ∆m,n

tal que z ≡ z′ (mód Ω) (el caso en el que z ∈ ∆m,n se tiene que z′ = z).
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El Teorema 3.2 nos asegura la existencia de una infinidad de periodos fundamentales, sin
embargo el conjunto Ω asociado a cada par de periodos fundamentales es siempre el mismo,
ya que es el conjunto de todos los periodos de una función eĺıptica. Pero el paralelogramo
fundamental generado por cada par de periodos fundamentales es distinto según la elección
de los periodos. El siguiente resultado nos muestra que una función eĺıptica se comporta
exactamente igual en dichos paralelogramos, por lo que es independiente la elección de los
periodos fundamentales:

Teorema 3.3. Sea f una función eĺıptica con 2ω1, 2ω3 un par de periodos fundamentales
de f con paralelogramo fundamental asociado ∆ y sean 2ω̃1, 2ω̃3 un par distinto de periodos
fundamentales con paralelogramo fundamental asociado ∆̃, entonces tenemos que f(∆) =

f(∆̃).

Demostración:
Probaremos la igualdad por doble contención:

(⊆) Sea u ∈ f(∆) entonces existe z ∈ ∆ tal que f(z) = u, pero por la Observación 3.3

sabemos que existe z′ ∈ ∆̃ tal que z ≡ z′ (mód Ω) por lo que f(z) = f(z′), y por lo

tanto u = f(z′) ∈ f(∆̃) es decir f(∆) ⊆ f(∆̃)

(⊇) Sea v ∈ f(∆̃) entonces existe z ∈ ∆̃ tal que f(z) = v, pero por la Observación 3.3
sabemos que existe z′ ∈ ∆ tal que z ≡ z′ (mód Ω) por lo que f(z) = f(z′), y por lo

tanto v = f(z′) ∈ f(∆) es decir f(∆) ⊇ f(∆̃)

q.e.d

 2ω1

x

y

Δ

 2ω3

 2ω1

 2ω3

~

~
~

Figura 3.4: Ejemplo de ∆ y ∆̃

En la Figura 3.4 podemos ver un caso particular de ∆ y ∆̃. A ojo notamos que el área de
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ambos paralelogramos es exactamente la misma, y veremos que esto es una consecuencia del
Teorema 3.2, en particular en la Figura 3.4 podemos pensar a ∆̃ como una partición de ∆
tomada de ∆,∆1,0,∆1,1 y ∆2,1. Además vemos que los vértices de los paralelogramos ∆̃m,n

coinciden con los de los paralelogramos ∆m,n, es decir con el conjunto Ω.
Aśı pues la siguiente proposición generaliza lo mostrado en el la Figura 3.4 acerca de las áreas
de distintos paralelogramos fundamentales:

Proposición 3.2. Sea f una función eĺıptica con 2ω1, 2ω3 un par de periodos fundamentales
de f con paralelogramo fundamental asociado ∆ y sean 2ω̃1, 2ω̃3 un par distinto de periodos
fundamentales con paralelogramo fundamental asociado ∆̃, entonces tenemos que el área de
∆ es la misma área que la de ∆̃.

Demostración:
Un resultado clásico de Álgebra Lineal (ver [13] p 204) indica que si u = (u1, u2), v = (v1, v2)
son dos vectores en R2, entonces el paralelogramo generado por u y v (es decir el que tiene
vértices en 0,u,v y u+ v) tiene área dada por:∣∣∣∣det( u1 u2

v1 v2

)∣∣∣∣ .
Luego entonces se sigue que si 2ω1 = a+ ib y 2ω3 = c+ id, con a, b, c, d ∈ R entonces:

Área(∆) =

∣∣∣∣det( a b
c d

)∣∣∣∣ = |ad− cb|

pero por otro lado por el Teorema 3.2 sabemos que existen m1, n1,m2, n2 ∈ Z que satisfacen
que m1n2 −m2n1 = ±1 y son tales que:

2ω̃1 = 2m1ω1 + 2n1ω3 = (m1a+ n1c) + i(m1b+ n1d)

2ω̃3 = 2m2ω1 + 2n2ω3 = (m2a+ n2c) + i(m2b+ n2d)

lo que implica que:

Área(∆̃) =

∣∣∣∣det( m1a+ n1c m1b+ n1d
m2a+ n2c m2b+ n2d

)∣∣∣∣
= |(m1a+ n1c)(m2b+ n2d)− (m2a+ n2c)(m1b+ n1d)|
= |m1n2ad+ n1m2cb−m2n1ad− n2m1cb|
= |(m1n2 −m2n1)ad+ (n1m2 − n2m1)cb|
= |(m1n2 −m2n1)(ad− cb)|
= |(±1)(ad− cb)|
= |ad− cb|
= Área(∆)

por lo que concluimos que cualesquiera par de paralelogramos fundamentales de una función
eĺıptica deben de tener la misma área. q.e.d
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El aporte del conjunto Ω y del paralelogramo fundamental ∆ a la teoŕıa de las funciones
eĺıpticas es básico, ya que ahora sabemos que toda función eĺıptica se comporta exactamente
igual en todo paralelogramo ∆m,n. Por lo tanto basta examinar el comportamiento en ∆ para
conocer por completo a la función. Además cada punto de Ω está asociado únicamente a un
∆m,n pues cada paralelogramo contiene únicamente un vértice y todo vértice pertenece a Ω.

Teorema 3.4. La clase de funciones eĺıpticas con periodos fundamentales 2ω1 y 2ω3 es
cerrada bajo las operaciones de suma, resta, multiplicación, división y diferenciación.

Demostración:
Sean f, g dos funciones eĺıpticas con periodos fundamentales 2ω1 y 2ω3 y sea ω ∈ Ω entonces:

i) [f ± g](z + ω) = f(z + ω)± g(z + ω) = f(z)± g(z) = [f ± g](z), y además como f y g
son meromorfas entonces f ± g también lo es y por lo tanto es eĺıptica.

ii) [fg](z + ω) = f(z + ω)g(z + ω) = f(z)g(z) = [fg](z), y además como f y g son
meromorfas entonces fg también lo es y por lo tanto es eĺıptica.

iii) [f/g](z + ω) = f(z + ω)/g(z + ω) = f(z)/g(z) = [f/g](z), y además como f y g son
meromorfas entonces f/g también lo es y por lo tanto es eĺıptica.

iv) Sea z0 ∈ C tal que f es anaĺıtica en z0 entonces existe f ′(z0) y tenemos que:

f ′(z0) = ĺım
z→z0

f(z)− f(z0)

z − z0
= ĺım
z→z0

f(z + ω)− f(z0 + ω)

z + ω − (z0 + ω)
= f ′(z0 + ω)

por lo tanto f ′ también es doblemente periódica y al ser anaĺıtica en todos los puntos
donde f es anaĺıtica, entonces f ′ también es meromorfa y por ende eĺıptica.

q.e.d

Observación 3.4. Más adelante veremos qué pasa cuando se integra una función eĺıptica,
pues el resultado no siempre es otra función eĺıptica.

3.3. Los Teoremas de Liouville

Figura 3.5: Joseph Liouville

A continuación presentamos el desarrollo de tres teo-
remas (1847) en los cuales el matemático francés Joseph
Liouville basó sus lecciones sobre las funciones doblemente
periódicas (ver [17]). Liouville tuvo un genuino interés por
las funciones eĺıpticas y como veremos más adelante, sus
tres teoremas son fundamentales para el desarrollo de la
teoŕıa de dichas funciones. Esta sección consiste en enun-
ciar y probar dichos teoremas acompañados de la teoŕıa y
de las definiciones necesarias para entenderlos.
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Teorema 3.5. (Primer Teorema de Liouville) Sea f una función eĺıptica y entera, entonces
f es una función constante.

Demostración:
Como f es entera entonces no tiene polos, además al ser doblemente periódica el comporta-
miento de la función está totalmente determinado por el paralelogramo fundamental ∆, es
decir f(C) = f(∆), pero ∆ es un subconjunto compacto de C y por el Teorema B.3 (Weiers-
trass) del Apéndice B, tenemos que f es acotada en todo C, por lo que existe M ∈ [0,∞) tal
que:

|f(z)| ≤M ∀ z ∈ C
entonces por el Teorema B.4 (Liouville) del Apéndice B, tenemos que en efecto f es una
función constante.

q.e.d

Observación 3.5. Aunque el conocido Teorema B.4 del Apéndice B es llamado “el Teorema
de Liouville”, se debe originalmente al matemático francés Augustin Louis Cauchy (ver [7] y
[27] p. 105). Sin embargo fue porque Liouville lo enseñó en sus cursos [17] que la comunidad
matemática se lo atribuyó a él.

Proposición 3.3. Sea f una función eĺıptica no constante, entonces f tiene al menos un
polo en ∆. Más aún el número de polos en ∆ es finito.

Demostración:
Supongamos que f no tiene polos en ∆ entonces f no tiene polos en C, lo que implica que f
es entera y por lo tanto gracias al Teorema anterior (Primer Teorema de Liouville) se tiene
que f es una función constante, contradiciendo aśı la hipótesis. Aśı pues f tiene al menos un
polo en ∆.
Supongamos ahora que existe una infinidad de polos en ∆, luego entonces ∆ contiene un
punto de acumulación de polos y por lo tanto f no es meromorfa, pero esto contradice la
hipótesis ya que f es eĺıptica. Entonces hay un número finito de polos en ∆.

q.e.d

Definición 3.5. Sea f una función eĺıptica con paralelogramo fundamental ∆, llamamos el
orden de f al número total de polos en ∆ donde cada polo debe contarse tantas veces como
su orden. Denotamos al orden de f como:

ord(f,∆)

Ejemplo 3.1. Sea f una función eĺıptica con paralelogramo fundamental ∆ y sean z1, z2, z3

los polos de f en ∆ donde zk es un polo de orden k, entonces:

ord(f,∆) = 1︸︷︷︸
z1

+ 1 + 1︸ ︷︷ ︸
z2

+ 1 + 1 + 1︸ ︷︷ ︸
z3

= 6

Por lo tanto el orden de f es 6.
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Teorema 3.6. (Segundo Teorema de Liouville) Sea f una función eĺıptica, entonces la suma
de los residuos de f sobre todos los polos en ∆ es igual a cero.

Demostración:
Sea E el conjunto de todos los puntos de ∂∆\∆ entonces:

E = [2ω1 → 2ω2] ∪ [2ω2 → 2ω3]

y sea P (∆) = {z1, z2, · · · , zn} el conjunto de todos los polos de f en ∆. Definimos a ∆′ según
sea el caso:
Caso i): Si ∂∆ ∩ P (∆) = ∅ entonces decimos que ∆′ = ∆.

Caso ii): Si ∂∆ ∩ P (∆) 6= ∅ entonces definimos a ρ como:

ρ = mı́n
zi∈P (∆)

d(zi, E)

y decimos que ∆′ es el paralelogramo trasladado por una cantidad menor a ρ a lo largo de
la diagonal [2ω2 → 0]. La Figura 3.6 muestra dicho traslado para una función eĺıptica con 6
polos en ∆, los puntos rellenos son polos en ∆ mientras que los puntos vaćıos son polos fuera
de ∆:

 2ω1

 2ω3

 2ω2

0

 2ω2
+α

 2ω1
+α

 2ω3
+α

α

Figura 3.6: ∆ y ∆′

Como la función es doblemente periódica es claro que para ambos casos f(∆) = f(∆′) y
que además P (∆) = P (∆′). Gracias a el traslado existe α ∈ C tal que los vértices de ∆′ son:
α, 2ω1 +α, 2ω2 +α y 2ω3 +α, es decir los vértices de ∆ recorridos por α (notamos que para el
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Caso i) α = 0). Definimos a la curva γ = ∂∆′ orientada en sentido contrario a las manecillas
del reloj, como muestra la Figura 3.6 por lo tanto γ es una curva cerrada que encierra a todos
los polos de P (∆) y no pasa por ninguno de ellos, por lo tanto :∑

zk∈P (∆)

Res(f, zk) =
∑

zk∈P (∆′)

Res(f, zk) =
∑

zk∈int(γ)

Res(f, zk) =

n∑
k=1

Res(f, zk).

Aplicando el Teorema B.5(Teorema del Residuo) del Apéndice B, obtenemos que:∑
zk∈P (∆)

Res(f, zk) =
1

2πi

∫
γ

f(z)dz. (3.4)

Pero por otro lado si denotamos a:∫
[a→b]

f(z)dz como

b∫
a

f(z)dz

donde el segmento [a → b] se parametriza como : a(1 − t) + bt para t ∈ [0, 1], entonces la
integral de (3.4) se parte como:∫

γ

f(z)dz =

α+2ω1∫
α

f(z)dz +

α+2ω2∫
α+2ω1

f(z)dz +

α+2ω3∫
α+2ω2

f(z)dz +

α∫
α+2ω3

f(z)dz (3.5)

Pero aplicando el cambio de variable u = z − 2ω3 a la tercera integral de (3.5) y u = z + 2ω1

a la cuarta integral de (3.5) obtenemos que:∫
γ

f(z)dz =

α+2ω1∫
α

f(z)dz +

α+2ω2∫
α+2ω1

f(z)dz +

α∫
α+2ω1

f(u+ 2ω3)du+

α+2ω1∫
α+2ω2

f(u− 2ω1)du

=

α+2ω1∫
α

f(z)dz +

α+2ω2∫
α+2ω1

f(z)dz +

α∫
α+2ω1

f(u)du+

α+2ω1∫
α+2ω2

f(u)du

=

α+2ω1∫
α

f(z)dz +

α+2ω2∫
α+2ω1

f(z)dz −
α+2ω1∫
α

f(u)du−
α+2ω2∫
α+2ω1

f(u)du

=

α+2ω1∫
α

f(z)dz +

α+2ω2∫
α+2ω1

f(z)dz −

 α+2ω1∫
α

f(u)du+

α+2ω2∫
α+2ω1

f(u)du

 = 0.

Por lo tanto: ∑
zk∈P (∆)

Res(f, zk) = 0.

q.e.d
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Gracias a la doble periodicidad de las funciones eĺıpticas, el segundo Teorema de Liouville
es válido para todos los ∆ obtenidos con cualquier par de periodos fundamentales, que como
vimos en el Teorema 3.2, existen una infinidad. Además es claro que es válido en todas las
traslaciones ∆m,n de esta infinidad de paralelogramos fundamentales.

Proposición 3.4. Sea f una función eĺıptica no constante, entonces:

ord(f,∆) ≥ 2

Demostración:
Supongamos que ord(f,∆) = 0, entonces f no tiene polos en ∆ lo que contradice la Propo-
sición (3.3) y por lo tanto ord(f,∆) ≥ 1.
Si suponemos que ord(f,∆) = 1, entonces f tiene un polo simple en ∆, llamémoslo z0, pero
por la serie de Laurent tenemos que :

f(z) =
b1

(z − z0)
+

∞∑
n=0

an(z − z0)n

pero por el Teorema 3.6(Segundo Teorema de Liouville) tenemos que:

b1 = Res(f, z0) =
∑

zk∈P (∆)

Res(f, zk) = 0

entonces en realidad f no tiene polos en ∆ y de nuevo esto contradice la Proposición (3.3) y
por lo tanto ord(f,∆) ≥ 2.

q.e.d

Definición 3.6. Sean f : C → Ĉ una función y a ∈ Ĉ un punto arbitrario, si f(z0) = a
decimos que z0 es un a-punto de f .

Si z0 es un a-punto de una función anaĺıtica alrededor de z0 entonces por el Teorema A.1
(Taylor) del Apéndice A, tenemos que:

f(z) = f(z0) + f ′(z0)(z − z0) + · · ·+ f (n)(z0)

n!
(z − z0)n + · · ·

= a+ f ′(z0)(z − z0) + · · ·+ f (n)(z0)

n!
(z − z0)n + · · ·

Además si f es no constante entonces al menos una de las derivadas de f evaluadas en z0

tiene que ser distinta de 0 ya que de lo contrario, por Taylor, f(z) = f(z0) para toda z
alrededor de z0 y f seŕıa constante lo cual es imposible. Sea k el primer número natural tal
que f (k)(z0) 6= 0 entonces:

f(z)− a =
f (k)(z0)

k!
(z − z0)k +

f (k+1)(z0)

(k + 1)!
(z − z0)k+1 + · · ·
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si k = 1 decimos que z0 es un a-punto simple y vemos que:

f ′(z0) 6= 0

si k > 1 decimos que z0 es un a-punto de orden k y vemos que:

f ′(z0) = · · · = f (k−1)(z0) = 0 y que f (k)(z0) 6= 0

Notamos que si f es una función eĺıptica no constante y siA = {z0 ∈ G : z0 es un a-punto de f }
entonces ∆ contiene una cantidad finita de puntos de A, ya que de lo contrario A tendŕıa un
punto de acumulación en ∆ contradiciendo aśı el hecho de que f es eĺıptica y no constante.

Observación 3.6. Sea z0 un a-punto de orden k para una función f entonces:

i) Si a = 0, entonces z0 es un cero de orden k de la función f .

ii) Si a =∞, entonces z0 es un polo de orden k de la función f .

Definición 3.7. Sea f una función eĺıptica, definimos n(a) ∈ N como el número total de
a-puntos de f en ∆, contados tantas veces como su orden. Notamos que n(∞) = ord(f,∆).

Teorema 3.7. (Tercer Teorema de Liouville) Sea f una función eĺıptica no constante y sea

a ∈ Ĉ un punto arbitrario, entonces n(a) = ord(f,∆), es decir que en ∆ el número de
a-puntos es el mismo que de polos, contados cada uno el mismo número de veces que sus
órdenes.

Demostración:
Si a =∞ entonces por la Definición 3.7, el resultado es obvio.
Supongamos entonces que a 6=∞ y definimos a ∆′ de manera similar a como se definió en el
Teorema 3.6 (Segundo Teorema de Liouville) pero ahora a P (∆) lo tomamos como el conjunto
de todos los polos y los a-puntos en ∆, es decir:

P (∆) = {b1, b2, · · · , bn, a1, a2, · · · , am}

donde cada bj es un polo de orden βj (j = 1, 2, · · · , n) y cada ak es un a-punto de orden
αk (k = 1, 2, · · · ,m). Entonces si γ = ∂∆′, se tiene que γ es una curva cerrada, orientada
en sentido contrario a las manecillas del reloj (recordar Figura 3.6), que no pasa por ningún
polo y por ningún a-punto de f y que además encierra a todos los puntos de P (∆). Por el
Teorema B.6 (Principio del Argumento) del Apéndice B, tenemos que si g ≡ 1 entonces:

1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)− a
dz =

m∑
k=1

αk −
n∑
j=1

βj = n(a)− n(∞)

Sea ϕ la función dada por:

ϕ(z) =
f ′(z)

f(z)− a
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pero por el Teorema 3.4 sabemos que ϕ es una función eĺıptica con los mismos periodos
fundamentales que f . Notamos que los polos y los a-puntos de f en ∆, es decir los puntos
de P (∆), son los polos de ϕ en ∆. Por lo tanto, debido a la construcción de ∆′ tenemos que
γ encierra a todos los polos de ϕ y no pasa por ninguno de ellos. Aplicando el Teorema 3.6
(Segundo Teorema de Liouville), obtenemos que:

0 =
∑

zk∈P (∆)

Res(f, zk) =
1

2πi

∫
γ

ϕ(z)dz =
1

2πi

∫
γ

f ′(z)

f(z)− a
dz

y por lo tanto
m∑
k=1

αk −
n∑
j=1

βj = n(a)− n(∞) = 0.

Tenemos entonces que n(a) = n(∞) = ord(f,∆)
q.e.d

Es claro que el tercer Teorema de Liouville es también valido para todos los ∆ obtenidos con
cualquier par de periodos fundamentales. Por lo tanto vemos que el orden de una función
eĺıptica nos da la información del número total de polos, que será el mismo que el número
total de a-puntos, en ambos casos contados tantas veces como sus órdenes y en cualquier
paralelogramo ∆ independientemente del par de periodos fundamentales que tomemos.

Definición 3.8. Sea f una función eĺıptica, definimos s(a) ∈ C como la suma de los
a-puntos de f en ∆, cada a-punto es sumado tantas veces como su orden.

Teorema 3.8. Sea f una función eĺıptica no constante y sea a ∈ Ĉ un punto arbitrario,
entonces se cumple que:

s(a) ≡ s(∞) (mód Ω)

Demostración:
Si a =∞ entonces s(a)− s(∞) = 0 ∈ Ω y por lo tanto el resultado es obvio.
Supongamos entonces que a 6=∞ y sea ∆′ como en la demostración del Teorema 3.7 (Tercer
Teorema de Liouville), entonces si γ = ∂∆′, tenemos que γ es una curva cerrada, orientada
en sentido contrario a las manecillas del reloj (recordar Figura 3.6), que no pasa por ningún
polo y por ningún a-punto de f y que además encierra a todos los puntos de P (∆) con:

P (∆) = {b1, b2, · · · , bn, a1, a2, · · · , am} ,

donde cada bj es un polo de f de orden βj (j = 1, 2, · · · , n) y cada ak es un a-punto de f de
orden αk (k = 1, 2, · · · ,m). Por el Teorema B.6 (Principio del Argumento) del Apéndice B,
tenemos que si g es la función identidad, i.e g(z) = z, entonces:

1

2πi

∫
γ

z
f ′(z)

f(z)− a
dz =

m∑
k=1

αkak −
n∑
j=1

βjbj = s(a)− s(∞) (3.6)

Sea ψ la función dada por:

ψ(z) = z
f ′(z)

f(z)− a
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Pero recordando la demostración del Teorema 3.6 (Segundo Teorema de Liouville), sabemos
que existe α ∈ C tal que los vértices de ∆′ son: α, 2ω1 + α, 2ω2 + α y 2ω3 + α y por lo tanto
la integral de 3.6 se parte como:∫
γ

z
f ′(z)

f(z)− a
dz =

∫
γ

ψ(z)dz =

α+2ω1∫
α

ψ(z)dz +

α+2ω2∫
α+2ω1

ψ(z)dz +

α+2ω3∫
α+2ω2

ψ(z)dz +

α∫
α+2ω3

ψ(z)dz.

Si aplicamos el cambio de variable u = z − 2ω3 y u = z + 2ω1 a la tercera y cuarta integral
respectivamente, de la suma anterior obtenemos que:∫

γ

ψ(z)dz =

α+2ω1∫
α

ψ(z)dz +

α+2ω2∫
α+2ω1

ψ(z)dz +

α∫
α+2ω1

ψ(u+ 2ω3)du+

α+2ω1∫
α+2ω2

ψ(u− 2ω1)du

=

α+2ω1∫
α

(ψ(z)− ψ(z + 2ω3))dz +

α+2ω2∫
α+2ω1

(ψ(z)− ψ(z − 2ω1))dz

pero vemos que :

ψ(z)− ψ(z + 2ω3) = z
f ′(z)

f(z)− a
− (z + 2ω3)

f ′(z + 2ω3)

f(z + 2ω3)− a

= z
f ′(z)

f(z)− a
− (z + 2ω3)

f ′(z)

f(z)− a

= −2ω3
f ′(z)

f(z)− a
y análogamente se verifica que ψ(z)− ψ(z − 2ω1) = 2ω1[f ′(z)/(f(z)− a)], por lo que:∫

γ

ψ(z)dz = 2ω1

α+2ω2∫
α+2ω1

f ′(z)

f(z)− a
dz − 2ω3

α+2ω1∫
α

f ′(z)

f(z)− a
dz

= 2ω1(ln(f(z)− a))
∣∣∣α+2ω2

α+2ω1

− 2ω3(ln(f(z)− a))
∣∣∣α+2ω1

α

Pero como ln(f(z)) toma los mismos valores cuando z = α + 2ω1 que cuando z = α + 2ω2

entonces ln(f(α + 2ω2)) − ln(f(α + 2ω1)) = m2πi con m ∈ Z y análogamente notamos que
ln(f(α+ 2ω1))− ln(f(α)) = n2πi con n ∈ Z, por lo tanto:∫

γ

ψ(z)dz = 2πi(2mω1 − 2nω3)

y por (3.6) tenemos que s(a)− s(∞) = 2mω1 − 2nω3 ∈ Ω lo que implica que:

s(a) ≡ s(∞) (mód Ω)

q.e.d
De nuevo es claro que el teorema anterior es válido para todos los ∆ obtenidos con cualquier
par de periodos fundamentales.
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Caṕıtulo 4

Teoŕıa de Weierstrass

Figura 4.1: Karl Weierstrass

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass fue un matemático
alemán cuyos aportes a las matemáticas son invaluables.
Es recordado por impulsar el rigor en el análisis matemáti-
co y por su extenso trabajo en el campo de la teoŕıa de las
funciones. Dicho trabajo se basó fuertemente en la posibili-
dad de expandir funciones anaĺıticas en series de potencias
convergentes, en particular el Teorema A.2 (Laurent) fue
enunciado y probado por Weierstrass desde 1841 (ver [21]),
sin embargo nunca lo publicó y es por eso que se lo adju-
dicamos al matemático francés Pierre Alphonse Laurent
quien lo publicó, sin conocer el trabajo de Weierstrass, en
el año de 1843.
En el Caṕıtulo 3 estudiamos a las funciones doblemen-
te periódicas, en particular a las funciones eĺıpticas. Sin
embargo únicamente sabemos que de existir dichas funciones, cumplirán ciertas propieda-
des generales, pero no conocemos la forma expĺıcita de alguna función eĺıptica. Es debida a
Weierstrass la construcción de una función eĺıptica en particular que asegura la existencia de
dichas funciones, es llamada la función ℘ de Weierstrass, que es de suma importancia, ya que
veremos que cualquier otra función eĺıptica guarda una profunda relación con la función ℘.

4.1. Preliminares

El objetivo de esta sección es asentar las bases para la construcción de la función ℘, es de-
cir presentaremos los conceptos, definiciones y resultados necesarios para el posterior análisis
de dicha función.
Para comenzar introducimos una notación que nos será de suma utilidad para el tratamiento
de series dobles, esta notación es simplemente una manera particular de sumar los términos
de una serie que no altera el resultado cuando existe convergencia:
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Sean 2ω1 y 2ω3 un par de puntos no colineales, y sea el conjunto Ω el de todas las
combinaciones lineales enteras de estos puntos (ver Caṕıtulo 3) y sea h : Ω→ C una función,
entonces denotaremos a:∑

m∈Z

∑
n∈Z

h(2mω1 + 2nω3) ≡
∞∑

m,n=−∞
h(2mω1 + 2nω3) (4.1)

como: ∑
ω∈Ω

h(w).

Cuando la serie de (4.1) no toma en cuenta al caso m = n = 0, entonces la denotamos como:∑
ω∈Ω

′
h(w).

Lema 4.1. La serie: ∑
ω∈Ω

′ 1

|ω|λ
(4.2)

converge para λ > 2 y diverge para λ ≤ 2.

Demostración:
Sea Pk el paralelogramo con vértices: 2kω1 +2kω3,−2kω1 +2kω3,−2kω1−2kω3, 2kω1−2kω3

 Δ

P

P

P

1

2

3

x

y

Figura 4.2: Pk con k = 1, 2, 3
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Vemos en la Figura 4.2 que la frontera de cada paralelogramo, ∂Pk, son los contornos no
punteados y además notamos que los puntos blancos son los puntos del conjunto Ω.
Si ahora:

d = mı́n
z∈∂P1

|z| y D = máx
z∈∂P1

|z|

entonces es claro que :
kd = mı́n

z∈∂Pk

|z| y kD = máx
z∈∂Pk

|z|

Observamos en la Figura 4.2 que ∂P1 tiene a 8 puntos de Ω, ∂P2 tiene a 16 puntos de Ω
y que ∂P3 tiene a 32 puntos de Ω.
En realidad cada Pk tiene en cada lado 2k + 1 puntos de Ω, por lo tanto tomando en cuenta
los 4 lados de cada paralelogramo y quitando los 4 puntos que se repiten por los vértices,
notamos que para todo k, ∂Pk tiene 4(2k + 1)− 4 = 8k puntos de Ω.
Para cada k denotamos a cada uno de estos 8k puntos como zj con j = 1, 2, · · · , 8k, es decir
{z1, z2, · · · , z8k} = Ω ∩ ∂Pk y notamos que cada uno de estos puntos contribuye a la serie de
(4.2) con el término:

1

|zj |λ
para toda j = 1, 2, · · · , 8k

y como cada zj pertenece a Pk entonces tenemos que:

kd ≤ |zj | ≤ kD para toda j = 1, 2, · · · , 8k

por lo tanto:

8

Dλkλ−1
=

8k∑
j=1

1

(kD)λ
≤

8k∑
j=1

1

|zj |λ
≤

8k∑
j=1

1

(kd)λ
=

8

dλkλ−1
. (4.3)

Pero es claro que la serie de (4.2) también se puede expresar como:

∑
ω∈Ω

′ 1

|ω|λ
=

∞∑
k=1

 8k∑
j=1

1

|zj |λ


aśı pues usando la desigualdad (4.3) tenemos que:

8

Dλ

∞∑
k=1

1

kλ−1
≤
∑
ω∈Ω

′ 1

|ω|λ
≤ 8

dλ

∞∑
k=1

1

kλ−1
(4.4)

pero sabemos que la serie que se encuentra en ambos extremos de (4.4) es la serie hiper-
armónica (o serie-p), por lo que será convergente siempre que λ− 1 > 1 y divergente cuando
λ − 1 ≤ 1, es decir convergente si λ > 2 y divergente cuando λ ≤ 2. Por lo tanto, como
d,D ≥ 0, si λ > 2 tenemos que la serie de (4.2) está acotada por arriba por un número finito
y por lo tanto converge, mientras que si λ ≤ 2 la serie de (4.2) está acotada por abajo por
una serie divergente y por ende diverge.

q.e.d
El hecho de que la serie del Lema 4.1 converja es fundamental para ver la convergencia de
muchas otras series a lo largo de este caṕıtulo.
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A continuación analizaremos las propiedades de una función, que será la primera función
eĺıptica que daremos expĺıcitamente. El motivo para exponer esta función primeramente es
que es sencilla de presentar y guarda una relación con la función ℘ de Weierestrass que es una
función un poco más compleja pero de mucha más relevancia en el estudio de las funciones
eĺıpticas.

Teorema 4.1. La serie:

f(z) =
∑
ω∈Ω

1

(z − ω)3
(4.5)

es una función meromorfa en C cuyos polos son todos de orden 3 y además coinciden con los
puntos del conjunto Ω.

Demostración:
Sea R > 0 y DR(0) = {z ∈ C : |z| < R} el disco abierto de radio R centrado en 0, es claro
que si ω ∈ Ω se tiene que |ω| ≤ 2R ó que |ω| > 2R entonces podemos expresar a (4.5) como:

f(z) =
∑
ω∈Ω
|ω|≤2R

1

(z − ω)3
+

∑
ω∈Ω
|ω|>2R

1

(z − ω)3

Para caso en el que z ∈ DR(0) y |ω| > 2R, es claro que :

i) : |ω| > 2|z| > |z|, ii) :
|z|
|w|

<
1

2

por lo tanto si usamos la otra desigualdad del triángulo y los dos inicios anteriores:∣∣∣∣ 1

(z − ω)3

∣∣∣∣ ≤ 1∣∣∣|z| − |ω|∣∣∣3
i)
=

1

(|ω| − |z|)3

=
1

|ω|3(1− |z||ω| )3

ii)
<

23

|ω|3
=

8

|ω|3

pero por el Lema 4.1 sabemos que: ∑
ω∈Ω
|ω|>2R

8

|ω|3
<∞

por lo tanto por el Teorema B.7 (Prueba M de Weierstrass) tenemos que :∑
ω∈Ω
|ω|>2R

1

(z − ω)3

converge absoluta y uniformemente en DR(0) y además es anaĺıtica en DR(0) ya que para
todo ω tal que |ω| > 2R se tiene que:

g(z) =
1

(z − ω)3

es una función anaĺıtica en DR(0).
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Para el caso en el que z ∈ DR(0) y |ω| ≤ 2R la serie :∑
ω∈Ω
|ω|≤2R

1

(z − ω)3

tiene un número finito de sumandos y además es anaĺıtica enDR(0) excepto en un número
finito de puntos {z1, z2, · · · zn} = DR(0)∩Ω, donde es claro que cada punto de este conjunto
es un polo de orden 3, ya que si zj ∈ DR(0) ∩ Ω entonces:

ĺım
z→zj

∑
ω∈Ω
|ω|≤2R

1

(z − ω)3
=∞

y si k ∈ N entonces:

ĺım
z→zj

(z−zj)k
∑
ω∈Ω
|ω|≤2R

1

(z − ω)3
= ĺım
z→zj

1

(z − zj)3−k+ ĺım
z→zj

∑
ω∈Ω\{zj}
|ω|≤2R y

(z − zj)k

(z − ω)3
= ĺım
z→zj

1

(z − zj)3−k

se sigue entonces que:

ĺım
z→zj

(z − zj)k
∑
ω∈Ω
|ω|≤2R

1

(z − ω)3
=


∞ si k = 1, 2

1 si k = 3

0 si k > 3

Entonces (4.5) es una función meromorfa en DR(0) y sus polos son de orden 3 y coinciden
con el conjunto DR(0) ∩ Ω, pero R > 0 es arbitraria, entonces notando que:⋃

R>0

DR(0) = C

se sigue que (4.5) es una función meromorfa en C y todos sus polos son de orden 3 y coinciden
con los puntos del conjunto C ∩ Ω = Ω.

q.e.d
Lo más importante de la función representada por la serie en (4.5) es que es doblemente
periódica y por ser meromorfa entonces es también eĺıptica, como veremos en seguida:

Teorema 4.2. La función f dada por:

f(z) =
∑
ω∈Ω

1

(z − ω)3
,

es una función impar y eĺıptica con periodos fundamentales 2ω1 y 2ω3 y además ord(f,∆) = 3.
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Demostración:
Recordando que Ω = −Ω (Simetŕıa), ver Proposición 3.1 (Propiedades del conjunto Ω), y
notamos entonces que:

f(−z) =
∑
ω∈Ω

1

(−z − ω)3
= −

∑
ω′∈−Ω

1

(z − ω′)3
= −

∑
ω′∈Ω

1

(z − ω′)3
= −f(z)

donde el hecho de que la serie con el orden de los sumandos invertido siga convergiendo a
f(z) está garantizado por la convergencia absoluta de dicha serie y por lo tanto, en efecto, f
es una función impar.
Similarmente vimos que Ω es invariante bajo traslaciones, es decir que si ω ∈ Ω entonces se
tiene que ω + Ω = Ω, por lo tanto como ±2ω1,±2ω3 ∈ Ω tenemos que ±2ωj + Ω = Ω para
j = 1, 3. Luego entonces, si j = 1, 3 tenemos que de nuevo gracias a la convergencia absoluta
de f la serie es la misma si modificamos el orden de los sumandos, entonces:

f(z + 2ωj) =
∑
ω∈Ω

1

(z + 2ωj − ω)3
=

∑
ω′∈−2ωj+Ω

1

(z − ω′)3
=
∑
ω′∈Ω

1

(z − ω′)3
= f(z)

y por lo tanto :
f(z + 2ω1) = f(z)

f(z + 2ω3) = f(z)

es decir 2ω1 y 2ω3 son periodos de f , pero nada nos asegura que estos sean los fundamentales.
Para ver que en efecto 2ω1 y 2ω3 son periodos fundamentales, tomamos a ω̃ cualquier periodo
de f . Sea ω ∈ Ω por lo que existen m,n ∈ Z tales que ω = 2mω1 + 2nω3 y además por el
Teorema 4.1 sabemos que ω es un polo de f y por lo tanto tenemos que ω+ ω̃ es también un
polo de f , por lo que ω+ ω̃ ∈ Ω, entonces existen m′, n′ ∈ Z tales que ω+ ω̃ = 2m′ω1 +2n′ω3

y por lo tanto:

ω̃ = (ω + ω̃)− ω
= 2m′ω1 + 2n′ω3 − (2mω1 + 2nω3)

= 2(m′ −m)ω1 + 2(n′ − n)ω3 ∈ Ω

entonces todo periodo arbitrario ω̃ de f se escribe como combinación lineal de 2ω1 y 2ω3,
por ende estos son los periodos fundamentales, y como f es una función meromorfa y es
doblemente periódica, concluimos que f es una función eĺıptica con periodos fundamentales
2ω1 y 2ω3.
Es claro que ∆ ∩ Ω = {0} por lo tanto por Teorema 4.1 ,el el único polo de f en ∆ es el 0 y
además es de orden 3, por lo tanto:

ord(f,∆) = 3

q.e.d

Observación 4.1. Es claro que entonces el conjunto Ω es el conjunto de todos los periodos
de f y que además cada punto en Ω es también un polo de orden 3.
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4.2. Función ℘ de Weierstrass

Figura 4.3: Letra ℘

La función ℘ de Weierstrass es la base de la
teoŕıa de las funciones eĺıpticas desarrollada por el
mismo Karl Weierstrass. Tradicionalmente se deno-
taba a esta función con una letra “p” minúscu-
la escrita en la fuente más elegante posible. Hoy
en d́ıa la Figura 4.3 representa la fuente uni-
versal en la que se representa dicha función, y
además en el mundo de la caligraf́ıa la letra ℘
de la figura es conocida como “La pe de Weiers-
trass”

Para su construcción vamos a recurrir a la función pre-
sentada al final de la sección anterior:

f(z) =
∑
ω∈Ω

1

(z − ω)3

Vimos que esta función f es eĺıptica, de orden 3 y con periodos fundamentales 2ω1 y 2ω3,
y su el conjunto de todos sus periodos es Ω.

Para empezar notemos que la función F dada por:

F (z) = − 1

2(z − ω)2

es tal que :

F ′(z) =
1

(z − ω)3

por lo tanto:

f(z) =
∑
ω∈Ω

F ′(z)

Sea ahora z0 ∈ C\Ω, por lo tanto z0 no es un polo de f . Sea γ(t) una curva paremetrizada,
con t ∈ [0, 1], que une al punto z0 con la variable z y que no pasa por ningún polo de la
función f , es decir:

γ(0) = z0

γ(1) = z

f(γ(t)) 6=∞ ∀ t ∈ [0, 1)
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por lo tanto, como la serie en f es absolutamente convergente, tenemos que:∫
γ(t)

f(z)dz =

∫
γ(t)

∑
ω∈Ω

F ′(z)dz

=
∑
ω∈Ω

∫
γ(t)

F ′(z)dz

=
∑
ω∈Ω

[F (γ(1))− F (γ(0))]

=
∑
ω∈Ω

[F (z)− F (z0)] = −1

2

∑
ω∈Ω

[
1

(z − ω)2
− 1

(z0 − ω)2

]
En base a esta integral, con C una constante, definimos a la función ϕ(z) como:

ϕ(z) = C +

∫
γ(t)

f(z)dz

= C − 1

2

∑
ω∈Ω

[
1

(z − ω)2
− 1

(z0 − ω)2

]
Dado que la serie en f converge uniformemente y f es una función meromorfa que tal que
sus polos coinciden con el conjunto Ω, entonces por construcción es claro que la serie en ϕ
converge uniformemente y que ϕ es una función meromorfa donde sus polos coinciden con el
conjunto Ω.

Es claro que usando la notación de la página p.62, podemos escribir a ϕ como sigue:

ϕ(z) = C − 1

2

[
1

z2
− 1

z2
0

]
− 1

2

∑
ω∈Ω

′
[

1

(z − ω)2
− 1

(z0 − ω)2

]
. (4.6)

Por lo que:

ĺım
z→0

(
ϕ(z) +

1

2z2

)
= C +

1

2z2
0

− 1

2

∑
ω∈Ω

′
[

1

ω2
− 1

(z0 − ω)2

]
. (4.7)

Fijando la constante C como:

C =
1

2

∑
ω∈Ω

′
[

1

ω2
− 1

(z0 − ω)2

]
− 1

2z2
0

, obtenemos que ĺım
z→0

(
ϕ(z) +

1

2z2

)
= 0

y por lo tanto que:

ϕ(z) = ϕ(z)− ĺım
z→0

(
ϕ(z) +

1

2z2

)
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pero si a (4.6) le restamos (4.7) (que en realidad es 0) obtenemos que:

ϕ(z) = ϕ(z)− ĺım
z→0

(
ϕ(z) +

1

2z2

)
= −1

2

(
1

z2
+
∑
ω∈Ω

′
[

1

(z − ω)2
− 1

ω2

])
(4.8)

Definición 4.1. (Weierstrass 1862/1863) Se define la función ℘ de Weierstrass como
℘(z) = −2ϕ(z) donde ϕ(z) es la función dada por (4.8), es decir:

℘(z) =
1

z2
+
∑
ω∈Ω

′
[

1

(z − ω)2
− 1

ω2

]
Teorema 4.3. La serie en ℘ converge absoluta y uniformemente en C\Ω y además ℘ es una
función meromorfa con todos sus polos de orden 2 que coinciden con los puntos del conjunto
Ω. Además la parte principal de la expansión de Laurent alrededor de cada polo zj ∈ Ω es:

1

(z − zj)2

Demostración:
Dada la forma en que construimos a ϕ notamos que también la serie que define a ℘ converge
uniformemente en C\Ω. Para comprobar que la convergencia de la serie en ℘ es también
absoluta sumaremos únicamente sobre aquellos puntos ω ∈ Ω de la forma |ω| > 2|z|, ya que
no sumar una cantidad finita de términos no afecta a la convergencia absoluta de una serie:∣∣∣∣ 1

(z − ω)2
− 1

ω2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ω2 − (z − ω)2

ω2(z − ω)2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ 2zω − z2

ω2(z − ω)2

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣ z(2ω − z)ω2(z − ω)2

∣∣∣∣
Pero por la desigualdad del triángulo tenemos que:

|z(2ω − z)| ≤ |z|(|2ω|+ |z|),

mientras que por la otra desigualdad del triángulo resulta que:∣∣ω2(z − ω)2
∣∣ ≥ |ω|2(|ω| − |z|)2

por lo tanto:∣∣∣∣ z(2ω − z)ω2(z − ω)2

∣∣∣∣ ≤ |z|(|2ω|+ |z|)|ω|2(|ω| − |z|)2
=
|z||2ω|(1 + |z|

|2ω| )

|ω|4(1− |z||ω| )2
=

2|z|(1 + |z|
|2ω| )

|ω|3(1− |z||ω| )2
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y dado que |ω| > 2|z| entonces
|z|
|ω|

<
1

2
, por lo que:

2|z|(1 + |z|
|2ω| )

|ω|3(1− |z||ω| )2
<

2|z|(1 + 1
4 )

|ω|3(1− 1
2 )2

=
10|z|
|ω|3

Obtuvimos entonces que: ∣∣∣∣ 1

(z − ω)2
− 1

ω2

∣∣∣∣ < 10|z|
|ω|3

Pero por el lema 4.1 la serie ∑
ω∈Ω
|ω|>2|z|

10|z|
|ω|3

es convergente, aśı que por comparación de series se sigue que la serie en ℘ es absolutamente
convergente en C\Ω.

Dada la forma en que construimos a ϕ notamos entonces que también ℘ es una función
meromorfa y que sus polos coinciden con los puntos del conjunto Ω. Cada polo tiene orden 2
ya que:
i) Si zj ∈ Ω\ {0} y k ∈ N entonces:

ĺım
z→zj

(z − zj)k℘(z) = ĺım
z→zj

(z − zj)k
(

1

z2
+
∑
ω∈Ω

′
[

1

(z − ω)2
− 1

ω2

])

= ĺım
z→zj

(
(z − zj)k

z2
+
∑
ω∈Ω

′
[

(z − zj)k

(z − ω)2
− (z − zj)k

ω2

])

= ĺım
z→zj

1

(z − zj)2−k + ĺım
z→zj

(
(z − zj)kr(z)

)
= ĺım
z→zj

1

(z − zj)2−k

pues r(zj) 6=∞, debido a que notamos que r(z) está dada por:

r(z) =
1

z2
− 1

z2
j

−
∑

ω∈Ω\{zj}

′
[

1

(z − ω)2
− 1

ω2

]
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ii) Similarmente tenemos que si zj = 0 y k ∈ N entonces:

ĺım
z→0

zk℘(z) = ĺım
z→0

zk

(
1

z2
+
∑
ω∈Ω

′
[

1

(z − ω)2
− 1

ω2

])

= ĺım
z→0

(
zk

z2
+
∑
ω∈Ω

′
[

zk

(z − ω)2
− zk

ω2

])

= ĺım
z→0

1

z2−k + ĺım
z→0

∑
ω∈Ω

′
[

zk

(z − ω)2
− zk

ω2

]
= ĺım
z→0

1

z2−k

Por lo tanto ∀ zj ∈ Ω y ∀ k ∈ N, de i) y ii) se sigue que:

ĺım
z→zj

(z − zj)k℘(z) =


∞ si k = 1

1 si k = 2

0 si k > 2

(4.9)

Entonces en efecto los puntos de Ω son polos de orden 2 para la función ℘. Además sabemos
por el Teorema A.2 (Laurent) del Apéndice A, que la parte principal de ℘ para cada zj ∈ Ω
es:

b2
(z − zj)2

+
b1

(z − zj)

donde b2 = ĺım
z→zj

(z − zj)2℘(z) y b1 = Res(℘, zj)

Pero por (4.9) se tiene que b2 = 1 ∀ zj ∈ Ω y como sabemos que en cada ∆m,n esta contenido
un único punto de Ω entonces por el Teorema (3.6) (Segundo Teorema de Liouville) tenemos
que el residuo en cada zj ∈ Ω es igual a 0, es decir b1 = Res(℘, zj) = 0 ∀ zj ∈ Ω. Lo que
resulta en que la parte principal de ℘ para cada zj ∈ Ω es:

1

(z − zj)2
.

q.e.d

Observación 4.2. La estimación que usamos para probar la convergencia absoluta de la fun-
ción ℘ (al inicio de la demostración anterior) puede parecer muy rebuscada, pero es necesario
hacerlo de esta manera, pues para las series:∑

ω∈Ω

′ 1

(z − ω)2
y
∑
ω∈Ω

′ 1

ω2

se tiene que la resta es convergente, pero tomadas por separado son divergentes. En el Apéndi-
ce C probamos para un caso particular de 2ω1 y 2ω3 dicha divergencia.
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Teorema 4.4. La función ℘ de Weierstrass es una función par y eĺıptica con periodos fun-
damentales 2ω1 y 2ω3 y además ord(℘,∆) = 2

Demostración:
Como la serie de ℘ es absolutamente convergente se tiene que sin importar la manera en que
sumemos los puntos del conjunto Ω\ {0}, la serie convergerá al mismo valor, y además como
Ω = −Ω (Simetŕıa), entonces:

℘(−z) =
1

z2
+
∑
ω∈Ω

′
[

1

(−z − ω)2
− 1

ω2

]
=

1

z2
+
∑
ω∈Ω

′
[

1

(z − (−ω))2
− 1

(−ω)2

]
=

1

z2
+
∑

ω′∈−Ω

′
[

1

(z − ω′)2
− 1

ω′2

]
=

1

z2
+
∑
ω′∈Ω

′
[

1

(z − ω′)2
− 1

ω′2

]
= ℘(z)

por lo tanto, en efecto, ℘ es una función par.
Notamos que:

℘′(z) = − 2

z3
− 2

∑
ω∈Ω

′ 1

(z − ω)3
= −2

∑
ω∈Ω

1

(z − ω)3

por lo tanto ℘′ = −f , donde f es la función eĺıptica del Teorema 4.2, por ende ℘′ es una
función impar y eĺıptica con periodos fundamentales 2ω1 y 2ω3 por lo que para j = 1, 3
tenemos que:

℘′(z + 2ωj) = ℘′(z)

lo que implica que :
℘′(z + 2ωj)− ℘′(z) = 0

por lo tanto existen constantes C1 y C3 tales que:

℘(z + 2ωj)− ℘(z) = Cj

como ℘ es una función par resulta que si hacemos z = −ωj entonces:

Cj = ℘(−ωj + 2ωj)− ℘(−ωj) = ℘(ωj)− ℘(ωj) = 0

aśı pues tenemos que:
℘(z + 2ω1) = ℘(z)

℘(z + 2ω3) = ℘(z).

Por lo tanto 2ω1 y 2ω3 son periodos de ℘. Para ver que en efecto son fundamentales tomamos
a ω̃ cualquier periodo de ℘. Sea ω ∈ Ω por lo que existen m,n ∈ Z tales que ω = 2mω1 +2nω3

y además por el Teorema 4.3 sabemos que todo punto de Ω es un polo de ℘ y como ω+ ω̃ es
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también un polo de ℘ entonces existen m′, n′ ∈ Z tales que ω + ω̃ = 2m′ω1 + 2n′ω3 y por lo
tanto:

ω̃ = (ω + ω̃)− ω
= 2m′ω1 + 2n′ω3 − (2mω1 + 2nω3)

= 2(m′ −m)ω1 + 2(n′ − n)ω3 ∈ Ω

entonces cualquier periodo arbitrario de ℘ se escribe como combinación lineal de 2ω1 y 2ω3,
por ende estos son los periodos fundamentales. Como ℘ es una función meromorfa y doble-
mente periódica, concluimos que ℘ es una función eĺıptica con periodos fundamentales 2ω1 y
2ω3.
Es claro que ∆ ∩ Ω = {0} por lo tanto por Teorema 4.3 ,el el único polo de ℘ en ∆ es el 0 y
además este es de orden 2, por lo tanto:

ord(℘,∆) = 2

q.e.d

Corolario. (De los Teoremas 4.2 y 4.4) La función ℘′ es una función impar y eĺıptica con
periodos fundamentales 2ω1 y 2ω3 y además ord(℘′,∆) = 3.

Los a-puntos de la Función ℘′

Por el Corolario (De los Teoremas 4.2 y 4.4) tenemos que ord(℘′,∆) = 3, por lo tanto

en virtud del Teorema 3.7 (Tercer Teorema de Liouville), tenemos que n(a) = 3 ∀ a ∈ Ĉ. Es

decir que en ∆, ∀ a ∈ Ĉ se tiene que la cantidad de a-puntos de ℘′, contados tantas veces
como su orden, es igual a 3. En particular nos interesan los casos cuando a =∞ y a = 0:

Caso i): a =∞
En este caso sabemos que el único polo en ∆ es el 0 y como ord(℘′,∆) = 3, entonces tenemos
que 0 es un polo triple (es decir de orden 3) y en efecto se tiene que n(∞) = 3.
Caso ii): a = 0
En este caso veremos que los ceros de ℘′ en ∆ son simples (es decir de orden 1) y que son 3,
por lo tanto tendremos que en efecto n(0) = 1 + 1 + 1 = 3. Los tres ceros son muy fáciles de
encontrar ya que como ℘′ es una función impar tenemos que:

℘′(−z) = −℘′(z)

pero como 2ωj es un periodo de ℘ para j = 1, 2, 3 resulta que:

℘′(2ωj − z) = −℘′(z)

si hacemos z = ωj entonces :
℘′(ωj) = −℘′(ωj). (4.10)
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Pero para j = 1, 2, 3 tenemos que ωj 6∈ Ω, por lo tanto ℘′(ωj) 6=∞, asi pues sumando ℘′(ωj)
a ambos lados de la ecuación (4.10) se deduce que:

℘′(ωj) = 0 para j = 1, 2, 3.

Es claro que para j = 1, 2, 3 se cumple que ωj ∈ ∆ entonces ω1, ω2 y ω2 son los 3 ceros simples
de ℘′ en ∆. Quedando entonces demostrado el siguiente Teorema:

Teorema 4.5. ℘′(z) = 0 si y sólo si z ≡ ωj (mód Ω), con j = 1, 2, 3.

Ejemplo 4.1. Por el Teorema 3.8, para toda función eĺıptica, con a ∈ C se tiene que :

s(a) ≡ s(∞) (mód Ω)

Si tomamos a la función eĺıptica ℘′ y a = 0, tenemos que :

s(0) = ω1 + ω2 + ω3

= ω1 + (ω1 + ω3) + ω3

= 2ω1 + 2ω3 ∈ Ω

mientras que s(∞) = 0 + 0 + 0 = 0, y es claro que como s(0) ∈ Ω entonces:

2ω1 + 2ω3 ≡ 0 (mód Ω)

es decir que s(0) ≡ s(∞) (mód Ω), ilustrando aśı el Teorema 3.8 para la función ℘′

Observación 4.3. La decisión tomada en el Caṕıtulo 3 de denotar a los periodos de una
función eĺıptica como 2ω1 y 2ω3 con 2ω2 = 2ω1 +2ω3, es principalmente debida a la relevancia
que tienen los medios periodos ω1, ω3 y ω2 = ω1+ω3, pues son los ceros de la función
℘′. En libros como [1] y [15] se denotan a los periodos de una función eĺıptica como ω1 y ω2,
por lo tanto al hablar de los medios periodos hacen referencia a ω1/2, ω2/2 y a (ω1 + ω2)/2.

Los a-puntos de la Función ℘

Sabemos por el Teorema 4.4 que ord(℘,∆) = 2, por lo que n(a) = 2 ∀ a ∈ Ĉ. Es decir

que en ∆, ∀ a ∈ Ĉ se tiene que la cantidad de a-puntos de ℘, contados tantas veces como su
orden, es igual a 2. En particular nos interesan tres casos:

Caso i): a =∞
En este caso sabemos que el único polo en ∆ es el 0 y como ord(℘,∆) = 2, entonces tenemos
que 0 es un polo doble (es decir de orden 2) y en efecto se tiene que n(∞) = 2.
Caso ii): a = ℘(ωj) para j = 1, 2, 3.
Como notación que se usara a partir de ahora, denotaremos a la función ℘ evaluada en
los medios periodos como:

℘(ωj) = ej para j = 1, 2, 3.
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Entonces observamos que cada medio periodo ωj es un ej-punto doble de ℘ en ∆ , ya que
en referencia a las caracteŕısticas dadas en la página 57 acerca del orden de los a-puntos,
notamos que para ℘ se cumple que

℘′(ωj) = 0,

es decir que para j = 1, 2, 3 el ej-punto, ωj , no puede ser simple, y como n(ej) = 2 entonces
forzosamente ωj es un ej-punto doble de ℘. Como una consecuencia adicional de lo anterior
obtenemos que:

℘′′(ωj) 6= 0 para j = 1, 2, 3.

Caso iii): a 6=∞, e1, e2, e3.
En este último caso tenemos que si a 6= ∞, e1, e2, e3, entonces los a-puntos de ℘ en ∆ son
siempre simples ya que de existir z0 ∈ ∆ un a-punto doble entonces tendŕıamos que:

℘(z0) = a y que ℘′(z0) = 0

y por ende z0 seŕıa un cero simple de ℘′ distinto a los medios periodos ωj con j = 1, 2, 3,
lo cual es imposible pues como ord(℘′,∆) = 3, ℘′ no puede tener más de 3 ceros simples.
Por lo tanto, como n(a) = 2, en este caso tenemos que ∀ a 6=∞, e1, e2, e3 existen 2 a-puntos
distintos de ℘ en ∆ y cada uno es de orden 1.

El siguiente resultado resume los tres casos anteriores y además nos da la ubicación en ∆
de los dos a-puntos simples de ℘ del caso iii).

Teorema 4.6. La función ℘ toma el mismo valor en cualesquiera dos puntos pertenecientes a
∆o que sean simétricos con respecto al centro de ∆, que es ω2. De igual manera para j = 1, 3,
℘ toma el mismo valor en cualesquiera dos puntos pertenecientes a [0 → 2ωj) que sean
simétricos con respecto a ωj. En ∆, la función ℘ solamente no repite valores en los puntos
que no son simétricos a los medios periodos, i.e. en 0, ω1, ω2 y ω3 que son respectivamente un
polo doble y los ej-puntos dobles de ℘. (Obs: dos puntos son simétricos con respecto a ωj si
el segmento de recta que los une tiene como punto medio a ωj)

Demostración:
Sabemos que si a 6= ∞, e1, e2, e3 y z0 ∈ ∆ es un a-punto de ℘, entonces z0 es de orden 1 y
además existe otro a-punto simple en ∆.
Caso i): z0 ∈ ∆o

Como el punto simétrico a z0 con respecto a ω2 es un punto u0 tal que (z0 + u0)/2 = ω2,
entonces u0 = 2ω2 − z0 y como z0 ∈ ∆o entonces también u0 ∈ ∆o y además sucede que:

℘(u0) = ℘(2ω2 − z0) = ℘(−z0) = ℘(z0) = a

lo que implica que, en efecto, u0 es el otro a-punto simple de ℘ en ∆. En la Figura 4.4 se
ejemplifica esta situación para los puntos p1, p2 ∈ ∆o donde los puntos simétricos con respecto
a ω2 son p′1 y p′2 respectivamente
Caso ii): z0 6∈ ∆o

Entonces z0 ∈ [0 → 2ωj) para j = 1 ó para j = 3 y como el punto simétrico a z0 con
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respecto a ωj es un punto u0 tal que (z0 + u0)/2 = ωj , entonces u0 = 2ωj − z0 y dado que
z0 ∈ [0→ 2ωj) entonces también u0 ∈ [0→ 2ωj) y además sucede que:

℘(u0) = ℘(2ωj − z0) = ℘(−z0) = ℘(z0) = a

lo que implica que, en efecto, u0 es el otro a-punto simple de ℘ en ∆. En la Figura 4.4 se
ejemplifica esta situación para j = 1 con el punto p3 ∈ [0 → 2ω1) donde p′3 es su punto
simétrico con respecto a ω1 y para j = 3 con el punto p4 ∈ [0 → 2ω3) donde p′4 es su punto
simétrico con respecto a ω3 .

 2ω1

   ω3

 2ω20

 2ω3

 2ω1

   ω1

   ω2

p
1

p’
1

p
2

p’
2

p’
3

p
3

p
4

p’
4

Figura 4.4: Valores de ℘ en ∆

Si ahora a = ∞ ya vimos que el único polo de ℘ en ∆ es el 0 y como es de orden 2,
entonces el valor ℘(0) sólo se toma una vez.
Si a = e1, e2, e3 entonces para cada j el único ej-punto en ∆ es ωj y como vimos estos ej-
puntos son dobles, entonces el valor ℘(wj) sólo se toma una vez para cada j = 1, 2, 3.

q.e.d

Corolario. (Del Teorema 4.6) Si restringimos el dominio de la función ℘ al paralelogra-
mo con vértices en 0, ω1, ω2 y ω3, entonces ℘ es una función inyectiva y anaĺıtica en dicho
paralelogramo excepto en el 0.
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4.3. Dos Casos Particulares de la Función ℘

Cualquier par de números complejos no colineales, que denotamos 2ω1 y 2ω3 definen a la
función eĺıptica ℘, que tendrá precisamente como periodos fundamentales a 2ω1 y 2ω3. Por
ello para definir por completo a la función ℘ es necesario especificar a los medios periodos
ω1 y ω3, que claramente también son no colinelaes. Aśı para enfatizar la dependencia de la
función ℘ de los medios periodos la denotamos como:

℘(z) = ℘(z|ω1, ω3) =
1

z2
+
∑
ω∈Ω

′
[

1

(z − ω)2
− 1

ω2

]
donde el conjunto Ω es dependiente de los medios periodos, pues recordemos que:

Ω = {ω ∈ C : ω = 2mω1 + 2nω3 con m,n ∈ Z}

entonces es claro que :

℘(z) = ℘(z|ω1, ω3) =
1

z2
+

∞∑
m,n=−∞

′ [
1

(z − (2mω1 + 2nω3))2
− 1

(2mω1 + 2nω3)2

]

donde

∞∑
m,n=−∞

′

, sigue denotando que no se toma en cuenta el caso m = n = 0.

El Caso ℘(z) = ℘(z|α, iβ) con α,β ∈ R+

Sean α y β dos números positivos arbitrarios, entonces es claro que α y iβ no son colineales.
Tenemos que:

2α

2iβ
= i

(
−α
β

)
lo que implica que Im

(
2α

2iβ

)
= −α

β
< 0.

aśı que en términos de la Observación 3.1 del Caṕıtulo 3, tenemos que ω1 = α y ω3 = iβ, y
por lo tanto se define una función ℘(z) = ℘(z|ω1, ω3), es decir:

℘(z) = ℘(z|α, iβ) =
1

z2
+

∞∑
m,n=−∞

′ [
1

(z − (2mα+ 2niβ))2
− 1

(2mα+ 2niβ)2

]

Observación 4.4. Notamos que para el caso en que ℘(z) = ℘(z|α, iβ), el paralelogramo
fundamental ∆ es un rectángulo con vértices en 0, 2α, 2α+ 2iβ y 2iβ.

Si ℘(z) = ℘(z|α, iβ) conα, β ∈ R+ arbitrarios, entonces ℘ es una función eĺıptica que
satisface dos propiedades que no satisface cualquier función eĺıptica, por lo que es un caso de
particular interés. Dichas propiedades se enuncian y prueban a continuación en la forma de
dos lemas:
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Lema 4.2. Sea ℘(z) = ℘(z|α, iβ) con α, β ∈ R+, entonces:

℘(z) = ℘(z)

Demostración:
Sea z = x+ iy con x, y ∈ R, entonces si ℘(z) = ℘(z|α, iβ), tenemos que :

℘(z) = ℘(x+ iy) =
1

(x+ iy)2
+

∞∑
m,n=−∞

′ [
1

(x+ iy − (2mα+ 2niβ))2
− 1

(2mα+ 2niβ)2

]
por lo tanto tomando el conjugado tenemos que:

℘(z) =

 1

(x+ iy)2
+

∞∑
m,n=−∞

′ [
1

(x+ iy − (2mα+ 2niβ))2
− 1

(2mα+ 2niβ)2

]
=

(
1

(x+ iy)2

)
+

∞∑
m,n=−∞

′ [(
1

(x+ iy − (2mα+ 2niβ))2

)
−
(

1

(2mα+ 2niβ)2

)]

=
1(

x+ iy
)2 +

∞∑
m,n=−∞

′ [
1((

x+ iy
)
−
(
2mα+ 2niβ

))2 − 1(
2mα+ 2niβ

)2
]

=
1

(x− iy)2
+

∞∑
m,n=−∞

′ [
1

(x− iy − (2mα− 2niβ))2
− 1

(2mα− 2niβ)2

]
(4.11)

mientras que por otro tenemos que:

℘(z) = ℘
(
x+ iy

)
= ℘(x− iy)

=
1

(x− iy)2
+

∞∑
m,n=−∞

′ [
1

(x− iy − (2mα+ 2niβ))2
− 1

(2mα+ 2niβ)2

]

=
1

(x− iy)2
+

∞∑
m,n′=−∞

′ [
1

(x− iy − (2mα− 2n′iβ))2
− 1

(2mα− 2n′iβ)2

]
(4.12)

donde n′ = −n por lo que n′ corre de ∞ a −∞.
Sin embargo recordando la Proposición 3.1(Propiedades del conjunto Ω) del Caṕıtulo 3 tene-
mos que:

{ω ∈ C : ω = 2mα+ 2niβ con m,n ∈ Z} = {ω ∈ C : ω = 2mα− 2niβ con m,n ∈ Z}

aśı el cambio en el orden de los sumandos para obtener (4.11) está justificado por la con-
vergencia absoluta de ℘ en C. Notamos entonces que las igualdades (4.11) y (4.12) son las
mismas, por lo que en efecto:

℘(z) = ℘(z)

q.e.d
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Lema 4.3. Sea ℘(z) = ℘(z|α, iβ) con α, β ∈ R+, si z ∈ {iy, α+ iy, x, x+ iβ}, con x, y ∈
R, entonces:

℘(z) ∈ R.

Demostración:
Sea ℘(z) = ℘(z|α, iβ)

Caso i): z = iy con y ∈ R
Entonces por el Lema 4.2 tenemos que ℘(z) = ℘(iy) = ℘

(
iy
)

= ℘(−iy), pero como ℘ es una
función par entonces ℘(−iy) = ℘(iy), aśı para este caso tenemos que:

℘(z) = ℘(iy) = ℘(z), es decir que ℘(z) ∈ R

Caso ii): z = α+ iy con y ∈ R
Entonces por el Lema 4.2 tenemos que ℘(z) = ℘(α+ iy) = ℘

(
α+ iy

)
= ℘(α− iy), pero como

2α es un periodo de ℘ entonces ℘(α− iy) = ℘(α− iy − 2α) = ℘(−(α+ iy)), y de nuevo por
paridad se tiene que ℘(−(α+ iy)) = ℘(α+ iy), por lo tanto para este caso tenemos que:

℘(z) = ℘(α+ iy) = ℘(z), es decir que ℘(z) ∈ R

Caso iii): z = x con x ∈ R
Entonces por el Lema 4.2 tenemos que ℘(z) = ℘(x) = ℘(x) = ℘(x), entonces para este caso
tenemos que:

℘(z) = ℘(x) = ℘(z), es decir que ℘(z) ∈ R

Caso iv): z = x+ iβ con x ∈ R
Entonces por el Lema 4.2 tenemos que ℘(z) = ℘(x+ iβ) = ℘

(
x+ iβ

)
= ℘(x−iβ), pero como

2iβ es un periodo de ℘ entonces ℘(x− iβ) = ℘(x− iβ + 2iβ) = ℘(x+ iβ), luego en el último
caso tenemos que:

℘(z) = ℘(x+ iβ) = ℘(z), es decir que ℘(z) ∈ R

q.e.d

A continuación mostraremos un Teorema acerca de la interpretación geométrica del mapeo
de ℘(z) = ℘(z|α, iβ) con α, β ∈ R+ en el dominio formado por el paralelogramo con vértices
en sus medios periodos (que ya vimos que es un rectángulo). Antes de continuar nos detenemos
para definir un concepto, que aunque no guarda gran relación con nuestro tema de estudio, es
de gran importancia en el análisis complejo y en particular para el resultado que mostraremos
posteriormente.

Definición 4.2. Sea G un dominio, z0 ∈ G y f : G → C una función continua en G con
derivada en z0 tal que f ′(z0) 6= 0. Decimos que f es un mapeo conforme en z0 si para
toda curva suave γ que pasa por z0, se tiene que f(γ) es una curva que pasa por f(z0) y
además el ángulo formado por cualesquiera dos curvas γ1 y γ2 en z0 es el mismo que el
formado por las curvas f(γ1) y f(γ2) en f(z0). Más aún:
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i) Si el mapeo preserva la dirección en la que los ángulos se miden, entonces decimos que
el mapeo es conforme de primer tipo.

ii) Si el mapeo invierte la dirección en la que los ángulos se miden, entonces decimos que
el mapeo es conforme de segundo tipo.

iii) Si el mapeo es conforme ∀ z0 ∈ G entonces decimos que el mapeo es conforme en G

Tomando la definición anterior en cuenta, el siguiente Teorema enuncia un resultado sobre
el mapeo dado por ℘(z) = ℘(z|α, iβ):

Teorema 4.7. Si ℘(z) = ℘(z|α, iβ) con α, β ∈ R+, y R es el rectángulo con vértices en los
medios periodos de ℘, es decir en 0, α, iβ y α + iβ, entonces ℘ mapea conformemente a Ro

sobre el semiplano inferior complejo.

Demostración:
Por el Corolario (Del Teorema 4.6) sabemos que la función ℘ es inyectiva en R y anaĺıtica
en R\ {0}, y además sabemos que los ceros de ℘′ en R únicamente son α, α+ iβ y iβ, y por
lo tanto no tiene ceros en Ro, entonces gracias al Teorema B.8 (Mapeo Conforme), tenemos
que ℘ es un mapeo conforme de primer tipo en Ro. Al ser Ro un dominio tenemos que en
virtud del Teorema B.2 (Mapeo Abierto), también D = ℘(Ro) es un dominio, y por lo tanto
℘ mapea conformemente a Ro sobre D.

Sea ahora γ = ∂Ro, entonces γ es una curva cerrada y por lo tanto ℘(γ) es otra curva
cerrada y además ℘(γ) = ∂D. Pero por el Lema 4.3 tenemos que:

℘(z) ∈ R ∀ z ∈ ∂Ro

por lo tanto se tiene que ℘(γ) = ∂D ⊆ R, pero al ser una curva cerrada sucede que ∂D = R
y por lo tanto D tiene que ser alguno de los dos semiplanos.

Notamos que cuando z ∈ [0→ α] se tiene que z = x+ i · 0 con x ∈ [0, α], y si z está cerca del
0 entonces:

ĺım
z→0

℘(z) = ĺım
x→0

℘(x) = ĺım
x→0

(
1

x2

)
+ 0 =∞

mientras que cuando z ∈ [iβ → 0] se tiene que z = 0 + iy con y ∈ [0, β], y si z está cerca del
0 entonces:

ĺım
z→0

℘(z) = ĺım
y→0

℘(iy) = ĺım
y→0

(
1

(iy)2

)
+ 0 = ĺım

y→0

(
1

−y2

)
= −∞

por lo tanto si z recorre γ en sentido contrario a las manecillas del reloj con punto inicial y
final 0, se tiene que ℘(z) recorre ℘(γ) desde ∞ hasta −∞, y entonces ℘(γ) está orientada de
derecha a izquierda sobre la recta real, como se muestra en la Figura 4.5:

Para ver que en efecto D es el semiplano inferior, recordamos que ℘ es un mapeo conforme
de primer tipo en Ro, y por lo tanto preserva la dirección en la que los ángulos se miden,
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 ℘(z)

α 2α

iβ

2iβ
2iβ2α+

α+iβ

e1e2e3

z0r0

(z0 ℘ )

(r0 ℘ )

Figura 4.5: Mapeo de ℘(z|α, iβ)

aśı si r0 es un punto perteneciente a Ro y z0 es cualquier punto de ∂R distinto a los vértices
de R por lo que ℘′(z0) 6= 0, entonces tenemos que [z0 → r0] ∈ R y por lo tanto :

℘([z0 → r0]) ∈ D y más aún ℘(z0) ∈ ∂D

entonces cuando z recorre γ en sentido contrario a las manecillas del reloj, al encontrarse con
el punto z0 tendrá que girar a la izquierda para “entrar” al dominio Ro a través de la curva
[z0 → r0], y por lo tanto si ℘(z) recorre ℘(γ) de ∞ a −∞, al encontrarse con el punto ℘(z0),
tendrá que girar a la izquierda a través de la curva ℘([z0 → r0]) para “entrar” al dominio
D, ya que la dirección con la que se mide el angulo que hacen γ con [z0 → r0] en z0, es la
misma que con la que se mide el angulo que hacen ℘(γ) con ℘([z0 → r0]) en ℘(z0) (ver Figura
4.5), entonces tenemos que ℘([z0 → r0]) está en el semiplano inferior y por lo tanto D es el
semiplano inferior.

q.e.d

Observación 4.5. Recordemos que si ωj es un medio periodo entonces ℘(ωj) = ej . Notamos
que cuando z recorre γ en sentido contrario a las manecillas del reloj, partiendo desde el 0,
encuentra los medios periodos: primero a α luego a α + iβ y finalmente a iβ. Por lo tanto
cuando ℘(z) recorre ℘(γ) de ∞ a −∞ encuentra primero a ℘(α) = e1 luego a ℘(α+ iβ) = e2

y finalmente a ℘(iβ) = e3, por eso es que e3 < e2 < e1, como apreciamos en la Figura 4.5.

Ahora presentamos un resultado y enseguida las gráficas que lo ejemplifican:
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Teorema 4.8. Si ℘(z) = ℘(z|α, iβ) con α, β ∈ R+, entonces:

i) Si z ∈ (0→ 2α), ℘(z) toma dos veces cada valor del intervalo I1 = [e1,∞)

ii) Si z ∈ [α→ α+ 2iβ], ℘(z) toma dos veces cada valor del intervalo I2 = [e2, e1]

iii) Si z ∈ [iβ → 2α+ iβ], ℘(z) toma dos veces cada valor del intervalo I3 = [e3, e2]

iv) Si z ∈ (0→ 2iβ), ℘(z) toma dos veces cada valor del intervalo I4 = (−∞, e3]

En los cuatro incisos, si z es un a-punto doble para alguna a ∈ Ij, con j respectivo a cada
inciso, entonces también decimos que z toma dos veces el valor a.

Demostración:
i) Si z ∈ (0→ 2α), por el Lema 4.3 ℘(z) ∈ R, además por el Teorema 4.7 cuando z recorre

el segmento (0 → α], ℘(z) recorre el segmento (∞ → e1]. Pero por el Teorema 4.6 se tiene
que ℘ toma los mismos valores en (0→ α] que en [α→ 2α), por ser estos últimos los simétri-
cos con respecto a ω1 = α, por ende ℘(z) toma 2 veces cada valor de (∞→ e1] (ver Fig.4.6(a)).

ii) Si z ∈ [α → α + 2iβ], por el Lema 4.3 ℘(z) ∈ R, además por el Teorema 4.7 cuando
z recorre el segmento [α→ α+ iβ], ℘(z) recorre el segmento [e1 → e2]. Pero por el Teorema
4.6 se tiene que ℘ toma los mismos valores en [α → α + iβ] que en [α + iβ → α + 2iβ], por
ser estos últimos los simétricos con respecto a ω2 = α+ iβ por ende ℘(z) toma 2 veces cada
valor de [e1 → e2] (ver Fig.4.6(b)).

iii) Si z ∈ [iβ → 2α + iβ], por el Lema 4.3 ℘(z) ∈ R, además por el Teorema 4.7 cuando
z recorre el segmento [iβ → α+ iβ], ℘(z) recorre el segmento [e3 → e2]. Pero por el Teorema
4.6 se tiene que ℘ toma los mismos valores en [iβ → α + iβ]que en [α + iβ → 2α + iβ], por
ser estos últimos los simétricos con respecto a ω2 = α+ iβ por ende ℘(z) toma 2 veces cada
valor de [e3 → e2] (ver Fig.4.6(c)).

iv) Si z ∈ (0 → 2iβ), por el Lema 4.3 ℘(z) ∈ R, además por el Teorema 4.7 cuando z
recorre el segmento (0→ iβ], ℘(z) recorre el segmento (−∞ → e3]. Pero por el Teorema 4.6
se tiene que ℘ toma los mismos valores en (0 → iβ]que en [iβ → 2iβ), por ser estos últimos
los simétricos con respecto a ω3 = iβ por ende ℘(z) toma 2 veces cada valor de (−∞ → e3]
(ver Fig.4.6(d)).

q.e.d

Las siguientes cuatro Figuras ilustran el resultado anterior y están en acorde con la Figura
4.5, es decir se toma en cuenta que ℘(α) = e1, ℘(α+iβ) = e2 > 0 mientras que ℘(iβ) = e3 < 0.
Pero el hecho de que e1 y e2 sean positivos y e3 negativo no es forzoso si no que depende de
α, β ∈ R+, los medios periodos elegidos. Observamos de inmediato que estas cuatro funciones
representan funciones simplemente periódicas con periodos 2α, 2β, 2α y 2β respectivamente:
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Figura 4.6: Valores reales de ℘(z|α, iβ)

Fig.4.6(a) Cuando z ∈ (0 → 2α), z = x + i · 0 con x ∈ (0, 2α) y ℘(z) = ℘(x) tiende a
∞ en los extremos del segmento y comienza a repetir valores después de ℘(α) = e1, que es el
valor mı́nimo que alcanza:

Fig.4.6(b) Cuando z ∈ [α→ α+ 2iβ], z = α+ iy con y ∈ [0, 2iβ] y ℘(z) = ℘(α+ iy) va
de ℘(α) = e1 hasta ℘(α+ iβ) = e2 y de ah́ı empieza repetir valores:

Fig.4.6(c) Cuando z ∈ [iβ → 2α+ iβ], z = x+ iβ con x ∈ [0, 2α] y ℘(z) = ℘(x+ iβ) va
de ℘(iβ) = e3 hasta ℘(α+ iβ) = e2 y de ah́ı empieza repetir valores:

Fig.4.6(d) Cuando z ∈ (0 → 2iβ), z = 0 + iy con y ∈ (0, 2β) y ℘(z) = ℘(iy) tiende a
−∞ en los extremos del segmento y comienza a repetir valores después de e3, que es el valor
máximo que alcanza:
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El Caso ℘(z) = ℘(z|α− iβ, α+ iβ) con α,β ∈ R+

Ahora consideramos el caso donde los medios periodos son números complejos conjugados.
Es claro que si α, β ∈ R+ entonces α − iβ y α + iβ no son colineales por no ser reales y
conjugados, además como :

2(α− iβ)

2(α+ iβ)
=
α2 − β2

α2 + β2
+ i

(
−2αβ

α2 + β2

)
resulta que Im

(
2(α− iβ)

2(α+ iβ)

)
=
−2αβ

α2 + β2
< 0.

siguiendo la Observación 3.1 del Caṕıtulo 2, si fijamos a ω1 = α−iβ y ω3 = α+iβ, obtenemos
la función ℘(z) = ℘(z|ω1, ω3), es decir ℘(z) = ℘(z|α− iβ, α+ iβ) dada por:

1

z2
+

∞∑
m,n=−∞

′ [
1

(z − (2m(α− iβ) + 2n(α+ iβ)))2
− 1

(2m(α− iβ) + 2n(α+ iβ))2

]
Observación 4.6. Si ℘(z) = ℘(z|α − iβ, α + iβ), notamos que ℘ tambien tiene un periodo
real (4α) y uno puramente imaginario (4iβ) ya que como 2α − 2iβ, 2α + 2iβ son periodos
fundamentales de ℘ entonces:

℘(z + 4α) = ℘(z + (2α− 2iβ) + (2α+ 2iβ))

= ℘(z + (2α− 2iβ))

= ℘(z)

℘(z + 4iβ) = ℘(z + (2α+ 2iβ)− (2α− 2iβ))

= ℘(z + (2α+ 2iβ))

= ℘(z)

Sin embargo 4α y 4iβ no son periodos fundamentales ya que el paralelogramo que forman
contiene en el centro al periodo fundamental 2α+ 2iβ (ver Figura 4.7).

α 2α

iβ

2iβ

3α 4α
x

y

3iβ

4iβ

-iβ

-2iβ

2α+2iβ

2α-2iβ

Figura 4.7: Paralelogramo fundamental cuando ℘(z) = ℘(z|α− iβ, α+ iβ)

Al igual que el resultado enunciado en el Lema 4.2, tenemos :
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Lema 4.4. Sea ℘(z) = ℘(z|α− iβ, α+ iβ) con α, β ∈ R+, entonces:

℘(z) = ℘(z)

Demostración:
Sea z = x+iy con x, y ∈ R entonces si ℘(z) = ℘(z|α−iβ, α+iβ), tenemos que ℘(z) está dada
por:

1

(x+ iy)2
+

∞∑
m,n=−∞

′ [
1

(x+ iy − (2m(α− iβ) + 2n(α+ iβ)))2
− 1

(2m(α− iβ) + 2n(α+ iβ))2

]

Tomando por un lado a ℘(z), el conjugado de la expresión anterior y por otro lado a ℘(z),
la expresión anterior evaluada en z, entonces de manera análoga a la demostración del Lema
4.2 se deduce que:

℘(z) = ℘(z)

q.e.d

Para el caso en que ℘(z) = ℘(z|α, iβ) gracias al Lema 4.3 sabemos dónde la función ℘
toma valores reales. Un resultado similar se presenta a continuación para este caso:

Lema 4.5. Sea ℘(z) = ℘(z|α − iβ, α + iβ) con α, β ∈ R+, si z ∈ {2α+ iy, x} con x, y ∈ R,
entonces:

℘(z) ∈ R.

Demostración:
Sea ℘(z) = ℘(z|α− iβ, α+ iβ)

Caso i): z = 2α+ iy con y ∈ R
Entonces por el Lema 4.4 tenemos que ℘(z) = ℘(2α+ iy) = ℘

(
2α+ iy

)
= ℘(2α+−iy), pero

en la Observación 4.6 notamos que −4α es un periodo, entonces ℘(2α+−iy) = ℘(−2α+−iy)
y como ℘ es una función par entonces ℘(−2α+−iy) = ℘(2α+ iy) y por lo tanto

℘(z) = ℘(2α+ iy) = ℘(z), es decir que ℘(z) ∈ R

Caso ii): z = x con x ∈ R
Entonces por el Lema 4.4 tenemos que ℘(z) = ℘(x) = ℘ (x) = ℘(x), pues x ∈ R, por lo tanto
para este caso tenemos que:

℘(z) = ℘(x) = ℘(z), es decir que ℘(z) ∈ R

q.e.d

Observación 4.7. Notamos que si ℘(z) = ℘(z|α − iβ, α + iβ) entonces ℘ también toma
valores reales en todo el eje imaginario, ya que, como 2α+ 2iβ es un periodo de ℘, entonces
∀ y ∈ R se tiene que ℘(iy) = ℘(2α+ i(y + 2β)) ∈ R por el Caso i) del lema anterior.
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De manera análoga al Teorema 4.8 presentamos el resultado correspondiente para este
caso y a continuación las gráficas que lo ejemplifican:

Teorema 4.9. Si ℘(z) = ℘(z|α− iβ, α+ iβ) con α, β ∈ R+, entonces:

i) Si z ∈ (0→ 4α), ℘(z) toma dos veces cada valor del intervalo I1 = [e2,∞)

ii) Si z ∈ (2α−2iβ → 2α+2iβ), ℘(z) toma dos veces cada valor del intervalo I2 = (−∞, e2]

En ambos incisos, si z es un a-punto doble para alguna a ∈ Ij, con j respectivo a cada inciso,
entonces también decimos que z toma dos veces el valor a.

Demostración:
i) Si z ∈ [0 → 4α), por el Lema 4.5 ℘(z) ∈ R, además si z ∈ [0 → 2α] y z tiende a 0

entonces tenemos que z = x+ i · 0 con x ∈ [0, 2α], aśı pues:

ĺım
z→0

℘(z) = ĺım
x→0

℘(x) = ĺım
x→0

(
1

x2

)
+ 0 =∞

y si z ∈ [0→ 2α] con z que tiende a 2α, como ω2 = 2α se tiene que:

ĺım
z→2α

℘(z) = ĺım
x→2α

℘(x) = ℘(2α) = e2.

Por lo tanto cuando z recorre el segmento (0→ 2α], ℘(z) recorre el segmento (∞→ e2]. Pero
por el Teorema 4.6 se tiene que ℘ toma los mismos valores en (0 → 2α] que en [2α → 4α),
por ser estos últimos los simétricos con respecto a ω2 = 2α, por ende ℘(z) toma 2 veces cada
valor de (∞→ e2] (ver Fig.4.8(a)).

ii) Si z ∈ (2α−2iβ → 2α+2iβ), por el Lema 4.5 ℘(z) ∈ R, además si z ∈ (2α−2iβ → 2α]
y z tiende a 2α− 2iβ entonces tenemos que z = 2α+ iy con y ∈ [−2β, 0], aśı pues:

ĺım
z→2α−2iβ

℘(z) = ĺım
y→−2β

℘(2α+ iy) = ĺım
y→−2β

(
1

(iy + 2iβ)2

)
+ 0 = ĺım

y→−2β
− 1

(y + 2β)2
= −∞

y si z ∈ [2α− 2iβ → 2α] con z que tiende a 2α, entonces de nuevo se tiene que:

ĺım
z→2α

℘(z) = ĺım
y→0

℘(2α+ iy) = ℘(2α) = e2.

Por lo tanto cuando z recorre el segmento (2α − 2iβ → 2α], ℘(z) recorre el segmento
(−∞→ e2]. Pero por el Teorema 4.6 se tiene que ℘ toma los mismos valores en (2α−2iβ → 2α]
que en [2α→ 2α+ 2iβ), por ser estos últimos los simétricos con respecto a ω2 = 2α por ende
℘(z) toma 2 veces cada valor de (−∞→ e2] (ver Fig.4.8(b)).

q.e.d
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Figura 4.8: Valores reales de ℘(z|α− iβ, α+ iβ)

Observación 4.8. Recordamos que para el primer caso e1, e2, e3 ∈ R. Considerando el caso
cuando ℘(z) = ℘(z|α− iβ, α + iβ) resulta que únicamente e2 ∈ R. Sin embargo se tiene que
e1 = e3, ya que:

e1 = ℘(ω1) = ℘(α− iβ)

lo que implica que:
e1 = ℘(α− iβ)

pero por el Lema 4.4 tenemos que ℘(z) = ℘(z) ∀ z ∈ C, en particular si z = α− iβ:

e1 = ℘
(
α− iβ

)
= ℘(α+ iβ) = ℘(ω3) = e3
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Caṕıtulo 5

Relación con Integrales Eĺıpticas

En los caṕıtulos anteriores definimos a las funciones meromorfas doblemente periódicas
como funciones eĺıpticas. La motivación para llamarlas “eĺıpticas” es porque estas guardan
una importante relación con las integrales eĺıpticas. Vimos que dichas integrales fueron in-
troducidas en las matemáticas con la lemniscata. En este caṕıtulo tratamos la relación entre
la función eĺıptica de Weierstrass y las integrales eĺıpticas aśı como sus consecuencias. Sin
embargo para tratar estos temas es de gran importancia comenzar por deducir una ecuación
diferencial que satisface la función ℘.

5.1. La Ecuación Diferencial para la función ℘

Sean 2ω1 y 2ω3 dos periodos fundamentales y Ω el conjunto de todas las combinaciones
lineales enteras de éstos. Sea {gw}w∈Ω\{0} la sucesión de funciones anaĺıticas dadas por :

gω(z) =
1

ωn
∀ z ∈ C

Ahora para toda n ∈ N con n > 2 por el Lema 4.1 se tiene que:∑
ω∈Ω

′
|gω(z)| <∞ ∀ z ∈ C

y por lo tanto por el Teorema B.7 (Prueba M de Weierstrass) del Apéndice B, tenemos que:∑
ω∈Ω

′
gω(z) =

∑
ω∈Ω

′ 1

ωn

es una serie que converge absoluta y uniformemente en C para toda n > 2

Definición 5.1. Definimos a la serie de Eisenstein asociada a Ω como:

Gn =
∑
ω∈Ω

′ 1

ωn
∀ n > 2
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Teorema 5.1. La serie de Laurent para la función ℘ en el anillo A0,R(0) (ver Figura 5.1)
con 0 < R < mı́n {|ω| : ω ∈ Ω\ {0}} (es decir que A0,R(0) ∩ Ω = ∅), está dada por:

℘(z) =
1

z2
+

∞∑
n=1

(2n+ 1)G2n+2 · z2n

donde Gn, la serie de Eisenstein, y la función ℘ se construyen con el conjunto Ω.

x

y

A0,R(0)

Δ

 2ω

 2ω

 2ω

1

2

3

Figura 5.1: A0,R(0)

Demostración:
Recordemos que para |z| < 1 tenemos que la serie de Taylor de la función 1/(1− z) es :

1

1− z
=

∞∑
m=0

zm (5.1)

derivando ambos lados de (5.1) obtenemos:

1

(1− z)2
=

∞∑
m=1

mz(m−1)

ajustando el indice en la serie anterior obtenemos entonces que si |z| < 1 resulta que:

1

(1− z)2
=

∞∑
m=0

(m+ 1)zm (5.2)

Ahora como z ∈ A0,R(0) y además A0,R(0) ∩ Ω = ∅ (es decir que ningún punto del conjunto
Ω está contenido en el anillo), tenemos que |z| < |ω| ∀ ω ∈ Ω\ {0}, lo que implica que:∣∣∣ z

ω

∣∣∣ < 1 ∀ ω ∈ Ω\ {0}
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aśı pues, gracias a (5.2) se tiene que si z ∈ A0,R(0) entonces:

1

(1− z
ω )2

=

∞∑
m=0

(m+ 1)
( z
ω

)m
(5.3)

Pero por otro lado si z ∈ A0,R(0) también tenemos que:

℘(z)− 1

z2
=
∑
ω∈Ω

′
[

1

(z − ω)2
− 1

ω2

]
=
∑
ω∈Ω

′
[

1

ω2

(
1

(1− z
ω )2
− 1

)]
Pero por lo obtenido en (5.3) tenemos entonces que:

℘(z)− 1

z2
=
∑
ω∈Ω

′
[

1

ω2

( ∞∑
m=0

(m+ 1)
( z
ω

)m
− 1

)]
y por lo tanto:

℘(z) =
1

z2
+
∑
ω∈Ω

′
[ ∞∑
m=0

(m+ 1)
zm

ωm+2
− 1

ω2

]

=
1

z2
+
∑
ω∈Ω

′ ∞∑
m=1

(m+ 1)
zm

ωm+2

=
1

z2
+

∞∑
m=1

(m+ 1)

(∑
ω∈Ω

′ 1

ωm+2

)
zm

=
1

z2
+

∞∑
m=1

(m+ 1)Gm+2 · zm (5.4)

Sin embargo como ℘ es una función par, entonces ℘(z)−℘(−z) = 0, aplicando esto a (5.4) al
caso cuando m es impar (i.e. m = 2n+ 1), obtenemos que G2n+3 = 0 ∀ n ∈ N ∪ {0} y aśı los
únicos coeficientes que sobreviven son cuando m es un número par (m = 2n), por lo que:

℘(z) =
1

z2
+

∞∑
n=1

(2n+ 1)G2n+2 · z2n (5.5)

q.e.d
Derivando ambos lados de (5.5), obtenemos el siguiente resultado:

Corolario. (Del Teorema 5.1) La serie de Laurent para la función ℘′ en el anillo A0,R(0)
con 0 < R < mı́n {|ω| : ω ∈ Ω\ {0}} , está dada por:

℘′(z) = − 2

z3
+

∞∑
n=1

(2n)(2n+ 1)G2n+2 · z2n−1

donde Gn, la serie de Eisenstein, y la función ℘′ se construyen con el conjunto Ω.
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Teorema 5.2. (La Ecuación Diferencial para la función ℘) La función ℘ satisface la siguiente
ecuación diferencial no lineal de primer orden:

(℘′(z))2 = 4℘3(z)− g2℘(z)− g3

donde g2 = 60G4 y g3 = 140G6 son los invariantes de la función ℘ asociada a Ω

Demostración:
Del Teorema 5.1 y su Corolario tenemos que en A0,R(0):

℘(z) =
1

z2
+ 3G4z

2 + 5G6z
4 + · · · (5.6)

℘′(z) = − 2

z3
+ 6G4z + 20G6z

3 + · · · (5.7)

y por lo tanto elevando (5.6) al cubo se obtiene que :

4℘3(z) = 4

(
1

z2
+ 3G4z

2 + 5G6z
4 + · · ·

)3

= 4

(
1

z6
+ 9G4

1

z2
+ 15G6 + h1(z)

)
=

4

z6
+ 36G4

1

z2
+ 60G6 + 4h1(z) (5.8)

donde h1 son los términos faltantes, todos los términos de h1 están multiplicados por una
potencia positiva de z, y por lo tanto h1(0) = 0, es decir h1 es una función anaĺıtica en
A0,R(0) con un cero en z = 0.
De nuevo por (5.6) obtenemos que:

g2℘(z) = g2

(
1

z2
+ 3G4z

2 + 5G6z
4 + · · ·

)
= 60G4

(
1

z2
+ h2(z)

)
= 60G4

1

z2
+ 60G4h2(z) (5.9)

donde:
h2(z) = 3G4z

2 + 5G6z
4 + · · ·

es decir que h2 son puros términos con potencias positivas de z en (5.6), y entonces h2 es una
función anaĺıtica en A0,R(0) con un cero en z = 0.
Mientras que si elevamos (5.7) al cuadrado resulta que:

(℘′(z))2 =

(
− 2

z3
+ 6G4z + 20G6z

3 + · · ·
)2

=
4

z6
− 24G4

1

z2
− 80G6 + h3(z) (5.10)
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donde h3 son los términos faltantes, y de nuevo dichos términos tienen todos potencias posi-
tivas de z y entonces h3 es una función anaĺıtica con un cero en z = 0.
Sea ahora h(z) = (℘′(z))2−4℘3(z)+g2℘(z)+g3, entonces por (5.8),(5.9) y (5.10) se tiene que:

(℘′(z))2 =
4

z6
− 24G4

1

z2
− 80G6 + h3(z)

− 4℘3(z) = − 4

z6
− 36G4

1

z2
− 60G6 − 4h1(z)

+ g2℘(z) = 60G4
1

z2
+ 60G4h2(z)

+ g3 = 140G6

h(z) = h3(z)− 4h1(z) + 60G4h2(z)

Pero sabemos por el Teorema 3.4 que h es una función eĺıptica con los mismos periodos que ℘
y además como h(z) = h3(z)− 4h1(z) + 60G4h2(z), entonces es una función entera alrededor
del 0 y por ende, gracias al Teorema 3.5 (Primer Teorema de Liouville), h es una función
constante. Entonces resulta que la función h es la constante 0 ya que:

h(0) = h3(0)− 4h1(0) + 60G4h2(0) = 0− 0 + 0 = 0.

Por lo tanto:
(℘′(z))2 − 4℘3(z) + g2℘(z) + g3 = 0

lo que implica que:
(℘′(z))2 = 4℘3(z)− g2℘(z)− g3.

q.e.d

Observación 5.1. Notamos que gracias al teorema anterior, ahora es fácil calcular derivadas
de ℘ de orden superior, ya que derivando la ecuación diferencial de ambos lados y luego
dividiendo entre 2℘′(z) obtenemos que :

℘′′(z) = 6℘2(z)− 1

2
g2

derivando la expresión anterior tenemos que:

℘′′′(z) = 12℘(z)℘′(z)

continuando de esta manera podemos obtener la derivada de cualquier orden de ℘, además
es claro que si las expresamos recursivamente, dichas derivadas estarán siempre en términos
de ℘ y ℘′.
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5.2. Inversión de Integrales Eĺıpticas

La relación que guardan las funciones eĺıpticas con las integrales eĺıpticas no está sólo en
el nombre, si no que la función inversa de una integral eĺıptica es una función eĺıptica. Por
ejemplo analizaremos el caso para la función eĺıptica ℘:
Por el Teorema 5.2 (La Ecuación Diferencial para la función ℘), tenemos que dado un conjunto
de periodos Ω, si construimos una función ℘ con sus invariantes g2 y g3 se satisface que:

(℘′(z))2 = 4℘3(z)− g2℘(z)− g3

por lo tanto:
℘′(z) =

√
4℘3(z)− g2℘(z)− g3

tomando siempre en cuenta que el lado derecho de la ecuación anterior no es una función
univaluada mientras que ℘′(z) si lo es, por lo que hay que elegir con precaución el signo que
corresponda al valor dado de ℘′(z) según sea el caso. Dicho esto la ecuación anterior implica
entonces que:

1√
4℘3(z)− g2℘(z)− g3

℘′(z) = 1

Sea ahora γ(t) con t ∈ [0, 1] una curva parametrizada que une a un punto z0 ∈ C con la
variable z sin pasar por ningún punto de Ω, entonces:∫

γ(t)

1√
4℘3(z)− g2℘(z)− g3

℘′(z)dz =

∫
γ(t)

dz

y si ahora hacemos u = ℘(z) tenemos que du = ℘′(z)dz y por lo tanto:∫
℘(γ(t))

du√
4u3 − g2u− g3

=

∫
γ(t)

dz

aśı tenemos que:
℘(γ(1))∫
℘(γ(0))

du√
4u3 − g2u− g3

= γ(1)− γ(0)

lo que implica que:

z − z0 =

℘(z)∫
℘(z0)

du√
4u3 − g2u− g3

finalmente si z0 → 0 tenemos que ℘(z0)→∞, por lo que:

z =

℘(z)∫
∞

du√
4u3 − g2u− g3
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y por lo tanto la integral

I(y) =

y∫
∞

du√
4u3 − g2u− g3

cumple que I(℘(z)) = z, aśı es claro que I(y) es la inversa de y = ℘(z) y como I(y) = ℘−1(y)
es una integral eĺıptica de primera especie entonces podemos concluir que la inversa de dicha
integral es la función eĺıptica ℘ de Weierstrass.

Observación 5.2. Recordemos que si z = ωj entonces ℘(z) = ej para j = 1, 2, 3, por lo
tanto obtenemos la siguiente expresión para los medios periodos:

ωj =

ej∫
∞

du√
4u3 − g2u− g3

.

Para poder continuar con la teoŕıa de inversión de integrales eĺıpticas, se requiere tratar
ciertos temas y resultados conocidos del álgebra superior:
Recordemos que ℘′(z) = 0 si y sólo si z ≡ ωj (mód Ω) con j = 1, 2, 3. Como ℘(z) = ej si
z ≡ ωj (mód Ω) con j = 1, 2, 3, entonces si hacemos y = ℘(z) tenemos que:

(℘′(z))2 =

(
dy

dz

)2

= 4y3 − g2y − g3

aśı pues se cumple que 4y3 − g2y − g3 = 0 si y sólo si y = ej con j = 1, 2, 3, y por lo tanto
tenemos que:

4y3 − g2y − g3 = 4(y − e1)(y − e2)(y − e3) (5.11)

Definición 5.2. Definimos el discriminante de un polinomio cúbico como:

D =
∏
j<k

(zj − zk)2

donde z1, z2, z3 son las tres ráıces del polinomio.

Ejemplo 5.1. (Discriminante del polinomio de la ecuación diferencial) Nos interesa el poli-
nomio p(y) = 4y3 − g2y − g3 que tiene sus tres ráıces en e1, e2, e3, para este caso después de
cierta manipulación algebraica (ver [5]), D se puede reescribir como:

D =
1

16
(g3

2 − 27g2
3)

por lo tanto tenemos que:

D =
1

16
(g3

2 − 27g2
3) = (e1 − e2)2(e1 − e3)2(e2 − e3)2

y además sabemos que ej 6= ek ∀ j 6= k, por lo tanto en este caso D 6= 0.
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Ejemplo 5.2. (Relaciones entre coeficientes y ráıces) Ahora si desarrollamos el lado derecho
de (5.11) obtenemos que:

4y3 − g2y − g3 = 4[y3 − (e1 + e2 + e3)2 + (e1e2 + e1e3 + e2e3)y − e1e2e3]

de donde se siguen las siguientes 3 importantes relaciones entre coeficientes y ráıces:

e1 + e2 + e3 = 0 (5.12)

e1e2 + e1e3 + e2e3 = −g2

4
(5.13)

e1e2e3 =
g3

4
(5.14)

Como consecuencia de los Teoremas B.9 y B.10 del Apéndice B, tenemos que los polinomios
cúbicos con coeficientes reales tienen únicamente dos opciones:

i) Sus tres ráıces son reales (es decir se descompone en tres polinomios con coeficientes
reales de grado 1)

ii) Tiene una ráız real y dos complejas que son conjugados (es decir se descompone en un
polinomio con coeficientes reales de grado 1 y otro con coeficientes reales de grado 2 y
discriminante negativo)

Recordemos que para p(u) = au2 + bu + c si el discriminante b2 − 4ac < 0 entonces las dos
ráıces de p(u) son complejas mientras que si b2 − 4ac > 0 ambas son reales y distintas. Si el
polinomio es cúbico se tiene un resultado similar:

Teorema 5.3. Si un polinomio cúbico con coeficientes reales tiene todas sus ráıces reales y
distintas entonces D > 0 mientras que cuando tiene una real y dos complejas se tiene que
D < 0

Demostración:
i) Sean z1, z2, z3 las tres ráıces reales y distintas del polinomio, entonces tenemos que:

D =
∏
j<k

(zj − zk)2 = (z1 − z2)2(z1 − z3)2(z2 − z3)2 > 0

ii) Sea ahora z1 la ráız real y z2, z3 las ráıces complejas, por lo que z3 = z2 por lo tanto si
z2 = x+ iy entonces z3 = x− iy, entonces tenemos que:

D =
∏
j<k

(zj − zk)2 = (z1 − z2)2(z1 − z3)2(z2 − z3)2

= [(z1 − x− iy)(z1 − x+ iy)]2(2iy)2

= [(z1 − x)2 + y2]2︸ ︷︷ ︸
>0

(2iy)2︸ ︷︷ ︸
<0

< 0

q.e.d
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Volviendo ahora al tema de inversión de integrales eĺıpticas, nos surge una pregunta cuya
respuesta va a basarse en el resultado anterior. Dicha cuestión se reduce a averiguar si dados
dos números complejos g′′ y g′′′ que satisfacen que:

g3
′′ − 27g2

′′′ 6= 0 (5.15)

entonces existan dos complejos no colineales 2ω′ , 2ω′′′ con su conjunto de combinaciones

lineales enteras Ω̂ 1, tales que si y = ℘(z|ω′ , ω′′′ ), entonces:

dy

dz
= 4y3 − g′′ y − g′′′

en caso de existir ω′ , ω′′′ , I′ (y) seŕıa la inversa de ℘(z|ω′ , ω′′′ ) donde:

I′ (y) =

y∫
∞

du√
4u3 − g′′u− g′′′

y además ω′ , ω′′′ deben de satisfacer que:

60G4 = 60
∑
ω∈Ω̂

′ 1

ω4
= g′′ 140G6 = 140

∑
ω∈Ω̂

′ 1

ω6
= g′′′ .

En otras palabras queremos saber si para todo par de complejos g′′ y g′′′ , que satisfacen
(5.15) existe un par de puntos de complejos ω′ , ω′′′ , tales que g′′ y g′′′ sean los invariantes de
la función ℘(z|ω′ , ω′′′ ).

Con los siguientes dos teoremas únicamente responderemos el caso en que g′′ , g′′′ ∈ R, por
ser este mucho más sencillo, además de ser el más utilizado en la práctica y en las aplicaciones.

Teorema 5.4. Sean g′′ , g′′′ ∈ R, tales que g3
′′ − 27g2

′′′ > 0, entonces existen ω′ , ω′′′ ∈ C, no
colineales tales que la integral:

I′ (y) =

y∫
∞

du√
4u3 − g′′u− g′′′

es la inversa de la función ℘(z|ω′ , ω′′′ ).

Demostración:
Como g3

′′ −27g2
′′′ > 0 entonces podemos ver que si D es el discriminante del polinomio cúbico:

p(u) = 4u3 − g′′u− g′′′ ,

entonces D > 0, ya que de igual manera que en el Ejemplo 5.1 se ve que 16D = g3
′′ − 27g2

′′′ .
Ahora por lo visto en el Teorema 5.3, si D > 0 entonces tenemos que el polinomio p(u) tiene 3
ráıces reales distintas, que denotamos como e′ , e′′ , e′′′ tales que e′ > e′′ > e′′′ y por lo tanto:

4u3 − g′′u− g′′′ = 4(u− e′ )(u− e′′ )(u− e′′′ ) ∈ R (5.16)

1Es claro que Ω̂
{
ω ∈ C : ω = 2mω′ + 2nω′′′ con m,n ∈ Z

}
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más aún si u > e′ entonces (5.16) es mayor que cero, mientras que si u < e′′′ entonces (5.16)
es menor que cero. Si ahora definimos a ω′ = α y ω′′′ = iβ donde:

α =

∞∫
e′

du√
4u3 − g′′u− g′′′

β =

e′′′∫
−∞

du√
−4u3 + g′′u+ g′′′

(5.17)

entonces α, β > 0, por lo que podemos formar la función ℘(z) = ℘(z|α, iβ) vista en el primer
caso de la sección 4.3. Sean g2, g3 los invariantes de ℘(z), por lo que para concluir que I′ (y)
es la inversa de la función ℘(z), tenemos que probar que en efecto g′′ = g2, y que g′′′ = g3.
Lo probaremos en 2 pasos:

Paso 1: g′′ , g′′′ están únicamente determinados por α y β.

Para ver esto notamos que podemos escribir a α y a β como:

α =

∞∫
e′

du

2
√

(u− e′ )(u− e′′ )(u− e′′′ )
β =

e′′′∫
−∞

du

2
√
−(u− e′ )(u− e′′ )(u− e′′′ )

y con un cambio de variable algo engorroso (ver Apéndice D) obtenemos que:

α =
1√

e′ − e′′′

1∫
0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

β =
1√

e′ − e′′′

1∫
0

dt√
(1− t2)(1− (1− k2)t2)

donde k2 =
e′′ − e′′′
e′ − e′′′

, y como e′ > e′′ > e′′′ entonces 0 < k2 < 1.

Tomando en cuenta el cociente de α y β tenemos:

α

β
=

1∫
0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

1∫
0

dt√
(1− t2)(1− (1− k2)t2)

(5.18)

y por lo tanto si k2 aumenta de 0 a 1 resulta que la integral en el numerador de (5.18) aumenta
estrictamente de π/2 hasta ∞ ya que dicha integral es:

1∫
0

dt√
1− t2

=
π

2
, cuando k = 0 y

1∫
0

dt

1− t2
=∞, cuando k = 1
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y también resulta que la integral en el denominador de (5.18) decrece estrictamente de ∞ a
π/2 pues dicha integral es:

1∫
0

dt

1− t2
=∞, cuando k = 0 y

1∫
0

dt√
1− t2

=
π

2
, cuando k = 1

aśı por el Teorema B.11 (Fórmula de Leibniz) del Apéndice B, tenemos que (5.18) es el
cociente de dos funciones diferenciables y distintas de cero para cada k2 ∈ [0, 1], por lo tanto
(5.18) es una función continua en k2, por lo que cuando k2 recorre el intervalo (0, 1) el cociente
α/β recorre todos los valores del intervalo (0,∞), esto quiere decir que para cualquier valor
dado de α/β existe un único valor de k2 ∈ (0, 1). Por lo tanto si conocemos a α y β entonces
conocemos uńıvocamente el valor de k2 y con esto podemos calcular

√
e′ − e′′′ pues:

√
e′ − e′′′ =

1

α

1∫
0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

(5.19)

y como k2 =
e′′ − e′′′
e′ − e′′′

entonces:

e′′ − e′′′ = (e′ − e′′′ )k2 (5.20)

pero en sintońıa con las ecuaciones (5.12),(5.13),(5.14) del Ejemplo 5.2 (Relaciones entre
coeficientes y ráıces), tenemos que:

e′ + e′′ + e′′′ = 0 (5.21)

e′ e′′ + e′ e′′′ + e′′ e′′′ = −
g′′
4

(5.22)

e′ e′′ e′′′ =
g′′′
4

(5.23)

por lo tanto con las ecuaciones (5.19),(5.20),(5.21) obtenemos los valores de e′ , e′′ , e′′′ y junto
con (5.22) y (5.23) determinamos:

g′′ = −4(e′ e′′ + e′ e′′′ + e′′ e′′′ )

g′′′ = 4(e′ e′′ e′′′ )

aśı con α y β determinamos de manera única los valores g′′ , g′′′ , comprobando el Paso 1.

Paso 2: α y β satisfacen (5.17) si g′′ , g′′′ , e′ , e′′′ son remplazados por g2, g3, e1, e3.

Para ver esto recordamos que si ℘(z) = ℘(z|α, iβ) entonces por el Lema 4.3 tenemos que
℘(x) ∈ R ∀ x ∈ R y además teńıamos que mientras x crece de 0 a α ℘(x) decrece de ∞ a e1

y ℘′(x) crece de −∞ a 0, por lo tanto:

℘′(x) = −
√

4℘3(x)− g2℘(x)− g3
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y por lo tanto, como vimos al inicio de la sección, tendremos que:

z = −
℘(z)∫
∞

du√
4u3 − g2u− g3

lo que implica que α en efecto satisface el Paso 2, ya que si z = α entonces:

α = −
e1∫
∞

du√
4u3 − g2u− g3

=

∞∫
e1

du√
4u3 − g2u− g3

de nuevo por el Lema 4.3 tenemos que ℘(iy) ∈ R ∀ y ∈ R y además mientras y aumenta de
0 a β, ℘(iy) crece de −∞ a e3 y (℘(iy))′ decrece de ∞ a 0, por lo tanto:

(℘(iy))′ = i℘′(iy) = i
√

4℘3(iy)− g2℘(iy)− g3

= i(−i)
√
−4℘3(iy) + g2℘(iy) + g3

=
√
−4℘3(iy) + g2℘(iy) + g3

lo que implica que β en efecto satisface el Paso 2, ya que recordando lo visto en el inicio de
la sección:

β =

℘(β)∫
℘(0)

du√
−4u3 + g2u+ g3

=

e3∫
−∞

du√
−4u3 + g2u+ g3

.

Por lo tanto con el Paso 1 y el Paso 2 probamos que g′′ y g′′′ son los invariantes de ℘(z|α, iβ)
y por lo tanto que:

I′ (y) =

y∫
∞

du√
4u3 − g′′u− g′′′

es en efecto la inversa de ℘(z|α, iβ).

q.e.d

Teorema 5.5. Sean g′′ , g′′′ ∈ R, que satisfacen g3
′′ −27g2

′′′ < 0, entonces existen ω′ , ω′′′ ∈ C,
no colineales tales que la integral:

I′ (y) =

y∫
∞

du√
4u3 − g′′u− g′′′

es la inversa de la función ℘(z|ω′ , ω′′′ ).

Demostración:
Como g3

′′ − 27g2
′′′ < 0, entonces el discriminante D, del polinomio cubico:

p(u) = 4u3 − g′′u− g′′′ ,
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satisface que D < 0, ya que de igual manera que en el Ejemplo 5.1 se ve que 16D = g3
′′−27g2

′′′ .
Ahora por lo visto en el Teorema 5.3, si D < 0 entonces el polinomio p(u) tiene una ráız real,
es decir e′′ ∈ R y dos ráıces complejas conjugadas, es decir e′ , e′′′ ∈ C con e′ = e′′′ , y por lo
tanto:

4u3 − g′′u− g′′′ = 4(u− e′ )(u− e′′ )(u− e′′′ ) ∈ R (5.24)

más aún si u > e′′ entonces (5.24) es mayor a cero, mientras que si u < e′′ entonces (5.24) es
menor a cero. Si ahora definimos a ω′ = α− iβ y ω′′′ = α+ iβ donde:

2α =

∞∫
e′′

du√
4u3 − g′′u− g′′′

2β =

e′′∫
−∞

du√
−4u3 + g′′u+ g′′′

(5.25)

entonces α, β > 0, por lo que podemos formar la función ℘(z) = ℘(z|α− iβ, α+ iβ) vista en
el segundo caso de la sección 4.3. Sean g2, g3 los invariantes de ℘(z), entonces para concluir
que I′ (y) es la inversa de la función ℘(z), tenemos que probar que en efecto g′′ = g2, y que
g′′′ = g3. Al igual que el teorema anterior lo haremos en 2 pasos:

Paso 1: g′′ , g′′′ están únicamente determinados por α y β.

Para ver esto notamos que podemos escribir a 2α y a 2β como:

2α =

∞∫
e′′

du

2
√

(u− e′ )(u− e′′ )(u− e′′′ )
2β =

e′′∫
−∞

du

2
√
−(u− e′ )(u− e′′ )(u− e′′′ )

y después de un par de cambios de variable algo tediosos (ver Apéndice D) obtenemos que:

2α =
1√
r

∞∫
0

dt√
t4 + 2t2 cos(θ) + 1

2β =
1√
r

∞∫
0

dt√
t4 − 2t2 cos(θ) + 1

donde e′′ − e′ = reiθ con r > 0, lo que implica que e′′ − e′′′ = re−iθ, pues e′ = e′′′ , y
además sin pérdida de generalidad θ ∈ (0, π), pues si θ = arg(e′′ − e′ ) 6∈ (0, π) entonces
arg(e′′ − e′′′ ) ∈ (0, π) y simplemente renombramos e′ ↔ e′′′ .

Por lo tanto tenemos que:

α

β
=

∞∫
0

dt√
t4 + 2t2 cos(θ) + 1

∞∫
0

dt√
t4 − 2t2 cos(θ) + 1

(5.26)
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por lo que si θ aumenta de 0 a π tenemos que la integral en el numerador de (5.26) crece
estrictamente de π/2 hasta ∞ ya que esta integral impropia vale:

∞∫
0

dt

t2 + 1
=
π

2
, cuando θ = 0 y

∞∫
0

dt

|t2 − 1|
=∞, cuando θ = π

mientras que la integral impropia en el denominador de (5.26) decrece estrictamente de ∞ a
π/2 pues dicha integral es:

∞∫
0

dt

|t2 − 1|
=∞, cuando θ = 0 y

∞∫
0

dt√
t2 + 1

=
π

2
, cuando θ = π

y por lo tanto gracias al Teorema B.11 (Fórmula de Leibniz) de Apéndice B, tenemos que
(5.26) es el cociente de dos funciones diferenciables y distintas de cero para toda θ ∈ (0, 1),
por lo tanto (5.26) es una función continua para toda θ ∈ (0, 1), entonces mientras θ aumenta
de 0 a π tenemos que el cociente α/β crece de 0 hasta ∞, lo que implica que para un valor
dado de α/β existe un único valor de θ. Aśı al conocer α y β podemos determinar un único
valor de θ y con esto el valor de r, ya que tenemos que:

√
r =

1

2α

∞∫
0

dt√
t4 + 2t2 cos(θ) + 1

y como además tenemos que:

reiθ = e′′ − e′ (5.27)

re−iθ = e′′ − e′′′ (5.28)

y al igual que en el teorema anterior obtenemos las relaciones entre ráıces y coeficientes para
el polinomio p(u):

e′ + e′′ + e′′′ = 0 (5.29)

e′ e′′ + e′ e′′′ + e′′ e′′′ = −
g′′
4

(5.30)

e′ e′′ e′′′ =
g′′′
4

(5.31)

por lo tanto con las identidades (5.27),(5.28),(5.29) obtenemos los valores de e′ , e′′ , e′′′ y junto
con (5.30) y (5.31) determinamos:

g′′ = −4(e′ e′′ + e′ e′′′ + e′′ e′′′ )

g′′′ = 4(e′ e′′ e′′′ )

aśı con α y β determinamos de manera única los valores g′′ , g′′′ , comprobando el Paso 1.
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Paso 2: α y β satisfacen (5.25) si g′′ , g′′′ , e′′ son remplazados por g2, g3, e2.

Para ver esto recordamos que si ℘(z) = ℘(z|α − iβ, α + iβ) entonces por el Lema 4.5 te-
nemos que ℘(x) ∈ R ∀ x ∈ R y además teńıamos que mientras x crece de 0 a 2α ℘(x), decrece
de ∞ a e2 y ℘′(x) crece de −∞ a 0, por lo tanto:

℘′(x) = −
√

4℘3(x)− g2℘(x)− g3

por lo que ya con el signo correcto tenemos que en efecto 2α satisface el Paso 2 ya que:

2α = −
℘(2α)∫
℘(0)

du√
4u3 − g2u− g3

=

∞∫
e2

du√
4u3 − g2u− g3

mientras que igual en el Lema 4.5 vimos que ℘(2α+ iy) ∈ R ∀ y ∈ R y que además mientras
y aumenta de 0 a 2β ℘(2α+ iy), decrece de e2 a −∞ y (℘(2α+ iy))′ decrece de 0 a −∞, por
lo que:

(℘(2α+ iy))′ = i℘′(2α+ iy) = i
√

4℘3(2α+ iy)− g2℘(2α+ iy)− g3

= i(−i)
√
−4℘3(2α+ iy) + g2℘(2α+ iy) + g3

=
√
−4℘3(2α+ iy) + g2℘(2α+ iy) + g3

por lo que ya conocemos el signo correspondiente y entonces 2β satisface el Paso 2 ya que:

2β =

℘(2β)∫
℘(0)

du√
−4u3 + g2u+ g3

=

e2∫
−∞

du√
−4u3 + g2u+ g3

Por lo tanto con el Paso 1 y el Paso 2 probamos que g′′ y g′′′ son en efecto los invariantes
de ℘(z|α− iβ, α+ iβ) y por lo tanto que:

I′ (y) =

y∫
∞

du√
4u3 − g′′u− g′′′

es en efecto la inversa de ℘(z|α− iβ, α+ iβ).

q.e.d

Observación 5.3. Los dos Teoremas anteriores nos permiten notar que cuando los inva-
riantes g2.g3 ∈ R, estos determinan de manera única a los medios periodos de una función
℘(z|ω1, ω3), de hecho es gracias a esta propiedad que reciben el nombre de invariantes. Por
lo tanto, en términos de notación, podemos enfatizar la dependencia de ℘ en dos medios
periodos no colineales, como hemos hecho hasta ahora con ℘(z) = ℘(z|ω1, ω3), o bien enfa-
tizar la dependencia en dos invariantes g2, g3 ∈ R que cumplan que g3

2 − 27g2
3 6= 0, al poner

℘(z) = ℘(z|g2, g3).
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Caṕıtulo 6

Funciones Eĺıpticas Arbitrarias

En este caṕıtulo conoceremos diferentes maneras en las que se pueden expresar las fun-
ciones eĺıpticas, incluso si no sabemos su forma funcional expĺıcita y únicamente conocemos
sus polos y ceros. La función ℘ juega un papel básico para la expresión de cualquier función
eĺıptica y además veremos otras dos funciones, obtenidas directamente de ℘, que aunque no
son eĺıpticas, son clave para ciertas expresiones de funciones eĺıpticas arbitrarias.

6.1. Funciones Eĺıpticas en términos de ℘ y ℘′

En esta sección mostraremos como cualquier función eĺıptica dada se puede expresar en
términos de las funciones ℘ y ℘′, mostrando aśı porqué estas funciones son de gran importancia
para el tratamiento de las funciones eĺıpticas. El siguiente resultado es la base de esta sección:

Lema 6.1. Sea f cualquier función eĺıptica par y no constante, con periodos fundamentales
2ω1 y 2ω3, si ℘(z) = ℘(z|ω1, ω3), entonces existe R(u) una función racional de una variable
tal que f se puede expresar como:

f(z) = R
(
℘(z)

)
Demostración:
Cualquier función eĺıptica par no constante satisface uno de los siguientes tres casos, por lo
que probaremos el lema para cada uno de ellos:
Caso i): El origen no es un polo ni un cero de f . En este caso notamos que si a ∈ ∆ es un
cero de la función f , entonces se tiene que f(a) = 0 pero al ser f una función par tenemos
que

f(−a) = f(a) = 0

y por lo tanto −a también es un cero de f . Sin embargo no podemos asegurar que −a ∈ ∆,
pero recordando la Observación 3.3 sabemos que existe za ∈ ∆ tal que:

−a ≡ za (mód Ω)
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y entonces f(za) = f(a) = 0, es decir a y za son dos ceros de f en ∆. De igual manera
tenemos que si b ∈ ∆ es un polo de la función f entonces −b también es un polo de f y de
nuevo sabemos que existe zb ∈ ∆ tal que:

−b ≡ zb (mód Ω)

y por ende b y zb son dos polos de f en ∆. Es decir por ser f una función par resulta que los
ceros y los polos de f en ∆ aparecen por pares, por lo que podemos separar en dos listas a
todos los ceros de f en ∆, que son {a1, · · · , an} y {za1 , · · · , zan} (en ambas listas repitiendo
cada cero tantas veces como su orden), de igual forma separamos en dos listas a los polos de
f en ∆, dadas por {b1, · · · , bn} y {zb1 , · · · , zbn} (en ambas listas repitiendo cada polo tantas
veces como su orden). Definimos ahora a la función ϕ como:

ϕ(z) =

n∏
k=1

℘(z)− ℘(ak)

℘(z)− ℘(bk)
.

Notamos en primera instancia que ϕ es una función eĺıptica, luego aprovechando la paridad
de ℘ notamos que los ceros de ϕ son {±a1, · · · ,±an} y que los polos de ϕ son {±b1, · · · ,±bn},
por lo que podemos asegurar que ϕ es una función eĺıptica que tiene los mismos ceros y polos
que la función f en ∆, lo que implica la función:

f(z)

ϕ(z)

no tiene polos en ∆ y al ser eĺıptica se sigue que no tiene polos en todo C, es decir que
es entera, aśı que f/ϕ es una función constante por el Teorema 3.5 (Primer Teorema de
Liouville). Por lo tanto f(z) = Cϕ(z) donde C es una constante, de donde se sigue que:

f(z) = C

n∏
k=1

℘(z)− ℘(ak)

℘(z)− ℘(bk)

pero como Cϕ es claramente una función racional en ℘, concluimos que f(z) = R
(
℘(z)

)
como

queŕıamos.
Caso ii): El origen es un polo de f . En este caso como f es una función par es claro que
el orden de los polos es par (pues en la serie de Laurent los coeficientes impares valen 0), es
decir que para alguna m ∈ N el origen es un polo de orden 2m de la función f . Consideremos
ahora a la función g dada por:

g(z) =
f(z)

℘m(z)

es claro que g es una función eĺıptica par y además como ℘ tiene un polo doble en el origen,
entonces ℘m tiene un polo de orden 2m en el origen, entonces analizando la serie de Laurent
en el origen para f y ℘m, se sigue que el origen no es un polo ni un cero del cociente f/℘m,
es decir que el origen no es un polo ni un cero de g. Por lo tanto tenemos que g cumple las
condiciones del Caso i), es decir que existe una función racional R(u) tal que g(z) = R

(
℘(z)

)
,

lo que implica que:
f(z) = R

(
℘(z)

)
℘m(z)
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tomando la función racional R̃(u) = R(u)um se sigue entonces que f(z) = R̃
(
℘(z)

)
como

buscábamos.
Caso iii): El origen es un cero de f . De nuevo como f es par se sigue que para alguna m ∈ N
el origen es un cero de orden 2m de la función f . Proponemos la función g dada por:

g(z) = f(z)℘m(z)

por lo que g es una función eĺıptica par, pero al tener ℘m tiene un polo de orden 2m en el
origen, si multiplicamos la serie de Laurent en el origen para f (que tiene un cero de orden 2m
en el origen) con la de ℘m, se sigue que el origen no es un polo ni un cero de f · ℘m, es decir
que el origen no es un polo ni un cero de g. Por lo tanto la función g satisface las condiciones
del Caso i), es decir que existe una función racional R(u) tal que g(z) = R

(
℘(z)

)
, lo que

implica que:

f(z) =
R
(
℘(z)

)
℘m(z)

por lo que si consideramos la función racional R̃(u) = R(u)/um se sigue que f(z) = R̃
(
℘(z)

)
.

Los tres casos anteriores prueban que cualquier función eĺıptica par no constante se escribe
como una función racional en ℘ como queŕıamos. q.e.d

El lema anterior implica de manera casi inmediata el resultado principal de la sección,
que asegura la expresión de cualquier función eĺıptica en términos de ℘ y ℘′

Teorema 6.1. Sea f cualquier función eĺıptica con periodos fundamentales 2ω1 y 2ω3, si
℘(z) = ℘(z|ω1, ω3) entonces existen R1(u), R2(u) funciones racionales de una variable tal
que:

f(z) = R1

(
℘(z)

)
+R2

(
℘(z)

)
℘′(z)

Demostración:
Si f es una función constante que toma siempre el valor C entonces el resultado es obvio
pues ponemos R1(u) = C y R2(u) = 0. Supongamos entonces que f es una función eĺıptica
no constante, podemos escribir a f como:

f(z) =
f(z) + f(−z)

2
+

(
f(z)− f(−z)

2℘′(z)

)
℘′(z)

y además es claro que:

f1(z) =
f(z) + f(−z)

2

siempre es una función eĺıptica par, por lo tanto por el Lema 6.1 sabemos que existe una
función racional R1(u) tal que:

f1(z) = R1

(
℘(z)

)
.

Como ℘′(z) es una función eĺıptica impar, se sigue que:

f2(z) =
f(z)− f(−z)

2℘′(z)
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siempre es una función eĺıptica par, por lo que por el Lema 6.1 sabemos que existe una función
racional R2(u) tal que:

f2(z) = R2

(
℘(z)

)
.

Como f(z) = f1(z) + f2(z)℘′(z) entonces tenemos que cualquier función eĺıptica f se escribe
como:

f(z) = R1

(
℘(z)

)
+R2

(
℘(z)

)
℘′(z)

es decir en términos de ℘ y ℘′ como se queŕıa. q.e.d

Funciones ζ y σ de Weierstrass

En la sección 6.1 vimos que podemos expresar cualquier función eĺıptica (conociendo sus
polos y sus ceros en ∆) con periodos fundamentales 2ω1 y 2ω3 en términos de ℘ y de ℘′. En
las siguientes secciones presentamos las funciones ζ y σ de Weierstrass, que a pesar de no ser
funciones eĺıpticas guardan una profunda relación con la función ℘ y además veremos que
juegan un papel de suma importancia para expresar funciones eĺıpticas arbitrarias.

Recordemos que el Teorema 4.3 nos dice que ℘ tiene un polo doble en ω, ∀ ω ∈ Ω con
parte principal :

1

(z − ω)2
∀ ω ∈ Ω

lo cual nos recuerda a una función simplemente periódica en particular, que es la función
trigonométrica cosecante cuadrada, ya que esta tiene un polo doble en mπ, ∀ m ∈ Z, y como
además tenemos que:

ĺım
z→mπ

(z −mπ)2 csc2(z) = ĺım
z→mπ

(
(z −mπ)

sen(z)

)2

= 1 ∀ m ∈ Z

por lo que resulta que la parte principal de la función cosecante cuadrada en cada polo mπ
es:

1

(z −mπ)2
∀ m ∈ Z

notando aśı una clara similitud entre con la función ℘. Además recordemos que la función
cosecante cuadrada se relaciona con la función cotangente gracias a la derivada:

d

dz
cot(z) = − csc2(z)

mientras que la función cotangente a su vez se relaciona con la función seno por la derivada
logaŕıtmica:

d

dz
ln(sen(z)) = cot(z).

108



Por lo tanto aśı como vimos las similitudes de la función cosecante cuadrada con ℘ ten-
dremos que la función ζ se asemejará a la cotangente pues veremos que (ζ(z))′ = −℘(z),
mientras que la función σ jugará el rol del seno pues veremos que (ln[σ(z)])′ = ζ(z).

6.2. Función ζ de Weierstrass

Definición 6.1. Se define a la función ζ de Weierstrass como:

ζ(z) =
1

z
+
∑
ω∈Ω

′
[

1

z − ω
+

1

ω
+

z

ω2

]
donde Ω se construye con un par de periodos fundamentales 2ω1 y 2ω3.

Lema 6.2. La función ζ de Weierstrass satisface que:

ζ(z) =
1

z
−

z∫
0

(
℘(u)− 1

u2

)
du

donde
∫ z

0
denota la integral sobre una curva γ, que une al 0 con z sin pasar por puntos de Ω

Demostración:
Recordemos que:

℘(z)− 1

z2
=
∑
ω∈Ω

′
[

1

(z − ω)2
− 1

ω2

]
pero por el Teorema 4.3, la serie anterior converge uniformemente y por lo tanto al integrarla
sobre γ podemos integrar término a término, es decir:

z∫
0

(
℘(u)− 1

u2

)
du =

∑
ω∈Ω

′
z∫

0

[
1

(u− ω)2
− 1

ω2

]
du

=
∑
ω∈Ω

′

 z∫
0

du

(u− ω)2
−

z∫
0

du

ω2


=
∑
ω∈Ω

′
[
−1

(u− ω)2

∣∣∣z
0
− u

ω2

∣∣∣z
0

]
=
∑
ω∈Ω

′
[
− 1

(z − ω)2
− 1

ω2
− z

ω2

]
=

1

z
− ζ(z)

q.e.d

Observación 6.1. Del lema anterior notamos que la serie en la expresión de la función ζ se
obtiene de integrar una serie que converge uniformemente, aśı por el Teorema B.12 (Integral
de una Serie) del Apéndice B, concluimos que es una serie que converge uniformemente.
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Proposición 6.1. La función ζ de Weierstrass satisface que:

i)
d

dz
ζ(z) = −℘(z)

ii) ĺım
z→0

(
ζ(z)− 1

z

)
= 0

Demostración:
Para i), sabemos por la Observación 6.1 que la serie en la función ζ converge uniformemente,
entonces podemos derivarla término a término, es decir:

d

dz
ζ(z) = − 1

z2
+
∑
ω∈Ω

′
[
− 1

(z − ω)2
+

1

ω2

]

= −

(
1

z2
+
∑
ω∈Ω

′
[

1

(z − ω)2
− 1

ω2

])
= −℘(z)

Para ver ii), notamos que:

ζ(z)− 1

z
=
∑
ω∈Ω

′
[

1

z − ω
+

1

ω
+

z

ω2

]
y de nuevo al ser la anterior una serie que converge uniformemente, el ĺımite de la serie es la
serie de los limites, lo que implica que:

ĺım
z→0

(
ζ(z)− 1

z

)
= ĺım
z→0

(∑
ω∈Ω

′
[

1

z − ω
+

1

ω
+

z

ω2

])

=
∑
ω∈Ω

′
ĺım
z→0

[
1

z − ω
+

1

ω
+

z

ω2

]
=
∑
ω∈Ω

′
[
− 1

ω
+

1

ω

]
= 0

q.e.d

Observación 6.2. Notamos que la función ζ tiene un polo simple en zj ∀ zj ∈ Ω ya que si
zj = 0 entonces:

ĺım
z→0

zζ(z) = ĺım
z→0

(
1 +

∑
ω∈Ω

′
[

z

z − ω
+
z

ω
+
z2

ω2

])
= 1 + 0

= 1 6= 0,∞
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mientras que si zj 6= 0 tenemos que:

ĺım
z→zj

(z − zj)ζ(z) = ĺım
z→zj

(
z − zj
z

+
∑
ω∈Ω

′
[
z − zj
z − ω

+
z − zj
ω

+
z(z − zj)

ω2

])

= 0 + ĺım
z→zj

(∑
ω∈Ω

′
[
z − zj
z − ω

+
z − zj
ω

+
z(z − zj)

ω2

])

= ĺım
z→zj

∑
ω∈Ω
ω 6=zj

′
[
z − zj
z − ω

+
z − zj
ω

+
z(z − zj)

ω2

]+ ĺım
z→zj

[
1 +

z2 − z2
j

z2
j

]

= 0 + 1

= 1 6= 0,∞

y por lo tanto la parte principal de ζ alrededor de cada zj ∈ Ω es :

1

z − zj
.

Teorema 6.2. La función ζ de Weierstrass es una función impar, es decir:

ζ(−z) = −ζ(z) ∀ z ∈ C

Demostración:
Basta probar que ζ(−z) + ζ(z) = 0 ∀ z ∈ C, por lo tanto como en la Proposición 6.1 vimos

que
d

dz
ζ(z) = −℘(z) y como ℘ es una función par se tiene que:

d

dz
(ζ(−z) + ζ(z)) = −dz

z
ζ(−z) +

d

dz
ζ(z) = ℘(−z)− ℘(z) = 0

entonces ζ(−z) + ζ(z) = C donde C es una constante. Para determinar C notamos que:

C = ζ(−z) +
1

z
+ ζ(z)− 1

z

y recordando que por la Proposición 6.1 ĺım
z→0

(
ζ(z)− 1

z

)
= 0, entonces:

C = ĺım
z→0

(
ζ(−z) +

1

z

)
+ ĺım
z→0

(
ζ(z)− 1

z

)
= 0 + 0 = 0

y por ende ζ(−z) + ζ(z) = 0
q.e.d
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Teorema 6.3. La función ζ de Weierstrass satisface:

ζ(z + 2ωj) = ζ(z) + 2ηj para j = 1, 2, 3 (Decimos que ζ es una función cuasi-periódica)

donde las ηj satisfacen las tres relaciones de Legendre:

2ω3η1 − 2ω1η3 = πi (Primera relación de Legendre)

2ω1η2 − 2ω2η1 = −πi (Segunda relación de Legendre)

2ω2η3 − 2ω3η2 = −πi (Tercera relación de Legendre)

Demostración:
Tenemos que:

d

dz
(ζ(z + 2ωj)− ζ(z)) = −℘(z + 2ωj) + ℘(z) = 0 para j = 1, 2, 3

Por lo tanto para cada j ∈ {1, 2, 3} existe una constante, que llamamos 2ηj , tales que:

ζ(z + 2ωj)− ζ(z) = 2ηj para j = 1, 2, 3 (6.1)

Ahora para comprobar que dichas constantes satisfacen las relaciones de Legendre, notamos
que si ∆′ es el paralelogramo con vértices −ω2, ω1−ω3, ω2 y ω3−ω1 (ver Figura 6.1), resulta
que γ = ∂∆′ (orintada en sentido contrario a las manecillas del reloj) no contiene a ningún
polo de ζ y que, al igual que en el paralelogramo fundamental ∆, el único polo de ζ en int(γ)
es cuando z = 0.

 2ω1

 2ω3

 2ω2

0

 ω2

 -ω2

 -ω3 ω1

 -ω1 ω3

Figura 6.1: ∆ y ∆′ para ζ
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Por lo tanto, gracias al Teorema B.5 (Teorema del Residuo) del Apéndice B, tenemos que:∫
γ

ζ(z) = 2πiRes(ζ, 0)

pero por la Observación 6.2 es claro que Res(ζ, 0) = 1 y por lo tanto:∫
γ

ζ(z) = 2πi (6.2)

por otro lado la integral anterior se calcula de manera directa como:

∫
γ

ζ(z) =

ω1−ω3∫
−ω2

ζ(z)dz +

ω2∫
ω1−ω3

ζ(z)dz +

ω3−ω1∫
ω2

ζ(z)dz +

−ω2∫
ω3−ω1

ζ(z)dz (6.3)

pero aplicando el cambio de variable u = z − 2ω3 a la tercera integral de (6.3) y u = z + 2ω1

a la cuarta integral de (6.3), utilizando las relaciones de (6.1) y recordando que ω2 = ω1 +ω3

obtenemos que:

∫
γ

ζ(z) =

ω1−ω3∫
−ω2

ζ(z)dz +

ω2∫
ω1−ω3

ζ(z)dz +

−ω2∫
ω1−ω3

ζ(u+ 2ω3)du+

ω1−ω3∫
ω2

ζ(u− 2ω1)du

=

ω1−ω3∫
−ω2

ζ(z)dz +

ω2∫
ω1−ω3

ζ(z)dz −
ω1−ω3∫
−ω2

ζ(z + 2ω3)dz −
ω2∫

ω1−ω3

ζ(z − 2ω1)dz

=

ω1−ω3∫
−ω2

(ζ(z)− ζ(z + 2ω3))dz +

ω2∫
ω1−ω3

(ζ(z)− ζ(z − 2ω1))dz

=

ω1−ω3∫
−ω2

−2η3dz +

ω2∫
ω1−ω3

2η1dz

= −2η3(ω1 − ω3 + ω2) + 2η1(ω2 − ω1 + ω3)

= −2η3(2ω1) + 2η1(2ω3)

= 4ω3η1 − 4ω1η3

y comparando lo anterior con (6.2) tenemos:

2ω3η1 − 2ω1η3 = πi (Primera relación de Legendre) (6.4)

Para obtener las dos relaciones faltantes recordamos que 2ω2 = 2ω1 +2ω3, de donde se deduce
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que 2η2 = 2η1 + 2η3, ya que:

2η2 = ζ(z + 2ω2)− ζ(z)

= ζ(z + 2ω1 + 2ω3)− ζ(z)

= ζ(z + 2ω1) + 2η3 − ζ(z)

= (ζ(z + 2ω1)− ζ(z)) + 2η3 = 2η1 + 2η3

por lo tanto de de (6.4) se sigue que:

2ω3η1 + ω1(2η1 − 2η2) = πi

y desarrollando obtenemos:

2ω1η2 − 2ω2η1 = −πi (Segunda relación de Legendre)

y de nuevo de (6.4) se sigue que:

ω3(2η2 − 2η3) + 2ω1η3 = πi

y desarrollando obtenemos:

2ω2η3 − 2ω3η2 = −πi (Tercera relación de Legendre)

q.e.d

6.3. Función σ de Weierstrass

Notación: al igual que con la suma,
∏
ω∈Ω

′
denota el producto infinito que no toma en

cuenta el factor correspondiente a ω = 0.

Definición 6.2. Se define a la función σ de Weierstrass para cualquier z ∈ C como:

σ(z) = z
∏
ω∈Ω

′ (
1− z

ω

)
exp

(
z

ω
+

z2

2ω2

)
donde Ω se construye con un par de periodos fundamentales 2ω1 y 2ω3.

Lema 6.3. La función σ de Weierstrass satisface que:

σ(z) = z exp

 z∫
0

(
ζ(u)− 1

u

)
du


donde

∫ z
0

denota la integral sobre una curva γ, que une al 0 con z sin pasar por puntos de Ω
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Demostración:
Tenemos que gracias al Lema 6.2 :

ζ(z)− 1

z
=
∑
ω∈Ω

′
[

1

z − ω
+

1

ω
+

z

ω2

]
es una serie que converge uniformemente y por lo tanto al integrarla sobre γ, integramos
término a término, es decir:

z∫
0

(
ζ(u)− 1

u

)
du =

∑
ω∈Ω

′
z∫

0

[
1

u− ω
+

1

ω
+

u

ω2

]
du

=
∑
ω∈Ω

′

 z∫
0

du

u− ω
+

z∫
0

du

ω
+

z∫
0

u

ω2
du


=
∑
ω∈Ω

′
[
ln(u− ω)

∣∣∣z
0

+
u

ω

∣∣∣z
0

+
u2

2ω2

∣∣∣z
0

]
=
∑
ω∈Ω

′
[
ln
(

1− z

ω

)
+
z

ω
+

z2

2ω2

]

donde tomamos a la función ln en una rama donde sea anaĺıtica, luego tomando la función
exponencial obtenemos que:

exp

 z∫
0

(
ζ(u)− 1

u

)
du

 = exp

(∑
ω∈Ω

′
[
ln
(

1− z

ω

)
+
z

ω
+

z2

2ω2

])

=
∏
ω∈Ω

′ (
1− z

ω

)
exp

(
z

ω
+

z2

2ω2

)
=
σ(z)

z

q.e.d

Observación 6.3. En la demostración del lema anterior notamos que la serie:∑
ω∈Ω

′
[
ln
(

1− z

ω

)
+
z

ω
+

z2

2ω2

]
se obtuvo al integrar la serie en la expresión de ζ que converge uniformemente y por lo tanto
gracias al Teorema B.12 (Integral de una Serie) del Apéndice B, la serie obtenida también
converge uniformemente.
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Proposición 6.2. La función σ de Weierstrass satisface que:

i)
d

dz
ln(σ(z)) =

σ′(z)

σ(z)
= ζ(z)

ii) ĺım
z→0

(
σ(z)

z

)
= 1

Demostración:
Para ver i) notamos que:

ln(σ(z)) = ln

(
z
∏
ω∈Ω

′ (
1− z

ω

)
exp

(
z

ω
+

z2

2ω2

))

= ln(z) +
∑
ω∈Ω

′
[
ln
(

1− z

ω

)
+
z

ω
+

z2

2ω2

]

pero por la Observación 6.3, la serie en la expresión anterior converge uniformemente y por
lo tanto al derivar lo hacemos término a término, es decir:

d

dz
ln(σ(z)) =

1

z
+
∑
ω∈Ω

′
[

1

z − ω
+

1

ω
+

z

ω2

]
= ζ(z)

y para ver ii) notamos que:

σ(z)

z
= exp

(∑
ω∈Ω

′
[
ln
(

1− z

ω

)
+
z

ω
+

z2

2ω2

])

pero de nuevo la serie que aparece en la expresión anterior converge uniformemente por lo que
gracias a la continuidad de la función exponencial al tomar limite cuando z → 0 obtenemos
que:

ĺım
z→0

(
σ(z)

z

)
= exp

(∑
ω∈Ω

′
ĺım
z→0

[
ln
(

1− z

ω

)
+
z

ω
+

z2

2ω2

])
=
∏
ω∈Ω

′
exp(ln(1)) = 1

q.e.d

Observación 6.4. Notamos que la función σ de Weierstrass es una función entera y que
además tiene un cero en cada punto de Ω

Teorema 6.4. La función σ de Weierstrass es una función impar, es decir:

σ(−z) = −σ(z) ∀ z ∈ C
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Demostración:
Por el Lema 6.3 tenemos que:

σ(−z) = −z exp

 −z∫
0

(
ζ(u)− 1

u

)
du


haciendo el cambio de variable v = −u en la integral y recordando que ζ es una función impar
tenemos que:

σ(−z) = −z exp

 z∫
0

−
(
ζ(−v) +

1

v

)
dv


= −z exp

 z∫
0

−
(
−ζ(v) +

1

v

)
dv


= −z exp

 z∫
0

(
ζ(v)− 1

v

)
dv

 = −σ(z)

q.e.d

Teorema 6.5. La función σ de Weierstrass satisface que:

σ(z + 2ωj) = −σ(z)e2ηj(z+ωj) para j = 1, 2, 3

donde 2ηj = ζ(z + 2ωj)− ζ(z) para j = 1, 2, 3

Demostración:
Por la Proposición 6.2 tenemos que σ′(z)/σ(z) = ζ(z) y por lo tanto para j = 1, 2, 3 tenemos
que:

σ′(z + 2ωj)

σ(z + 2ωj)
= ζ(z + 2ωj)

= ζ(z) + 2ηj

=
σ′(z)

σ(z)
+ 2ηj

aśı tenemos que: ∫
σ′(z + 2ωj)

σ(z + 2ωj)
dz =

∫
σ′(z)

σ(z)
dz +

∫
2ηjdz

y por lo tanto que:
ln(σ(z + 2ωj)) = ln(σ(z)) + 2ηjz + Cj

117



donde Cj son las constantes de integración para cada j. Si aplicamos la función exponencial
de ambos lados de la ecuación anterior obtenemos que:

σ(z + 2ωj) = σ(z)e2ηjzeCj (6.5)

y para obtener el valor de exp(Cj), hacemos z = −ωj y recordando que σ es una función
impar obtenemos que:

σ(ωj) = −σ(ωj)e
−2ηjωjeCj

luego como ωj 6∈ Ω, entonces σ(ωj) 6= 0, por lo que dividendo la última ecuación entre σ(ωj)
tenemos que:

1 = −e−2ηjωjeCj

lo que implica que:
eCj = −e2ηjωj

y aśı finalmente sustituyendo el valor anterior en (6.5), tenemos que:

σ(z + 2ωj) = σ(z)e2ηjz
(
−e2ηjωj

)
= −σ(z)e2ηjze2ηjωj

= −σ(z)e2ηj(z+ωj) para j = 1, 2, 3

q.e.d

6.4. Funciones Eĺıpticas Arbitrarias en términos de σ y
en términos de ζ

En esta sección presentamos dos importantes resultados que muestran como cualquier
función eĺıptica se puede escribir ya sea en términos de la función σ de Weierstrass o de la la
función ζ de Weierstrass.

Teorema 6.6. Sea f una función eĺıptica con periodos fundamentales 2ω1 y 2ω3. Si tenemos
que ord(f,∆) = n, a1, a2, · · · , an son los ceros de f en ∆ (repitiendo cada cero tantas veces
como su orden), y b1, b2, · · · , bn son los polos de f en ∆ (repitiendo cada polo tantas veces
como su orden), entonces:

f(z) = C
σ(z − a1) · · ·σ(z − an−1)σ(z − an)

σ(z − b1) · · ·σ(z − bn−1)σ(z − b′n)

donde C es una constante, b′n = (a1 + · · · + an−1 + an) − (b1 + · · · + bn−1) y σ se obtiene a
partir de Ω que depende a su vez de los periodos 2ω1 y 2ω3 de f .

Demostración:
En primer lugar notemos que si c ∈ C entonces σ(z − c) = 0 si y sólo si z − c ∈ Ω, es decir si
y sólo si z ∈ c+ Ω. Ahora recordemos que por el Teorema 3.8 para cualquier función eĺıptica:

s(0)− s(∞) ≡ 0 (mód Ω)
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y como en este caso s(0) = a1 + · · ·+ an y s(∞) = b1 + · · ·+ bn, entonces:

(a1 + · · ·+ an)− (b1 + · · · bn) ≡ 0 (mód Ω)

lo que implica que:
b′n − bn ≡ 0 (mód Ω)

es decir que:
b′n ≡ bn (mód Ω)

y por lo tanto bn ∈ b′n + Ω y por ende que bn es un cero de σ(z − b′n). Si entonces definimos
a la función ϕ como sigue:

ϕ(z) =
σ(z − a1) · · ·σ(z − an)

σ(z − b1) · · ·σ(z − b′n)

entonces los ceros de ϕ en ∆, son los ceros de σ(z − a1) · · ·σ(z − an) es decir: a1, · · · , an,
mientras que los polos de ϕ en ∆, son los ceros de σ(z − b1) · · ·σ(z − b′n) es decir: b1, · · · , bn.
Por lo tanto tenemos que la función ϕ tiene los mismos ceros y los mismos polos que la función
f en ∆. Además notamos que para j = 1, 2:

ϕ(z + 2ωj) =
σ(z + 2ωj − a1) · · ·σ(z + 2ωj − an)

σ(z + 2ωj − b1) · · ·σ(z + 2ωj − b′n)

pero por el Teorema 6.5 tenemos que si c ∈ C:

σ(z + 2ωj − c) = −σ(z − c)e2ηj(z−c+ωj)

y por lo tanto

ϕ(z + 2ωj) =
(−1)nσ(z − a1)e2ηj(z−a1+ωj) · · ·σ(z − an)e2ηj(z−an+ωj)

(−1)nσ(z − b1)e2ηj(z−b1+ωj) · · ·σ(z − b′n)e2ηj(z−b′n+ωj)

=
(σ(z − a1) · · ·σ(z − an))

(
e2ηj(z−a1+ωj) · · · e2ηj(z−an+ωj)

)
(σ(z − b1) · · ·σ(z − b′n))

(
e2ηj(z−b1+ωj) · · · e2ηj(z−b′n+ωj)

)

= ϕ(z)

(
e2ηj(z−a1+ωj) · · · e2ηj(z−an+ωj)

e2ηj(z−b1+ωj) · · · e2ηj(z−b′n+ωj)

)

= ϕ(z)


exp(2ηj(nz + nωj −

n∑
k=1

ak))

exp(2ηj(nz + nωj −
n−1∑
k=1

bk − b′n))


= ϕ(z) exp(2ηj(b

′
n −

(
n∑
k=1

ak −
n−1∑
k=1

bk

)
))

= ϕ(z) exp(2ηj(b
′
n − b′n))

= ϕ(z)
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aśı pues ϕ es una función doblemente periódica, además es anaĺıtica en todo ∆ excepto en
b1, · · · , bn y por lo tanto es una función meromorfa en ∆, es decir que ϕ es una función eĺıptica
y Ω es el conjunto de todos sus periodos. Por lo tanto tenemos que la función f/ϕ es una
función eĺıptica entera en ∆ ya que al tener ϕ los mismos polos que f en ∆ el cociente no
tiene polos en ∆, por ende por el Teorema 3.5 (Primer Teorema de Liouville) tenemos que:

f(z)

ϕ(z)
= C

donde C es una constante, y por lo tanto:

f(z) = Cϕ(z)

= C
σ(z − a1) · · ·σ(z − an)

σ(z − b1) · · ·σ(z − b′n)

q.e.d

Corolario. (Del Teorema 6.6) El teorema anterior es válido si utilizamos cualesquiera

a1, · · · , an, b1, · · · , bn−1, b
′
n

con aj ceros de f , bj polos de f , que cumplan que b′n = (a1 + · · ·+ an)− (b1 + · · ·+ bn−1)

Teorema 6.7. Sea f una función eĺıptica, con periodos fundamentales 2ω1 y 2ω3. Si z1, z2, · · · , zr
son los polos de f en ∆ donde cada polo zk tiene orden nk, con parte principal:

b
(k)
nk

(z − zk)nk
+

b
(k)
nk−1

(z − zk)nk−1
+ · · ·+ b

(k)
1

(z − zk)
para k = 1, 2, · · · , r

entonces:

f(z) = C +

r∑
k=1

[
b
(k)
1 ζ(z − zk)− b

(k)
2

1!
ζ ′(z − zk) + · · ·+ (−1)nk−1 b

(k)
nk

(nk − 1)!
ζ(nk−1)(z − zk)

]
donde C es una constante y ζ se obtiene a partir de Ω que depende a su vez de los periodos
2ω1 y 2ω3 de f .

Demostración:
Recordemos que ζ tiene un polo simple para todo ω ∈ Ω, y que ζ ′ = −℘ tiene un polo doble
para todo ω ∈ Ω, si continuamos derivando notamos que ζ(n) tiene un polo de orden (n+ 1)
para todo ω ∈ Ω y que además es una función eĺıptica para toda n ∈ N. Por lo tanto tenemos
que si c ∈ C entonces:

ζ(n)(z − c) tiene un polo de orden (n+ 1) para todo ω ∈ c+ Ω

aśı pues c+Ω contiene los polos de la función ζ(z−c), todos son simples y con parte principal:

1

(z − c− ω)
para todo ω ∈ Ω
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de igual manera c+ Ω contiene los polos de la función ζ ′(z− c) = −℘(z− c), todos son dobles
y con parte principal:

−1

(z − c− ω)2
para todo ω ∈ Ω

derivando vemos que c+ Ω contiene los polos de la función ζ ′′(z− c) = −℘′(z− c), todos son
de orden 3 y con parte principal:

2

(z − c− ω)3
para todo ω ∈ Ω

de nuevo si continuamos derivando notamos que c+Ω contiene los polos de la función ζ(n)(z−
c), todos son de orden (n+ 1) y con parte principal:

(−1)nn!

(z − c− ω)n+1
para todo ω ∈ Ω

Entonces si definimos la función ϕ como:

ϕ(z) =

r∑
k=1

[
b
(k)
1 ζ(z − zk)− b

(k)
2

1!
ζ ′(z − zk) + · · ·+ (−1)nk−1 b

(k)
nk

(nk − 1)!
ζ(nk−1)(z − zk)

]
tenemos que ϕ es una función cuyos polos en ∆ coinciden en el orden con los de la función
f , y por lo visto de las partes principal de cada función ζ(n)(z − c), notamos que la parte
principal de ϕ para cada polo es :

b
(k)
nk

(z − zk)nk
+

b
(k)
nk−1

(z − zk)nk−1
+ · · ·+ b

(k)
1

(z − zk)
para k = 1, 2, · · · , r

que coincide con la parte principal de f en cada polo. Además notamos que ϕ es una función
meromorfa por ser combinación de funciones meromorfas y es además doblemente periódica
con periodos 2ω1 y 2ω3 ya que:

ϕ(z + 2ωj) =

r∑
k=1

[
b
(k)
1 ζ(z + 2ωj − zk) + · · ·+ (−1)nk−1 b

(k)
nk

(nk − 1)!
ζ(nk−1)(z + 2ωj − zk)

]
pero como:

ζ(n)(z + 2ωj − zk) =

 ζ(n)(z − zk) si n ∈ N

ζ(z − zk) + 2ηj si n = 0

entonces:

ϕ(z + 2ωj) =
r∑

k=1

[
b
(k)
1 ζ(z − zk) + 2ηj + · · ·+ (−1)nk−1 b

(k)
nk

(nk − 1)!
ζ(nk−1)(z − zk)

]

= ϕ(z) + 2ηj

(
r∑

k=1

b
(k)
1

)
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pero para toda k = 1, · · · r, sabemos que b
(k)
1 = Res(f, zk) donde z1, z2, · · · , zr son los polos

de f en ∆ y por lo tanto por el Teorema 3.6 (Segundo Teorema de Liouville) tenemos que:

r∑
k=1

b
(k)
1 =

r∑
k=1

Res(f, zk) = 0

y por lo tanto ϕ(z + 2ωj) = ϕ(z) para j = 1, 3. Aśı pues ϕ es una función eĺıptica y por
lo tanto f − ϕ es también una función eĺıptica, pero por tener las mismas partes principales
entonces es una función eĺıptica entera y por lo tanto por el Teorema 3.5 (Primer Teorema
de Liouville), tenemos que:

f(z)− ϕ(z) = C

donde C es una constante, y aśı finalmente concluimos que:

f(z) = C + ϕ(z)

= C +

r∑
k=1

[
b
(k)
1 ζ(z − zk)− b

(k)
2

1!
ζ ′(z − zk) + · · ·+ (−1)nk−1 b

(k)
nk

(nk − 1)!
ζ(nk−1)(z − zk)

]

q.e.d
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Caṕıtulo 7

Más propiedades de las
Funciones Eĺıpticas

Por si fuera poco todo lo que sabemos hasta ahora de la función ℘ y de las obtenidas a
partir de ésta ℘′, ζ y σ, dedicamos este caṕıtulo exclusivamente a presentar más propiedades
y relaciones de estas funciones. Comenzamos con un Teorema de adición para la función ℘,
ya que como vimos desde la función Lemniscata, éstos juegan un rol muy importante para las
aplicaciones de las funciones periódicas. Además del Teorema de adición presentamos distintas
identidades como la fórmula de duplicación relacionada con éste. Luego nos encontramos con
un análisis de las funciones eĺıpticas desde una nueva perspectiva, la de los periodos y los
invariantes que se presentan no de manera dada si no arbitraria, dicha perspectiva presentara
nuevas notaciones y ciertos resultados que utilizaremos en el caṕıtulo final.

7.1. Teoremas de Adición

Aunque en el caso de la lemniscata ya tratamos con una fórmula de adición, ahora es
necesario ser más formales al respecto, en el sentido de definir de una manera más estructurada
lo que entendemos por un teorema o fórmula de adición:

Definición 7.1. Decimos que una función f : G ⊆ C→ C, satisface un teorema de adición
si para cualesquiera z, u ∈ G, los valores r = f(z), v = f(u) y w = f(z + u) satisfacen una
relación del tipo:

P (r, v, w) = 0

donde P ∈ C[r, v, w] es un polinomio en tres variables.

Veamos por ejemplo quién es P en los casos de las funciones trigonométricas y el de la
función lemniscata que analizamos en el Caṕıtulo 2:

Ejemplo 7.1. En el caso de las funciones trigonométricas los teoremas de adición se derivan
de las relaciones conocidas como las identidades trigonométricas. Por ejemplo, recordemos
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que para la función coseno tenemos que para cualesquiera z, u ∈ C

cos(z + u) = cos(z) cos(u)− sen(z) sen(u)

luego entonces elevando al cuadrado la identidad trigonométrica anterior se sigue que:

cos2(z + u) = cos2(z) cos2(u)− 2
(

cos(z) cos(u) sen(z) sen(u)
)

+ sen2(z) sen2(u) (7.1)

pero recordando que:
sen2(z) = 1− cos2(z) ∀ z ∈ C,

si sustituimos lo anterior en (7.1) y simplificamos obtenemos:

cos2(z + u) = 2 cos(z) cos(u)
(

cos(z) cos(u)− sen(z) sen(u)
)
− cos2(z)− cos2(u) + 1

es decir:
cos2(z + u) = 2 cos(z) cos(u) cos(z + u)− cos2(z)− cos2(u) + 1

pero si consideramos los valores r = cos(z), v = cos(u) y w = cos(z + u), entonces lo anterior
implica que:

w2 = 2rvw − r2 − v2 + 1.

Luego si P es el polinomio en tres variables dado por P (r, v, w) = w2 − 2rvw + r2 + v2 − 1,
tenemos que se satisface que P

(
cos(z), cos(u), cos(z+u)

)
= 0, por lo tanto en efecto la función

simplemente periódica coseno satisface un teorema de adición

Ejemplo 7.2. Para el caso de la función lemniscata el polinomio P es menos elegante que
en el caso del coseno, ya que recordando que para toda x, y ∈ R tenemos que

ϕl(x+ y) =
ϕl(x)ϕ′l(y) + ϕl(y)ϕ′l(x)

1 + ϕ2
l (x)ϕ2

l (y)

y como además probamos que:

ϕ′l(x) =
√

1− ϕ4
l (x) ∀ x ∈ R,

entonces si sustituimos los valores r = ϕl(x), v = ϕl(y) y w = ϕl(x+y), la fórmula de adición
de la lemniscata es:

w =
r
√

1− v4 + v
√

1− r4

1 + r2v2

luego elevando al cuadrado se sigue que:

w2

(1 + r2v2)2
= r2 − r2v4 + 2vr

√
(1− r4)(1− v4) + v2 − v2r4

es decir:
w2 − r2 + r2v4 − v2 + v2r4

2vr(1 + r2v2)2
=
√

(1− r4)(1− v4)
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y por lo tanto si elevamos al cuadrado ambos lados de la ecuación anterior, multiplicamos
ambos lados por el denominador que se obtiene del lado izquierdo y finalmente igualamos a 0,
obtenemos un polinomio P (r, v, w) en tres variables que se anula con r = ϕl(x), v = ϕl(y) y
w = ϕl(x+y). Por lo que podemos concluir que la función simplemente periódica ϕl satisface
un teorema de adición.

Aśı pues el objetivo de esta sección es encontrar identidades, similares a las que satisfacen
las funciones simplemente periódicas, para las funciones eĺıpticas y las demás funciones rela-
cionadas con estas. Para ello comenzamos analizando las relaciones de satisfacen las funciones
℘, ζ y σ de Weierstrass, pues hemos mostrado ya la importancia de estas tres para cualquier
otra función eĺıptica:

Lema 7.1. Sea ℘ = ℘(z|ω1, ω3) y u 6∈ Ω, entonces se satisface que:

℘(z)− ℘(u) = −σ(z − u)σ(z + u)

σ2(z)σ2(u)
∀ z ∈ C

Demostración:
Definimos la función f como sigue: f(z) = ℘(z) − ℘(u), por lo tanto sabemos que f es una
función eĺıptica y además es claro que ord(f,∆) = 2. Notamos que como ℘ es par:

f(z) = 0 si y sólo si ℘(z) = ℘(u) si y sólo si z ≡ ±u (mód Ω)

en particular u,−u son ceros de f y además 0 es un polo doble de f , por lo tanto por el
Corolario del Teorema 6.6, tomando a1 = u, a2 = −u, b1 = 0 y b′2 = a1−a2− b1 = 0 tenemos:

f(z) = C
σ(z − u)σ(z + u)

σ(z − 0)σ(z − 0)
= C

σ(z − u)σ(z + u)

σ2(z)

donde C es una constante, para calcular dicha constante notamos que por un lado:

ĺım
z→0

z2f(z) = ĺım
z→0

z2(℘(z)− ℘(u))

= ĺım
z→0

z2℘(z)− 0

= 1 (7.2)

pues sabemos que ℘ tiene un polo de orden 2 en z = 0 con parte principal 1/z2. Pero por
otro lado tenemos:

ĺım
z→0

z2f(z) = C ĺım
z→0

z2

(
σ(z − u)σ(z + u)

σ2(z)

)
= C

ĺım
z→0

(σ(z − u)σ(z + u))

ĺım
z→0

(
σ(z)
z

)2

= Cσ(−u)σ(u)

= −Cσ2(u) (7.3)
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ya que por ii) de la Proposición 6.2, ĺım
z→0

(σ(z)/z) = 1 y σ es una función impar. Luego

entonces comparando (7.2) con (7.3) obtenemos que:

C = − 1

σ2(u)

y por lo tanto concluimos que :

f(z) = −σ(z − u)σ(z + u)

σ2(z)σ2(u)
∀ z ∈ C

q.e.d

Teorema 7.1. (Teorema de Adición para ζ) La función ζ de Weierstrass satisface que:

ζ(z + u)− ζ(z)− ζ(u) =
1

2

℘′(z)− ℘′(u)

℘(z)− ℘(u)

con u 6∈ Ω.

Demostración:
Por el lema anterior tenemos que:

℘(z)− ℘(u) = −σ(z − u)σ(z + u)

σ2(z)σ2(u)

lo que implica:

ln (℘(z)− ℘(u)) = ln

(
−σ(z − u)σ(z + u)

σ2(z)σ2(u)

)
derivando ambos lados con respecto a z y recordando que ζ(z) = σ′(z)/σ(z), obtenemos:

℘′(z)

℘(z)− ℘(u)
= ζ(z − u) + ζ(z + u)− 2ζ(z) (7.4)

intercambiando u↔ z en (7.4) y recordando que ζ es impar, resulta:

℘′(u)

℘(u)− ℘(z)
= −ζ(z − u) + ζ(z + u)− 2ζ(u) (7.5)

aśı pues sumando (7.4) con (7.5) obtenemos que:

℘′(z)

℘(z)− ℘(u)
+

℘′(u)

℘(u)− ℘(z)
= 2ζ(z + u)− 2ζ(z)− 2ζ(u)

desarrollando el lado izquierdo de la ecuación anterior y luego dividiendo ambos lados entre
2 llegamos a que:

1

2

℘′(z)− ℘′(u)

℘(z)− ℘(u)
= ζ(z + u)− ζ(z)− ζ(u)

q.e.d
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Teorema 7.2. (Teorema de Adición para ℘) La función ℘ de Weierstrass satisface1que:

℘(z + u) + ℘(z) + ℘(u) =
1

4

(
℘′(z)− ℘′(u)

℘(z)− ℘(u)

)2

con u 6∈ Ω

Demostración:
Recordemos que ζ ′ = −℘, entonces al derivar el teorema de adición de ζ con respecto a z,
obtenemos que:

1

2

(
℘′′(z)(℘(z)− ℘(u))− ℘′(z)(℘′(z)− ℘′(u))

(℘(z)− ℘(u))2

)
= −℘(z + u) + ℘(z)

partiendo la fracción del lado izquierdo de la ecuación anterior resulta que:

1

2

(
℘′′(z)

℘(z)− ℘(u)

)
− 1

2

(
℘′(z)(℘′(z)− ℘′(u))

(℘(z)− ℘(u))2

)
= −℘(z + u) + ℘(z) (7.6)

intercambiando u↔ z en (7.6), obtenemos:

1

2

(
℘′′(u)

℘(u)− ℘(z)

)
− 1

2

(
℘′(u)(℘′(u)− ℘′(z))

(℘(u)− ℘(z))2

)
= −℘(z + u) + ℘(u) (7.7)

entonces al sumar (7.6) con (7.7) el resultado es:

1

2

(
℘′′(z)− ℘′′(u)

℘(z)− ℘(u)

)
− 1

2

(
(℘′(z)− ℘′(u))2

(℘(z)− ℘(u))2

)
= −2℘(z + u) + ℘(z) + ℘(u)

pero recordemos de la Observación (5.1) que ℘′′(z) = 6℘2(z)− g2/2, por lo que:(
3(℘2(z)− ℘2(u))

℘(z)− ℘(u)

)
− 1

2

(
℘′(z)− ℘′(u)

℘(z)− ℘(u)

)2

= −2℘(z + u) + ℘(z) + ℘(u)

y como (℘2(z)− ℘2(u)) = (℘(z) + ℘(u))(℘(z)− ℘(u)) se sigue que:

3(℘(z) + ℘(u))− 1

2

(
℘′(z)− ℘′(u)

℘(z)− ℘(u)

)2

= −2℘(z + u) + ℘(z) + ℘(u)

finalmente agrupando términos y dividiendo ambos lados entre dos obtenemos:

℘(z + u) + ℘(z) + ℘(u) =
1

4

(
℘′(z)− ℘′(u)

℘(z)− ℘(u)

)2

q.e.d

1para ver que la fórmula de adición se puede expresar como un polinomio en tres variables en acorde a
la Definición 7.1, debemos utilizar que ℘′(z) =

√
4℘3(z)− g2℘(z)− g3 y ℘′(u) =

√
4℘3(u)− g2℘(u)− g3, y

luego proceder de manera similar al caso la lemniscata del Ejemplo 7.2
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De nuevo haciendo una analoǵıa con las funciones trigonométricas, recordamos que de los
teoremas de adición se derivan las identidades del doble ángulo:

sen(2α) = 2 sen(α) cos(α)

cos(2α) = cos2(α)− sen2(α)

De manera similar tenemos el siguiente resultado para la función ℘:

Teorema 7.3. (Fórmula de Duplicación para ℘) La función ℘ de Weierstrass satisface que:

℘(2z) =
1

4

(
℘′′(z)

℘′(z)

)2

− 2℘(z)

con 2z 6∈ Ω.

Demostración:
Del teorema de adición para ℘ se sigue que:

℘(z + u) =
1

4

(
℘′(z)− ℘′(u)

℘(z)− ℘(u)

)2

− ℘(z)− ℘(u)

por lo que tomando ĺımite cuando u→ z de ambos lados obtenemos que:

℘(2z) =
1

4
ĺım
u→z

(
℘′(z)− ℘′(u)

℘(z)− ℘(u)

)2

− 2℘(z)

=
1

4

 ĺım
u→z

℘′(z)−℘′(u)
z−u

ĺım
u→z

℘(z)−℘(u)
z−u

2

− 2℘(z)

=
1

4

(
℘′′(z)

℘′(z)

)2

− 2℘(z)

q.e.d

Obtenemos una identidad notable para la función ℘′ que surge como corolario de desa-
rrollar las fórmulas de adición de las funciones eĺıpticas:

Teorema 7.4. La función ℘′ también se puede expresar como:

℘′(z) = −σ(2z)

σ4(z)

Demostración:
Del Lema 7.1 se sigue que:

℘(z)− ℘(u)

z − u
= − σ(z − u)σ(z + u)

(z − u)σ2(z)σ2(u)
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tomando ĺımite cuando u→ z de ambos lados obtenemos que:

℘′(z) = − ĺım
z→u

σ(z − u)

(z − u)
· ĺım
z→u

σ(z + u)

σ2(z)σ2(u)

y como ii) de la Proposición 6.2 implica que ĺım
z→u

σ(z − u)/(z − u) = 1, se sigue que:

℘′(z) = −σ(2z)

σ4(z)

q.e.d

El siguiente resultado muestra otro teorema de adición para la función ℘:

Teorema 7.5. Sean z, u ∈ C tales que z 6≡ ±u (mód Ω), entonces la función ℘ de Weiers-
trass satisface la siguiente relación algebraica:

det

 ℘(z) ℘′(z) 1
℘(u) ℘′(u) 1

℘(z + u) −℘′(z + u) 1

 = 0.

Demostración:
Consideremos las siguientes ecuaciones con α, β ∈ C :

℘(z)′ = α℘(z) + β (7.8)

℘(u)′ = α℘(u) + β (7.9)

como z 6≡ ±u (mód Ω) entonces ℘(z) 6= ℘(u), lo que implica que podemos determinar de
manera única a α y a β, pues despejando α en (7.8) y sustituyendo en (7.9) obtenemos que:

℘(u)′ =

(
℘′(z)− β
℘(z)

)
℘(u) + β

lo que implica que:

β =
℘(z)℘′(u)− ℘′(z)℘(u)

℘(z)− ℘(u)

y finalmente volviendo al despeje de α tenemos:

α =
℘(z)℘′(z)− 2℘′(z)℘(u)

℘(z)(℘(z)− ℘(u))

Ahora definamos la función f como sigue:

f(y) = ℘(y)′ − α℘(y)− β

es claro que f es una función eĺıptica con los mismos periodos que ℘ y además sabemos que
ord(℘′,∆) = 3 y que ℘′ tiene un polo triple en 0 ∈ ∆, por lo tanto la función f tiene un polo
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triple en 0, es decir que para f la suma de polos en ∆ vale 0, i.e. s(∞) = 0, entonces por el
Teorema 3.8 tenemos que:

s(0) ≡ 0 (mód Ω)

lo que quiere decir que la suma de ceros de f en ∆ es un periodo. Aśı pues de (7.8) y (7.9)
se sigue y1 = z, y2 = u, son dos ceros no congruentes de f , por lo que si y3 ∈ ∆ es el tercer
cero con y3 6≡ u, z (mód Ω) entonces:

y3 ≡ −z − u (mód Ω)

es decir que en particular f(−z − u) = 0, lo que implica junto con la paridad de ℘ y la
imparidad de ℘′ que:

−℘(z + u)′ = α℘(z + u) + β (7.10)

Consideremos el siguiente sistema de ecuaciones expresado en forma matricial: ℘(z) ℘′(z) 1
℘(u) ℘′(u) 1

℘(z + u) −℘′(z + u) 1

 v1

v2

v3

 =

 0
0
0

 (7.11)

de las ecuaciones (7.8), (7.9) y (7.10) se sigue que el vector: v1

v2

v3

 =

 α
−1
β

 .

es una solución del sistema (7.11), pero también la solucion trivial lo es (v1 = v2 = v3 = 0),
por lo tanto la matriz que representa el sistema es singular, es decir:

det

 ℘(z) ℘′(z) 1
℘(u) ℘′(u) 1

℘(z + u) −℘′(z + u) 1

 = 0.

q.e.d

Una aplicación interesante del Teorema de Adición para ℘ es que podemos encontrar
distintas maneras de expresar los medios periodos:

Ejemplo 7.3. Cuando ℘(z) = ℘(z|α, iβ) con α, β ∈ R, definiendo la siguiente notación:

℘α(z) = ℘(z + α) ℘β(z) = ℘(z + β) ℘α+β(z) = ℘(z + α+ β)

del Teorema de Adición para ℘ se sigue que:

℘α(z) = ℘(z + α) =
1

4

(
℘′(z)− ℘′(α)

℘(z)− ℘(α)

)2

− ℘(z)− ℘(α)
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pero como α es un medio periodo entonces ℘(α) = e1 y ℘′(α) = 0, por lo tanto:

℘α(z) =
1

4

(℘′(z))
2

(℘(z)− e1)
2 − ℘(z)− e1

y por el Teorema 5.2, (℘′(z))2 = 4℘3(z)− g2℘(z)− g3 = 4(℘(z)− e1)(℘(z)− e2)(℘(z)− e3),
entonces tenemos que:

℘α(z) =
1

4

4(℘(z)− e1)(℘(z)− e2)(℘(z)− e3)

(℘(z)− e1)
2 − ℘(z)− e1

=
(℘(z)− e2)(℘(z)− e3)

℘(z)− e1
− ℘(z)− e1

=
℘2(z)− (e2 + e3)℘(z) + e2e3 − ℘2(z) + e2

1

℘(z)− e1

=
−(e2 + e3)℘(z) + e2e3 + e2

1

℘(z)− e1

pero recordemos que e1 +e2 +e3 = 0, por lo tanto sumando e1℘(z)−e1℘(z) = 0, al numerador
obtenemos que:

℘α(z) =
e1℘(z) + e2e3 + e2

1

℘(z)− e1

y de nuevo sumando −(e2 + e3)e1 − e2
1 = 0, al numerador se sigue que:

℘α(z) =
e1(℘(z)− e1) + e2

1 − (e2 + e3)e1 + e2e3

℘(z)− e1

por lo que finalmente:

℘α(z) = e1 +
(e1 − e2)(e1 − e2)

℘(z)− e1

y de manera análoga concluimos que:

℘β(z) = e3 +
(e3 − e1)(e3 − e2)

℘(z)− e3
℘α+β(z) = e2 +

(e2 − e1)(e2 − e3)

℘(z)− e2

Recordemos ahora la Figura 4.5, que muestra como para el caso en el que ℘(z) = ℘(z|α, iβ)
∆ es un rectángulo con vértices en 0, 2α, 2α+2iβ y 2iβ. Además sabemos que ℘ es una función
inyectiva en el rectángulo con vértices en 0, α, α+ iβ y iβ además recordemos que si x ∈ (0, α]
entonces ℘(x) ∈ [e1,∞). Luego entonces es claro que ℘α es una traslación de ℘, y que ℘α
es inyectiva en el rectángulo con vértices en α, 2α, 2α + iβ y α + iβ, y cuando x ∈ [α, 2α)
entonces ℘α(x) ∈ [e1,∞). Por lo tanto tomando las inversas tendremos que para t≥ e1

℘−1(t) ∈ (0, α] y ℘−1
α (t) ∈ [α, 2α)
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Pero por otro lado en el Caṕıtulo 5 obtuvimos a I = ℘−1, entonces :

℘−1(t) =

∞∫
t

du√
4u3 − g2u− g3

y α =

∞∫
e1

du√
4u3 − g2u− g3

Si ahora z = ℘−1
α (t) entonces t = ℘α(z) = ℘(z + α). Aśı pues de igual manera que en el

Caṕıtulo 5, ahora deducimos que para t > e1:

℘−1
α (t) =

℘(z+α)∫
℘(0+α)

du√
4u3 − g2u− g3

=

t∫
e1

du√
4u3 − g2u− g3

pero como:

t = ℘α(z) = e1 +
(e1 − e2)(e1 − e2)

℘(z)− e1

despejando a ℘(z) obtenemos que:

℘(z) = e1 +
(e1 − e2)(e1 − e2)

t− e1

y aplicando ℘−1 de ambos lados obtenemos:

z = ℘−1

(
e1 +

(e1 − e2)(e1 − e2)

t− e1

)
pero z = ℘−1

α (t), aśı que:

℘−1

(
e1 +

(e1 − e2)(e1 − e2)

t− e1

)
= ℘−1

α (t) =

t∫
e1

du√
4u3 − g2u− g3

sin embargo por otro lado tenemos que:

α =

∞∫
e1

du√
4u3 − g2u− g3

=

t∫
e1

du√
4u3 − g2u− g3

+

∞∫
t

du√
4u3 − g2u− g3

= ℘−1

(
e1 +

(e1 − e2)(e1 − e2)

t− e1

)
+ ℘−1(t)

entonces en efecto encontramos otra manera para expresar al medio periodo α para toda
t > 1. Además como corolario obtenemos la expresión α = ℘−1

α (t) + ℘−1(t).
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7.2. Relaciones de homogeneidad

En esta sección introducimos una par de nuevas notaciones para la función ℘. Vimos que
la dependencia de ℘ en los medios periodos y más tarde en los invariantes, ya que aśı como un
par de medios periodos determina a los invariantes también un par de invariantes determina
a los medios periodos. Por lo tanto hasta ahora hemos denotado a la función ℘ como:

℘(z) = ℘(z|ω1, ω3) = ℘(z|g2, g3)

Añadimos una tercera notación, dados ω1, ω3 dos medios periodos no colineales, construimos
a Ω como el conjunto de las combinaciones lineales enteras de los periodos 2ω1, 2ω3, aśı pues
tenemos que la función ℘ también queda completamente determinada por Ω:

℘(z) = ℘(z|Ω)

de igual manera al ser los invariantes g2 y g3 determinados por los medios periodos ω1, ω3,
para la función ℘(z) = ℘(z|Ω) denotaremos sus invariantes como:

g2 = g2(Ω) = g2(ω1, ω3) g3 = g3(Ω) = g3(ω1, ω3)

Veamos entonces las relaciones de homogeneidad que satisfacen ℘, g2 y g3:

Proposición 7.1. Sea λ ∈ C∗, entonces tenemos que

i) ℘(λz|λΩ) =
1

λ2
℘(z|Ω)

ii) ℘(z|λΩ) =
1

λ2
℘
( z
λ

∣∣∣Ω)
iii) g2(λΩ) =

1

λ4
g2(Ω)

iv) g3(λΩ) =
1

λ6
g3(Ω)

Demostración:
Tenemos que si ω ∈ λΩ y ω′ = ω/λ entonces ω′ ∈ Ω, luego por la definición de ℘:

℘(λz|λΩ) =
1

λ2z2
+
∑
ω∈λΩ

′
[

1

(λz − ω)2
− 1

ω2

]

=
1

λ2

(
1

z2
+
∑
ω∈λΩ

′
[

1

(z − ω/λ)2
− 1

(ω/λ)2

])

=
1

λ2

(
1

z2
+
∑
ω′∈Ω

′
[

1

(z − ω′)2
− 1

ω′2

])
=

1

λ2
℘(z|Ω)
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comprobando entonces i) y ii). Ahora bien de la definición de los invariantes se sigue que

g2(λΩ) = 60
∑
ω∈λΩ

′ 1

ω4

=
1

λ4

(
60
∑
ω∈λΩ

′ 1

(ω/λ)4

)

=
1

λ4

(
60
∑
ω′∈Ω

′ 1

ω′4

)
=

1

λ4
g2(Ω)

y, de manera análoga

g3(λΩ) = 140
∑
ω∈λΩ

′ 1

ω6
=

1

λ6
g3(Ω)

q.e.d

Las identidades anteriores, además de relacionar a distintas funciones ℘, serán de gran
utilidad en el siguiente caṕıtulo para probar un par de afirmaciones acerca de los invariantes
de dos funciones ℘ que vaŕıan en sus periodos por un escalamiento dado por una λ ∈ C∗.

7.3. Parciales con respecto a los periodos e invariantes

La notación introducida en la sección anterior sugiere analizar ahora a las funciones eĺıpti-
cas como una función que depende no únicamente de z si no que también de los medios
periodos, podremos aśı obtener las parciales de dicha función con respecto a sus medio perio-
dos. También por otro lado veremos a los invariantes como una función dependiente de estos
medios periodos. A lo largo de esta sección utilizaremos en varias ocasiones la expresión en
serie de Laurent de ciertas funciones ya conocidas, compararemos coeficientes de dicha serie
para deducir algunas propiedades, remarcando aśı la importancia que tiene la expresión de
una función meromorfa en su serie de Laurent.

Presentamos a continuación dos lemas que son de gran utilidad para poder calcular de
manera expĺıcita las parciales de ℘(z|ω1, ω3) = ℘(z|g2, g3) con respecto a ω1,ω3, g2 y g3:

Lema 7.2. Sea f una función eĺıptica con periodos fundamentales 2ω1 y 2ω3, enfatizando
la dependencia de f en los periodos tenemos que f(z) = f(z|ω1, ω3) y con Ω el conjunto de
periodos de f , entonces la función g dada por

g(z) = ω1
∂f(z)

∂ω1
+ ω3

∂f(z)

∂ω3
+ z

∂f(z)

∂z

es una función eĺıptica con periodos dados por el conjunto Ω

Demostración:
Para facilitar los cálculos definimos a las funciones f1, f3, f

′ dadas como:

f1 ≡
∂f

∂ω1
, f3 ≡

∂f

∂ω3
, y f ′ ≡ ∂f

∂z
,
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Al ser f una función eĺıptica, si ω ∈ Ω, tendremos que f(z+ ω) = f(z), esto es lo mismo que
si m,n ∈ Z entonces:

f(z + 2mω1 + 2nω3) = f(z) (7.12)

considerando a f como una función que depende de z, ω1 y ω3, si derivamos (7.12) con respecto
a ω1 obtenemos que:

f1(z + 2mω1 + 2nω3) · 1 + f ′(z + 2mω1 + 2nω3) · 2m = f1(z) (7.13)

y si por otro lado derivamos (7.12) con respecto a ω3 se sigue que:

f3(z + 2mω1 + 2nω3) · 1 + f ′(z + 2mω1 + 2nω3) · 2n = f3(z) (7.14)

y finalmente como f ′ es también eĺıptica se tiene que

f ′(z + 2mω1 + 2nω3) = f ′(z) (7.15)

al multiplicar (7.13) por ω1, (7.14) por ω3, (7.15) por z y sumar los resultados tendremos que
si ω = 2mω1 + 2nω3, entonces

ω1f1(z + ω) + ω3f3(z + ω) + (z + ω)f ′(z + ω) = ω1f1(z) + ω3f3(z) + zf ′(z)

es decir que g(z + ω) = g(z) ∀ ω ∈ Ω y por ende que g es una función eĺıptica con periodos
dados por el conjunto Ω q.e.d

Lema 7.3. Sea f una función eĺıptica con periodos fundamentales 2ω1 y 2ω3, enfatizando
la dependencia de f en los periodos tenemos que f(z) = f(z|ω1, ω3), y sea ζ(z) = ζ(z|Ω) la
función cuasi-periódica de Weierstrass obtenida con el conjunto Ω de periodos de f , entonces
la función h dada por

h(z) = η1
∂f(z)

∂ω1
+ η3

∂f(z)

∂ω3
+ ζ(z)

∂f(z)

∂z

es una función eĺıptica con periodos dados por el conjunto Ω, donde η1 y η3 son las constantes
que satisfacen la primera relación de Legendre.

Demostración:
Recordemos que para j = 1, 2, 3 tenemos que ζ(z + 2ωj) = ζ(z) + 2ηj , con j = 2 teńıamos
que:

ζ(z + 2ω2) = ζ(z + 2ω1 + 2ω3) = ζ(z) + 2η1 + 2η2

aśı pues por inducción se sigue que si ω ∈ Ω entonces:

ζ(z + ω) = ζ(z + 2mω1 + 2nω3) = ζ(z) + 2mη1 + 2nη2 (7.16)

y por lo tanto usando la misma notación que el Lema anterior para las funciones f1, f3, f
′,

si ahora multiplicamos (7.13) por η1, (7.14) por η3, (7.15) por ζ(z) al sumar los resultados
tendremos que si ω = 2mω1 + 2nω3, entonces:

η1f1(z + ω) + η3f3(z + ω) + [ζ(z) + 2mη1 + 2nη2]f ′(z + ω) = η1f1(z) + η3f3(z) + ζ(z)f ′(z)
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y por lo obtenido en (7.16), lo anterior implica que:

η1f1(z + ω) + η3f3(z + ω) + ζ(z + ω)f ′(z + ω) = η1f1(z) + η3f3(z) + ζ(z)f ′(z)

por lo que h(z+ω) = h(z) ∀ ω ∈ Ω, es decir que h es una función eĺıptica con periodos dados
por el conjunto Ω q.e.d

Consideremos ahora el caso en el que la función f es la función ℘(z|ω1, ω2) de Weierstrass
con invariantes g2 = g2(ω1, ω3), g3 = g3(ω1, ω3). Usaremos los Lemas anteriores para deducir
una forma expĺıcita para las parciales de ℘ con respecto a sus medios periodos y luego para
las parciales con respecto a sus invariantes. Para ello sera necesario recordar cómo es la serie
de Laurent de ℘ y deducir la de ζ:

Recordemos que por el Teorema 5.1, la serie de Laurent de ℘ alrededor del 0 es:

℘(z) =
1

z2
+ 3G4z

2 + 5G6z
4 + · · ·

=
1

z2
+

1

20
g2z

2 +
1

28
g3z

4 + · · · (7.17)

del Corolario del Teorema 5.1 se sigue que

℘′(z) = − 2

z3
+ 6G4z + 20G6z

3 + · · ·

= − 2

z3
+

1

10
g2z +

1

7
g3z

3 + · · · (7.18)

Proposición 7.2. La serie de Laurent para la función ζ de Weierstrass, alrededor del 0 es
de la forma:

ζ(z) =
1

z
− 1

60
g2z

3 − 1

140
g3z

5 − · · ·

Demostración:
Se sigue de la definición de ζ, y usando la expansión (7.17) de ℘ ya que:

ζ(z) =
1

z
−

z∫
0

(
℘(u)− 1

u2

)
du

=
1

z
−

z∫
0

(
1

20
g2u

2 +
1

28
g3u

4 + · · ·
)
du

=
1

z
−
(

1

60
g2z

3 +
1

140
g3z

5 + · · ·
)

=
1

z
− 1

60
g2z

3 − 1

140
g3z

5 − · · · (7.19)

q.e.d
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Parciales de ℘ con respecto a ω1 y ω3

Ahora bien para deducir la forma expĺıcita de las parciales de ℘(z) = ℘(z|ω1, ω3) con
respecto a sus medios periodos, notemos que por un lado gracias al Lema 7.2 tenemos que la
función g dada por

g(z) = ω1
∂℘(z)

∂ω1
+ ω3

∂℘(z)

∂ω3
+ z℘′(z)

es una función eĺıptica con los mismos periodos que ℘. Mientras que por otro lado utilizando
(7.17) y (7.18) se deduce que:

ω1
∂℘(z)

∂ω1
= ω1

(
1

20

∂g2

∂ω1
z2 +

1

28

∂g3

ω1
z4 + · · ·

)
ω3
∂℘(z)

∂ω3
= ω3

(
1

20

∂g2

∂ω3
z2 +

1

28

∂g3

ω3
z4 + · · ·

)
z℘′(z) = z

(
− 2

z3
+

1

10
g2z +

1

7
g3z

3 + · · ·
)

por lo que sumando las tres últimas ecuaciones tenemos que:

g(z) =
−2

z2
+

(
ω1

20

∂g2

∂ω1
+
ω3

20

∂g2

∂ω3
+

1

10
g2

)
z2 +

(
ω1

28

∂g3

ω1
+
ω3

28

∂g3

ω3
+

1

7
g3

)
z4 + · · ·

= −2 ·
(

1

z2
+ p1(z)

)
︸ ︷︷ ︸

p(z)

(7.20)

donde p1(z) es una función anaĺıtica con un cero en z = 0. Ahora bien al ser g una función
eĺıptica con los mismos periodos que ℘ se sigue que también p lo es, además notamos que
como la función tiene los mismos polos que ℘ en ∆ y por lo tanto en todo C entonces ℘/p es
una función eĺıptica entera, es decir que gracias al Teorema 3.5 (Primer Teorema de Liouville)
es constante y por ende existe una constante C tal que:

℘(z) = Cp(z)

para calcular C recordamos que por la serie de Laurent de ℘, se tiene que ĺım
z→0

z2℘(z) = 1,

mientras que

ĺım
z→0

z2℘(z) = C ĺım
z→0

z2p(z) = C ĺım
z→0

z2

(
1

z2
+ p1(z)

)
= C ĺım

z→0

(
1 + z2p1(z)

)
= C · 1

luego entonces C = 1, lo que implica que ℘(z) = p(z) por lo que g(z) = −2℘(z), es decir:

ω1
∂℘(z)

∂ω1
+ ω3

∂℘(z)

∂ω3
+ z℘′(z) = −2℘(z) (7.21)
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Similarmente, por una parte gracias al Lema 7.3 tenemos que la función h dada por

h(z) = η1
∂℘(z)

∂ω1
+ η3

∂℘(z)

∂ω3
+ ζ(z)℘′(z)

es una función eĺıptica con los mismos periodos de ℘. Por otra parte gracias a las expansiones
(7.17), (7.18) y (7.19) tenemos que:

η1
∂℘(z)

∂ω1
= η1

(
1

20

∂g2

∂ω1
z2 +

1

28

∂g3

ω1
z4 + · · ·

)
η3
∂℘(z)

∂ω3
= η3

(
1

20

∂g2

∂ω3
z2 +

1

28

∂g3

ω3
z4 + · · ·

)
ζ(z)℘′(z) =

(
1

z
− 1

60
g2z

3 − 1

140
g3z

5 − · · ·
)(
− 2

z3
+

1

10
g2z +

1

7
g3z

3 + · · ·
)

= − 2

z4
+

2

15
g2 +

11

70
g3z

2 + · · ·

entonces al sumar las tres ecuaciones anteriores obtenemos que:

h(z) = − 2

z4
+

2

15
g2 +

(
11

70
g3 +

η1

20

∂g2

∂ω1
+
η3

20

∂g2

∂ω3

)
z2 + · · · (7.22)

además de (7.18) se sigue que alrededor del 0,

℘′′(z) =
6

z4
+

1

10
g2 +

3

7
g3z

2 + · · ·

lo que implica que:
1

3
℘′′(z) = − 2

z4
+

1

30
g2 +

1

7
g3z

2 + · · ·

y por lo tanto obtenemos que:

h(z) +
1

3
℘′′(z) =

1

6
g2 +

(
3

10
g3 +

η1

20

∂g2

∂ω1
+
η3

20

∂g2

∂ω3

)
z2 + · · ·

Sin embargo al ser h(z) y ℘′′(z)/3 funciones eĺıpticas con los mismos periodos, tenemos que la
suma también lo es, pero el lado derecho de la ecuación anterior muestra que la suma no tiene
polos alrededor del 0, y es por lo tanto, debido al Teorema 3.5 (Primer Teorema de Liouville),
es una función eĺıptica constante. Al evaluar en z = 0, obtenemos que dicha constante es g2/6
y por lo tanto tendremos que h(z) = −℘′′(z) + g2/6, recordando que ℘′′(z) = 6℘2(z)− g2/2
si sigue que h(z) = −2℘2(z) + g2/3, es decir:

η1
∂℘(z)

∂ω1
+ η3

∂℘(z)

∂ω3
+ ζ(z)℘′(z) = −2℘2(z) +

1

3
g2 (7.23)
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aśı finalmente al unir la ecuación (7.21) y (7.23) tenemos que

ω1
∂℘(z)

∂ω1
+ ω3

∂℘(z)

∂ω3
= −z℘′(z)− 2℘(z) (7.24)

η1
∂℘(z)

∂ω1
+ η3

∂℘(z)

∂ω3
= −ζ(z)℘′(z)− 2℘2(z) +

1

3
g2 (7.25)

o bien expresado en forma matricial:

 ω1 ω3

η1 η3




∂℘(z)

∂ω1

∂℘(z)

∂ω3

 =

 −z℘′(z)− 2℘(z)

−ζ(z)℘′(z)− 2℘2(z) + 1
3g2


y notemos que el sistema anterior tiene solución ya que gracias a la primera relación de
Legendre se tiene que:

det

 ω1 ω3

η1 η3

 = ω1η3 − ω3η1 = −π
2
i 6= 0

Por lo que tenemos ya probado el siguiente resultado

Teorema 7.6. Sea z ∈ C\Ω y ℘(z) = ℘(z|Ω), entonces si ζ(z) = ζ(z|Ω) es la función
cuasi-periódica de Weierstrass, tenemos que las parciales de ℘ en z con respecto a los medios
periodos ω1 y ω3 están dadas por:

∂℘(z)

∂ω1

∂℘(z)

∂ω3

 =

 ω1 ω3

η1 η3

−1 −z℘′(z)− 2℘(z)

−ζ(z)℘′(z)− 2℘2(z) + 1
3g2



Parciales de ℘ con respecto a g2 y g3

Obtendremos el correspondiente al Teorema anterior para las parciales con respecto a
los invariantes. Recordemos que por la naturaleza de los invariantes, estos determinan a la
función ℘(z) = ℘(z|g2, g3) de manera única, donde cada invariante depende de los medios
periodos, es decir g2 = g2(ω1, ω3), g3 = g3(ω1, ω3). También vimos que dichos invariantes
deben satisfacer que g3

2 − 27g2
3 6= 0 pues de lo contrario las ráıces de la ecuación diferencial

no seŕıan distintas. Comencemos entonces por calcular las parciales de los invariantes con
respecto a sus medios periodos. Para esto recordemos que en la ecuación (7.20) definimos a
una función p que resulto ser ℘. De la misma ecuación (7.20) se deduce que la serie de Laurent
para la función p alrededor del 0 es de la forma:

−2p(x) =
−2

z2
+

(
ω1

20

∂g2

∂ω1
+
ω3

20

∂g2

∂ω3
+

1

10
g2

)
z2 +

(
ω1

28

∂g3

ω1
+
ω3

28

∂g3

ω3
+

1

7
g3

)
z4 + · · · (7.26)
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mientras que múltimplicando (7.17) por −2 tenemos que:

−2℘(z) = − 2

z2
− 1

10
g2z

2 − 1

14
g3z

4 + · · · (7.27)

luego entonces como −2p(z) = −2℘(z), comparando los coeficientes de z2 en las ecuaciones
(7.26) y (7.27) obtenemos:

ω1

20

∂g2

∂ω1
+
ω3

20

∂g2

∂ω3
+

1

10
g2 = − 1

10
g2

agrupando términos y multiplicando por 20 se sigue que:

ω1
∂g2

∂ω1
+ ω3

∂g2

∂ω3
= −4g2 (7.28)

De forma análoga pero ahora comparando comparando los coeficientes de z4 en las ecuaciones
(7.26) y (7.27), al agrupar y simplificar obtenemos que:

ω1
∂g3

ω1
+ ω3

∂g3

ω3
= −6g3 (7.29)

De manera similar, como vimos que la serie de Laurent para la función h está dada por la
ecuación (7.22) y además tenemos que h(z) = −2℘2(z) + g2/3, usando (7.17) se deduce que:

−2℘2(z) +
1

3
g2 = − 2

z4
+

1

3
g2 −

1

7
g3z

2 + · · · (7.30)

por lo que al comparar los coeficientes de z2 en las ecuaciones (7.22) y (7.30) tendremos que:

11

70
g3 +

η1

20

∂g2

∂ω1
+
η3

20

∂g2

∂ω3
= −1

7
g3

y de nuevo al agrupar y multiplicar por 20 se sigue que:

η1
∂g2

∂ω1
+ η3

∂g2

∂ω3
= −6g3 (7.31)

ahora bien buscamos compararlos coeficientes de z4 en las ecuaciones (7.22) y (7.30), sin
embargo notamos que en nuestras expansiones no incluimos los terminos necesarios para
poder hacer la comparación. Esto sucede porque falta agregar un término más a la expansión
de (7.17), no se agregó de un principio pues vuelve todas las cuentas pasadas mucho más
tediosas. Se puede comprobar comparando la expansión de 6℘2(z) − g2/2 con la de ℘′′(z),
que el siguiente termino en (7.17) es equivalente a (g2

2/1200)z6, luego entonces agregando los
términos faltantes a las demás expansiones concluimos que al comparar coeficientes de z4 en
las ecuaciones (7.22) y (7.30), agrupando y simplificando se obtiene:

η1
∂g3

∂ω1
+ η3

∂g3

∂ω3
= −1

3
g2

2 (7.32)

Usamos las ecuaciones (7.28), (7.29), (7.31) y (7.32) para probar el siguiente Lema, que
nos llevara a deducir el problema de las parciales de ℘ con respecto a sus invariantes:
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Lema 7.4. Sea f una función que depende de los medios periodos ω1 y ω3, y por ende depende
impĺıcitamente de los invariantes g2(ω1, ω3), g3(ω1, ω3), entonces tendremos que:

ω1
∂f(z)

∂ω1
+ ω3

∂f(z)

∂ω3
= −

(
4g2

∂f(z)

∂g2
+ 6g3

∂f(z)

∂g3

)
η1
∂f(z)

∂ω1
+ η3

∂f(z)

∂ω3
= −1

2

(
12g3

∂f(z)

∂g2
+

2

3
g2

2

∂f(z)

∂g3

)
Demostración:
Usando (7.28) y (7.29) notamos que

ω1
∂f(z)

∂ω1
+ ω3

∂f(z)

∂ω3
= ω1

(
∂f(z)

∂g2

∂g2

∂ω1
+
∂f(z)

∂g3

∂g3

∂ω1

)
+ ω3

(
∂f(z)

∂g2

∂g2

∂ω3
+
∂f(z)

∂g3

∂g3

∂ω3

)
=
∂f(z)

∂g2

(
ω1
∂g2

∂ω1
+ ω3

∂g2

∂ω3

)
+
∂f(z)

∂g3

(
ω1
∂g3

ω1
+ ω3

∂g3

ω3

)
=
∂f(z)

∂g2
(−4g2) +

∂f(z)

∂g3
(−6g3)

= −
(

4g2
∂f(z)

∂g2
+ 6g3

∂f(z)

∂g3

)
de manera análoga si usamos (7.31) y (7.32) concluimos que

η1
∂f(z)

∂ω1
+ η3

∂f(z)

∂ω3
= −1

2

(
12g3

∂f(z)

∂g2
+

2

3
g2

2

∂f(z)

∂g3

)
q.e.d

Por lo tanto si f(z) = ℘(z|g2, g3), el Lema anterior nos dice que:

ω1
∂℘(z)

∂ω1
+ ω3

∂℘(z)

∂ω3
= −

(
4g2

∂℘(z)

∂g2
+ 6g3

∂℘(z)

∂g3

)
η1
∂℘(z)

∂ω1
+ η3

∂℘(z)

∂ω3
= −1

2

(
12g3

∂℘(z)

∂g2
+

2

3
g2

2

∂℘(z)

∂g3

)
si usamos lo obtenido en (7.24) y (7.25), entonces lo anterior es:

−z℘′(z)− 2℘(z) = −
(

4g2
∂℘(z)

∂g2
+ 6g3

∂℘(z)

∂g3

)
−ζ(z)℘′(z)− 2℘2(z) +

1

3
g2 = −1

2

(
12g3

∂℘(z)

∂g2
+

2

3
g2

2

∂℘(z)

∂g3

)
o equivalentemente

4g2
∂℘(z)

∂g2
+ 6g3

∂℘(z)

∂g3
= z℘′(z) + 2℘(z)

12g3
∂℘(z)

∂g2
+

2

3
g2

2

∂℘(z)

∂g3
= 2ζ(z)℘′(z) + 4℘2(z)− 2

3
g2
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y al expresarlo en forma matricial esto es:

 4g2 6g3

12g3
2

3
g2

2




∂℘(z)

∂g2

∂℘(z)

∂g3

 =

 z℘′(z) + 2℘(z)

2ζ(z)℘′(z) + 4℘2(z)− 2
3g2



y resulta que el sistema anterior tiene solución, ya que gracias a que g3
2 − 27g2

3 6= 0, tenemos
que:

det

 4g2 6g3

12g3
2

3
g2

2

 =
8

3
g3

2 − 72g2
3 =

8

3

(
g3

2 − 27g2
3

)
6= 0

luego entonces queda finalmente demostrado el siguiente Teorema:

Teorema 7.7. Sea z ∈ C\Ω y ℘(z) = ℘(z|Ω) = ℘(z|g2, g3), entonces si ζ(z) = ζ(z|Ω) es la
función cuasi-periódica de Weierstrass, tenemos que las parciales de ℘ en z con respecto a
los invariantes g2 = g2(Ω) y g3 = g3(Ω) están dadas por:

∂℘(z)

∂g2

∂℘(z)

∂g3

 =

 4g2 6g3

12g3
2

3
g2

2


−1 z℘′(z) + 2℘(z)

2ζ(z)℘′(z) + 4℘2(z)− 2
3g2


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Caṕıtulo 8

La Función Lemniscata en C

En el Caṕıtulo 2 trabajamos con la función lemniscata:

ϕl : R→ [−1, 1],

vimos que es una función simplemente periódica con periodo fundamental 2$. El objetivo
ahora es extender esta función a una de variable compleja, veremos que al extender dicha
función a C, tendremos que ϕl es una función eĺıptica, por lo que apelaremos a conceptos ya
tratados de las funciones meromorfas y doblemente periódicas.

Además para mantener sintońıa con lo visto para la función lemniscata en R, enunciaremos
el Teorema de Abel para la construcción de puntos en la lemniscata con regla y compás, cuya
demostración depende fuertemente del análisis de ϕl en C.

Para concluir este trabajo, al ser ϕl una función eĺıptica, podremos relacionarla con la
función ℘ de Weierstrass, englobando aśı todos los temas tratados a lo largo del texto.

8.1. Extensión de ϕl a C
Comencemos entonces por extender el dominio de la función lemniscata a los números

complejos, para ello nos preguntamos en primera instancia que sucede cuando evaluamos a
ϕl en un número imaginario puro, es decir en iy con y ∈ R. El primer matemático en hacerlo
fue Abel, quien sugirió que si y ∈ R entonces:

ϕl(iy) = iϕl(y) (8.1)

lo anterior está motivado por la definición de ϕl, ya que recordemos que ϕ(y) = r si y sólo si:

y =

r∫
0

1√
1− t4

dt
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luego multiplicando ambos lados por i y utilizando u = it como un cambio de variable no del
todo justificado (pues no es usual evaluar una integral en un intervalo no real) se sigue que:

iy = i

r∫
0

1√
1− t4

dt =

ir∫
0

1√
1− u4

du

lo que implica que ϕ(iy) = ir = iϕ(y), tal como lo definió Abel. Por lo tanto si derivamos
tendremos que:

ϕ′l(iy) = ϕ′l(y) (8.2)

Si ahora consideramos z ∈ C tenemos que z = x+iy con x, y ∈ R, por lo tanto por el Teorema
2.3 (Teorema de Adición para ϕl) se sigue que:

ϕl(z) = ϕl(x+ iy) =
ϕl(x)ϕ′l(iy) + ϕl(iy)ϕ′l(x)

1 + ϕ2
l (x)ϕ2

l (iy)

Si utilizamos las ecuaciones (8.1) y (8.2) en la ecuación anterior, obtenemos la motivación
adecuada para dar una definición rigurosa para la lemniscata compleja:

Definición 8.1. Definimos a la función lemniscata en C como la función de variable
compleja dada por:

ϕl(z) =
ϕl(x)ϕ′l(y) + iϕl(y)ϕ′l(x)

1− ϕ2
l (x)ϕ2

l (y)

para z = x+ iy ∈ C con x, y ∈ R

Observación 8.1. Notamos que las ecuaciones (8.1) y (8.2), que de manera “informal”
motivaron la definición, son ahora una consecuencia directa de ésta.

Teorema 8.1. La función lemniscata compleja es una función meromorfa en C, además el
conjunto:

Pl =
{

(m+ in)
$

2
: m,n ∈ Z\ {0} y son impares

}
representa el conjunto de polos de dicha función.

Demostración:
Se sigue de la Definición 8.1 que ϕl no está definida en z = x+ iy ∈ C cuando

ϕ2
l (x)ϕ2

l (y) = 1 (8.3)

como ϕ2
l (x), ϕ2

l (y) ≤ 1 basta ver donde ϕ2
l (x) = ϕ2

l (y) = 1 para que (8.3) se cumpla, pero al
ser ϕl una función simplemente periódica en R con periodo 2$, y como bien sabemos (desde
el análisis de ϕl en R ) que ϕl($/2) = ϕl(3$/2) = 1 entonces para toda k1, k2 ∈ Z:

ϕl

($
2

+ k12$
)

= ϕl

(
3$

2
+ k22$

)
= 1
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y además sabemos estos son los únicos valores la distancia polar vale uno, de donde se sigue
que :

ϕl

(
k$

2

)
= 1

si y sólo si k ∈ Z\ {0} y es impar, y por lo tanto tenemos que la ecuación (8.3) se satisface si
y sólo si x = m$/2, y = n$/2 con m,n ∈ Z\ {0} e impares, es decir si y sólo si z ∈ Pl. Por
lo tanto ϕl no está definida en Pl. Entonces para ver que ϕl es meromorfa en C veremos que
es anaĺıtica en C\Pl, gracias al Teorema B.13 del Apéndice B, basta probar que la función
lemniscata satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann para toda z /∈ Pl. Sea z /∈ Pl, entonces
tenemos que:

ϕl(z) =
ϕl(x)ϕ′l(y) + iϕl(y)ϕ′l(x)

1− ϕ2
l (x)ϕ2

l (y)

=
ϕl(x)ϕ′l(y)

1− ϕ2
l (x)ϕ2

l (y)
+ i

ϕl(y)ϕ′l(x)

1− ϕ2
l (x)ϕ2

l (y)

= u(x, y) + iv(x, y)

Luego al calcular las parciales de u con respecto a x y de v con respecto a y notamos que:

∂u

∂x
=

[
1− ϕ2

l (x)ϕ2
l (y)

]
ϕ′l(x)ϕ′l(y) + 2 [ϕl(x)ϕ′l(y)]ϕl(x)ϕ′l(x)ϕ2

l (y)

(1− ϕ2
l (x)ϕ2

l (y))
2

=

[
1− ϕ2

l (x)ϕ2
l (y)

]
ϕ′l(x)ϕ′l(y) + 2 [ϕl(y)ϕ′l(x)]ϕl(y)ϕ′l(y)ϕ2

l (x)

(1− ϕ2
l (x)ϕ2

l (y))
2 =

∂v

∂y

Aśı por un lado se satisface la primera ecuación de Cauchy-Riemann. Por otro lado recordando
que por el Teorema 2.2 tenemos que (ϕ′l(s))

2 = 1− ϕ4
l (s) y que por la Proposición 2.3 iv) se

tiene que ϕ′′l (s) = −2ϕ3
l (s), entonces al calcular la parcial de u con respecto a y:

∂u

∂y
=

[
1− ϕ2

l (x)ϕ2
l (y)

]
ϕl(x)ϕ′′l (y) + 2 [ϕl(x)ϕ′l(y)]ϕl(x)2ϕl(y)ϕ′l(y)

(1− ϕ2
l (x)ϕ2

l (y))
2

=
2
(
ϕ3
l (x)ϕl(y)− ϕl(x)ϕ3

l (y)
)

(1− ϕ2
l (x)ϕ2

l (y))
2

mientras que para la parcial de v con respecto a x tendremos :

∂v

∂x
=

[
1− ϕ2

l (x)ϕ2
l (y)

]
ϕl(y)ϕ′′l (x) + 2 [ϕl(y)ϕ′l(x)]ϕl(x)′ϕl(x)ϕ2

l (y)

(1− ϕ2
l (x)ϕ2

l (y))
2

=
2
(
ϕl(x)ϕ3

l (y)− ϕ3
l (x)ϕl(y)

)
(1− ϕ2

l (x)ϕ2
l (y))

2

Por lo que se satisfacen ambas ecuaciones de Cauchy-Riemann, y por ende ϕl es anaĺıtica en
C\Pl, luego entonces ϕl es meromorfa en C con polos dados por el conjunto Pl. q.e.d
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Presentamos a continuación dos lemas que nos ayudaran a probar que ϕl es una función
eĺıptica, y que además por si solos son resultados importantes para el análisis de ϕl en C:

Lema 8.1. Sean z, w ∈ C tales que z, w, z + w /∈ Pl, entonces la fórmula de adición de la
función lemniscata compleja es la misma que para el caso real, es decir:

ϕl(z + w) =
ϕl(z)ϕ

′
l(w) + ϕl(w)ϕ′l(z)

1 + ϕ2
l (z)ϕ

2
l (w)

Demostración:
Definamos a la función h : C2 → C dada por:

h(z, w) =
ϕl(z)ϕ

′
l(w) + ϕl(w)ϕ′l(z)

1 + ϕ2
l (z)ϕ

2
l (w)

fijemos x0 ∈ R y definamos a las funciones f1, g1 como f1(w) = ϕl(x0+w) y g1(w) = h(x0, w).
Claramente f1 es anaĺıtica en C\(−x0 +Pl) mientras que g1 lo es en C\Pl. En particular por
la fórmula de adición de la lemniscata real se sigue que si w ∈ R entonces:

f1(w) = ϕl(x0 + w) = h(x0, w) = g1(w)

por lo tanto f1 y g1 coinciden en R, sin embargo, como R tiene un punto de acumulación en
el conjunto en donde están definidas tanto f1 como g1 (ya que R′ = R), se sigue entonces del
Teorema B.1 (Unicidad Global), del Apéndice B, que f1(w) = g1(w) para cualquier w ∈ C
donde f1 y g1 sean anaĺıticas, como x0 ∈ R fue arbitraria esto implica que si x ∈ R y w ∈ C\Pl
son tales que x+ w 6∈ Pl, entonces:

ϕl(x+ w) = h(x,w) (8.4)

ahora fijemos w0 ∈ C\Pl y definimos a las funciones f2, g2, dadas por f2(z) = ϕl(z + w0) y
g2(z) = h(z, w0). Entonces f2 es anaĺıtica en C\(−w0 +Pl) y g2 lo es en C\Pl. Ahora gracias
a la ecuación (8.4), si z ∈ R es tal que z + w0 6∈ Pl, entonces

f2(z) = ϕl(z + w0) = h(z, w0) = g2(z)

es decir que f2 y g2 coinciden en E = {x ∈ R : x+ w0 6∈ Pl} y como E tiene un punto
de acumulación en el conjunto en donde están definidas tanto f2 como g2, el Teorema B.1
(Unicidad Global) implica que si z ∈ C\Pl es tal que z+w0 6∈ Pl entoncesf2(z) = g1(z), pero
como elegimos a w0 ∈ C\Pl de manera arbitraria entonces concluimos que si z, w ∈ C\Pl
tales que z + w 6∈ Pl, entonces

ϕl(z + w) = h(x,w) ∀ z, w ∈ C\Pl

es decir que si z, w, z + w ∈ C\Pl entonces

ϕl(z + w) =
ϕl(z)ϕ

′
l(w) + ϕl(w)ϕ′l(z)

1 + ϕ2
l (z)ϕ

2
l (w)

q.e.d
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Lema 8.2. Sea z ∈ C\Pl y m,n ∈ Z entonces se cumple que:

ϕl(z + (m+ in)$) = (−1)m+nϕl(z)

siempre que z + (m+ in)$ /∈ Pl

Demostración:
Recordemos que ϕ′l(x) = ±

√
1− ϕ4

l (x) cuando x ∈ R, como además tenemos que ϕl es
creciente en [0, $/2) y decreciente en [$/2, $], entonces tenemos los siguientes valores para
la función lemniscata real y su derivada:

x ϕl(x) ϕ′l(x)

0 0 1
$/2 1 0
$ 0 -1

3$/2 -1 0

y además de la Definición 8.1 se sigue que ϕl(iz) = iϕl(z) y que ϕ′l(iz) = ϕl(z), usando ésto,
la tabla anterior y el hecho de que ϕl(s) = 0 siempre que s sea un múltiplo de $, obtenemos
que si m ∈ Z:

ϕl(m$) = ϕl(im$) = 0

ϕ′l(m$) = ϕ′l(im$) = (−1)m

lo anterior junto con la fórmula de adición, que es válida en C por el Lema 8.1, implica que
si z ∈ C\Pl, entonces si:

ϕl(z +m$) =
ϕl(z)ϕ

′
l(m$) + ϕl(m$)ϕ′l(z)

1 + ϕ2
l (z)ϕ

2
l (m$)

=
ϕl(z)ϕ

′
l(m$) + 0

1 + 0
= (−1)mϕl(z)

y de manera análoga obtenemos que ϕl(z + im$) = (−1)mϕl(z). Por lo tanto si m,n ∈ C
tendremos que:

ϕl(z + (m+ in)$) = ϕl(z +m$ + in$)

= (−1)nϕl(z +m$)

= (−1)m+nϕl(z)

q.e.d

Teorema 8.2. La función lemniscata compleja es una función doblemente periódica con
periodos fundamentales dados por:

2ω1 = (1− i)$ y 2ω3 = (1 + i)$
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Demostración:
Notemos primero que (1− i)$, (1 + i)$ son no colineales, ya que:

Im

(
(1− i)$
(1 + i)$

)
= Im (−i) = −1 6= 0

Luego tenemos que (1− i)$, (1 + i)$ en efecto son periodos que ϕl, ya que del Lema 8.2 se
sigue que:

ϕl(z + (1− i)$) = (−1)0ϕl(z) = ϕl(z)

ϕl(z + (1 + i)$) = (−1)2ϕl(z) = ϕl(z)

Para ver que en efecto son periodos fundamentales, en primer lugar definimos al conjunto Ωl
como:

Ωl = {m(1− i)$ + n(1 + i)$ : m,n ∈ Z}
y notamos que también podemos expresar a Ωl como:

Ωl = {(m+ in)$ : m+ n ≡ 0 (mód 2)}

Veamos que cualquier periodo pertenece a Ωl, sea entonces ω un periodo de ϕl, si además
p ∈ Pl es un polo de ϕl, sabemos (desde el Caṕıtulo 1) que también ω + p ∈ Pl, por lo tanto
tendremos que existen m1, n1,m2, n2 enteros impares tales que:

p = (m1 + in1)
$

2
ω + p = (m2 + in2)

$

2

lo que implica que:

ω = ((m2 −m1) + i(n2 − n1))
$

2

pero como (m2 −m1) y (n2 − n1) son pares, existen k1, k2 ∈ Z tal que:

ω = (k1 + ik2)$

y al ser ω un periodo de ϕl por un lado tenemos que:

ϕl(z + ω) = ϕl(z)

y por otro lado, por el Lema 8.2

ϕl(z + ω) = (−1)k1+k2ϕl(z)

por lo que 1 = (−1)k1+k2 , es decir que k1 + k2 ≡ 0 (mód 2), lo que implica que ω ∈ Ωl, y por
ende que en efecto (1− i)$ y (1 + i)$, son un par de periodos fundamentales de ϕl. Además
tenemos que Ωl es el conjunto de todos los periodos de ϕl. q.e.d

Por lo que finalmente queda demostrado el siguiente resultado:

Corolario. (De los Teoremas 8.1 y 8.2) La función lemniscata compleja es una función
eĺıptica con periodos fundamentales (1− i)$ y (1 + i)$
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8.2. El Teorema de Abel

Llego el momento de pagar una deuda al lector. Cuando trabajamos con la función lemnis-
cata en R, el objetivo principal era saber para cuales números naturales n era posible dividir
la longitud de arco de la lemniscata en n segmentos iguales usando regla y compás. Logramos
probar casos particulares por medio de ejemplos (n = 5, 6, 8) sin embargo no teńıamos las
herramientas para proponer una n en general. Incluso para probar el Teorema 2.4 (ver página
34) recurrimos a introducir, sin justificación alguna, a los números complejos, como ahora
estamos analizando a ϕl en C, veamos, con el siguiente ejemplo, por qué fue que usamos a
los complejos en dicha demostración:

Ejemplo 8.1. Aśı como obtuvimos en el Teorema 2.5 un par de fórmulas para calcular
ϕl(mx) cuando m ∈ N, estas fórmulas se pueden extender para ϕl(mz), cuando m = a+ ib,
con a, b ∈ Z, por ejemplo si m = 1 + i, entonces:

ϕl((1 + i)z) =
ϕl(z)ϕ

′
l(iz) + ϕl(iz)ϕ

′
l(z)

1 + ϕ2
l (z)ϕ

2
l (iz)

=
(1 + i)ϕl(z)ϕ

′
l(z)

1− ϕ4
l (z)

usando que la identidad ϕ′2l (z) = 1 − ϕ4
l (z) es válida para z ∈ C (ésto se puede verificar de

manera similar a la prueba del Lema 8.1, es decir usando el Teorema B.1), se sigue que:

ϕ2
l ((1 + i)z) =

(1 + i)2ϕ2
l (z)ϕ

′2
l (z)

(1− ϕ4
l (z))

2 =
2iϕ2

l (z)

1− ϕ4
l (z)

(8.5)

y de manera análoga obtenemos que cuando m = 1− i, entonces:

ϕ2
l ((1− i)z) =

−2iϕ2
l (z)

1− ϕ4
l (z)

(8.6)

pero recordando que en el Teorema 2.4, teńıamos que

r0 = ϕl

(x0

2

)
y r1 = ϕl(x0)

sea z = ϕl
(
(1 + i)x0

2

)
, entonces (8.5) implica que:

z2 =
2iϕ2

l (
x0

2 )

1− ϕ4
l (
x0

2 )
=

2ir2
0

1− r4
0

tal cual como se propuso antes sin justificación alguna. Además usando (8.5) y el hecho que
2 = (1− i)(1 + i), se sigue de manera inmediata que:

r2
1 = ϕl(x0) = ϕl

(
(1− i)(1 + i)

x0

2

)
=
−2iϕ2

l

(
(1 + i)x0

2

)
1− ϕ4

l

(
(1 + i)x0

2

) =
−2iz2

1− z4
(8.7)

mientras que anteriormente tuvimos que realizar varias manipulaciones algebraicas para ve-
rificar la igualdad (8.7), y dicha igualdad fue indispensable para la prueba del Teorema.
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El ejemplo anterior muestra como la función lemniscata compleja proporciona herramien-
tas para probar resultados acerca de la división de la longitud de arco de la lemniscata. De
hecho, matemáticos como Abel y Gauss fueron pioneros en la extension de ϕl a C, cuando
buscaron establecer para que n en general era posible la división.

Como notamos en el Ejemplo 2.3, las ráıces de los polinomios de la división de la Pro-
posición 2.5 juegan un papel importante para determinar si los puntos de la división en n
partes son construibles, pero al tener dichos polinomios un grado “grande” esto sugiere que
tendrá varias ráıces complejas, y el análisis de dichas ráıces complejas requiere, por su puesto,
un total conocimiento de la función eĺıptica ϕl.

Fue Abel quien, usando en parte resultados aqúı presentados y herramientas de Álgebra
Moderna, logró probar que la división de la lemniscata usando regla y compás es análoga a
la de la circunferencia (es decir la construcción de poĺıgonos regulares, probado por Gauss
a finales del siglo XVIII), dicho resultado no nos debe sorprender, ya que hemos observado,
en múltiples ocasiones, el gran parecido que guardan la función trigonométrica seno con ϕl.
Enunciamos a continuación el Teorema de Abel y aunque lo que hemos presentado hasta ahora
es esencial para una demostración, no desarrollamos las herramientas del Álgebra necesarias
para completar una prueba ([24], [8]) :

Teorema 8.3. (Abel 1826) Sea n ∈ N. Son equivalentes:

i) Es posible construir la división en n partes iguales de la longitud de arco de lemniscata
usando regla y compás.

ii) ϕl
(

2$
n

)
es construible.

ii) n es de la forma:
n = 2kp1 · · · ps

con k, s ∈ N ∪ {0}, donde p1 · · · ps son distintos números primos de Fermat (es decir
primos de la forma p = 22m

+ 1 con m ∈ N )

8.3. Relación entre ϕl y ℘

Finamente, explotaremos el hecho obtenido por el Corolario de los Teoremas 8.1 y 8.2,
es decir que ϕl es una función eĺıptica. Al ser eĺıptica, podemos ahora dar más propiedades
basadas en lo que ya sabemos de las funciones eĺıpticas. Veamos por ejemplo el paralelogramo
fundamental de ϕl, el cual, para mantener congruencia con las notaciones utilizadas a lo largo
del texto con las de este caṕıtulo, denotaremos como ∆l (Figura 8.1 )

Definamos el conjunto:
Cl = {(m+ in)$ : m,n ∈ Z}

luego entonces si c ∈ Cl tendremos que, gracias al Lema 8.2:

ϕl(c) = ϕl ((m+ in)$) = (−1)m+nϕl($) = (−1)m+n · 0 = 0

ϕ′l(c) = ϕ′l ((m+ in)$) = (−1)m+nϕ′l($) = (−1)m+n · (−1) 6= 0
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2iβ

x

y

3iβ

(1+i)

-i

-2iβ

-

2 

(1 - i)

polos

ceros

Figura 8.1: ∆l

por lo tanto c es un cero simple de ϕl, se sigue que Cl es el conjunto de ceros de ϕl y que son
todos ceros simples. En particular ∆l ∩ Cl = {0, $}, por lo que tenemos:

ord(ϕl,∆l) = 2

Al ser ϕl una función eĺıptica de orden 2, sabemos que en ∆l tendrá a lo más dos polos
simples ó uno doble, como sabemos que Pl es el conjunto de polos de ϕl, y también notamos
que ∆l ∩ Pl = {(1− i)$/2, (1 + i)$/2}, por lo que los polos son todos simples. En la Figura
8.1 los polos contenidos en ∆l están señalados con los cuadrados vacios (�), mientras que
los dos ceros corresponden a los cuadrados llenos (�) situados en el origen y al centro del
paralelogramo.

Ahora por otro lado es claro que ϕ′l es también una función eĺıptica con los mismos
periodos fundamentales que ϕl. Además a lo largo del texto apreciamos que las funciones
℘, ℘′ de Weierstrass son de vital importancia para expresar cualquier otra función eĺıptica.
Veremos en esta sección la relación que tienen ϕl y ϕ′l con las funciones de Weierestras.
Comencemos con una relación notable para $, seguida de dos lemas que serán de gran
utilidad más adelante:

Lema 8.3. Una manera distinta de definir a $ es:

$ = 2

∞∫
1

du√
4u3 − 4u
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Demostración:
Recordemos que:

$ = 2

1∫
0

dr√
1− r4

con el cambio de variable r = 1/
√
u, tenemos que si r → 0 entonces u→∞, si r → 1 resulta

que u→ 1, y como :

dr = − du

2u3/2

se sigue que:

$ = 2

1∫
∞

− du

2u3/2

√
1− (1/

√
u)

4

= 2

∞∫
1

du√
4u3 − 4u

q.e.d

Observación 8.2. (Notación) Recordemos que si Ω = {2mω1 + 2nω3 : m,n ∈ Z}, para en-
fatizar la dependencia de los invariantes de ℘(z|ω1, ω3) en los medios periodos denotamos:

g2 = g2(Ω) = g2(ω1, ω3) g3 = g3(Ω) = g3(ω1, ω3)

aśı para una misma función ℘ tenemos ya tres distintas notaciones:

℘(z) = ℘(z|Ω) = ℘(z|ω1, ω3) = ℘(z|g2, g3)

Lema 8.4. Sea Λ = {m$ + in$ : m,n ∈ Z}, si g2 = 4 y g3 = 0, entonces:

℘(z|Λ) = ℘(z|g2, g3)

notemos que en este caso los medios periodos corresponden a $/2 y a i$/2, y tendremos que:

g2(Λ) = 4 g3(Λ) = 0

Demostración:
Como g2 = 4 y g3 = 0, satisfacen que g3

2 − 27g2
3 = 64 > 0 entonces del Teorema 5.4, se sigue

que existen medios periodos α, iβ, tales que la integral:

I(y) =

y∫
∞

du√
4u3 − 4u

152



es la inversa de la función ℘(z|α, iβ), y además vimos que α y β estarán dados por:

α =

∞∫
e1

du√
4u3 − 4u

β =

e3∫
−∞

du√
−4u3 + 4u

donde e1 > e2 > e3 corresponden a las tres ráıces distintas del polinomio 4u3 − 4u, es decir
que e1 = 1, e2 = 0, e3 = −1. Lo que implica que α = β y además por el Lema 8.3 tenemos
que 2α = $. De donde se sigue que medios periodos la inversa de I(y) son $/2 y i$/2, por
lo tanto:

℘(z|Λ) = ℘(z|g2, g3)

q.e.d

Lema 8.5. Sea Ωl el conjunto de periodos de ϕl, entonces si Λ es como en el Lema anterior,
sucede que:

(1 + i)

2
Ωl = Λ

más aún tendremos que:
g2(Ωl) = −1 g3(Ωl) = 0

Demostración:

(1 + i)

2
Ωl =

(1 + i)

2
{m(1− i)$ + n(1 + i)$ : m,n ∈ Z}

=

{
(1− i)(1 + i)

2
m$ +

(1 + i)(1 + i)

2
n$ : m,n ∈ Z

}
= {m$ + in$ : m,n ∈ Z}
= Λ

ahora bien por el lema anterior sabemos que g2(Λ) = 4, esto implica que por las relación de
homogeneidad para g2 vista en la Proposición 7.1, si tomamos a λ = (1 + i)/2, entonces:

4 = g2(Λ)

= g2(λΩl)

=
1

λ4
g2(Ωl)

=
24

(1 + i)4
g2(Ωl)

=
16

−4
g2(Ωl) = −4g2(Ωl)

es decir que −4g2(Ωl) = 4 y por lo tanto que g2(Ωl) = −1. De forma análoga ahora por la
relación homogeneidad para g3, como g3(Λ) = 0, concluimos que entonces g3(Ωl) = 0. q.e.d
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Observación 8.3. Una observación notable de los Lemas 8.4 y 8.5, es que obtenemos con
gran facilidad el valor exacto de cuatro series de Eisenstein, pues como g2(Λ) = 4, g2(Ωl) = −1
y g3(Λ) = g3(Ω1) = 0 se sigue que :∑

ω∈Λ

′ 1

ω4
=

1

15
,
∑
ω∈Ωl

′ 1

ω4
=
−1

60
y

∑
ω∈Λ

′ 1

ω6
=
∑
ω∈Ωl

′ 1

ω6
= 0

invitamos al lector a tratar de calcular esto de manera directa y aseguramos que desistirá pron-
to. Otras manera de calcular series de Eisenstein de este estilo son usadas por Adolf Hurwitz
en [14] y por Michael Rosen en [24], aunque se basan fuertemente en propiedades de ϕl que
se prueban con la teoŕıa de las funciones elipticas desarrollada por Jacobi, la cual omitimos
por completo en este trabajo.

Los tres lemas anteriores, además de ser resultados muy interesantes, nos ayudan a pro-
bar este teorema final, que da un cierre elegante a este trabajo estableciendo las siguientes
relaciones:

Teorema 8.4. Sea ℘(z) = ℘(z|Ωl), la función eĺıptica de Weierstrass con los mismos periodos
fundamentales que ϕl (es decir (1− i)$ y (1 + i)$) entonces:

ϕl(z) = −2
℘(z)

℘′(z)
y ϕ′l(z) =

4℘2(z)− 1

4℘2(z) + 1

Demostración:
Sabemos que ϕl es una función eĺıptica con periodos fundamentales (1− i)$ y (1 + i)$, que
Ωl es el conjunto de todos los periodos de ϕl, todos sus polos son simples y están dados por
el conjunto:

Pl =
{

(m+ in)
$

2
: m,n son impares

}
y lo ceros, todos simples también, están dados por el conjunto:

Cl = {(m+ in)$ : m,n ∈ Z}

los polos y ceros dentro del paralelogramo fundamental ∆l están ejemplificados en la Figura
8.1. Es claro que en este caso ∆l también es el paralelogramo fundamental de las funciones
eĺıpticas ℘ y ℘′ y por lo tanto lo es también para la función eĺıptica ℘/℘′.

Para analizar los polos y ceros de ℘/℘′ en ∆l , los analizaremos por separado para ℘ y
℘′. En el caso de ℘ sabemos que el único polo en ∆l es el 0 y de además es doble, para ver
los ceros notemos que gracias al Lema 8.5 g2(Ωl) = g2 = −1 y g3(Ωl) = g3 = 0, por lo que
tenemos que g3

2 − 27g2
3 = −1 < 0, y por lo tanto como ℘(z|Ωl) = ℘(z|g2, g3), por el Teorema

5.5, se sigue que como en este caso los medios periodos son de la forma α∓ iα con α = $/2,
entonces:

2α = $ =

∞∫
e2

du√
4u3 + u
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donde e2 es la única ráız real de 4u3 + u, es decir que e2 = 0, y por lo tanto:

$ =

∞∫
0

du√
4u3 + u

= ℘−1(0)

aplicando ℘ de ambos lados obtenemos que ℘($) = 0, por lo tanto $ es un cero de ℘, como
$ es el centro de ∆l se sigue del Teorema 4.6 (sobre la simetŕıa en el paralelogramo) que es
un cero doble. Luego entonces como ord(℘,∆) = 2 tenemos en la Figura 8.2 (a) representados
a todos los polos y ceros de ℘ en ∆l.

Es mucho más sencillo el caso de ℘′, ya que de igual forma sabemos que el único polo
en ∆l es el 0 y que éste es de multiplicidad tres, además ya vimos que los tres ceros de ℘′

en ∆l son los medios periodos, que en este caso son (1 − i)$/2, $ y (1 + i)$/2, esto queda
representado por la Figura 8.2 (b):

i

2iβ

x

y

3iβ

(1+i)

-i

-2iβ

-

2 

(1 - i)

polos

ceros

(a) ℘(z|Ωl)

i

2iβ

x

y

3iβ

(1+i)

-i

-2iβ

-

2 

(1 - i)

polos

ceros

(b) ℘′(z|Ωl)

Figura 8.2: Polos y Ceros en ∆l

Luego entonces, al analizar las singularidades de ℘ y ℘′, tendremos que la función eĺıptica
℘/℘′ tiene un polo simple en (1− i)$/2 y otro en (1 + i)$/2, ya que estos dos representan
ceros del denominador. Sin embargo como $ representa un cero doble del numerador (℘) y
uno simple del denominador (℘′), entonces $ es un cero simple del cociente. Similarmente al
ser 0 un polo doble del numerador y uno triple del denominador, tenemos que 0 es un cero
simple del cociente (esto se verifica de inmediato utilizando la serie de Laurent).

Aśı pues tenemos que los polos y ceros de ℘/℘′ en ∆l están representados por la Figura
8.1, es decir que coinciden con los de ϕl y por lo tanto, por la doble periodicidad de ambas
funciones, tenemos que los ceros y polos de ℘/℘′ y ϕl coinciden y están representados por
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los conjuntos Cl y Pl respectivamente. Entonces por el Teorema 3.5 (Primer Teorema de
Liouville), tendremos que existe una constante C tal que:

ϕl(z) = C
℘(z)

℘′(z)

para calcular C notemos que por un lado

ĺım
z→0

ϕl(z)

z
= ĺım
z→0

ϕl(z)− ϕl(0)

z − 0
= ϕ′l(0) = 1 (8.8)

mientras que por otro lado, recordando que el coeficiente en la serie de Laurent (alrededor
del 0) es b2 = 1 para ℘ y es b3 = −2 para ℘′, entonces:

ĺım
z→0

ϕl(z)

z
= C ĺım

z→0

z2℘(z)

z3℘′(z)
= C

1

−2
(8.9)

entonces igualando (8.8) con (8.9) se tiene que C = −2, y por ende que

ϕl(z) = −2
℘(z)

℘′(z)
(8.10)

como queŕıamos. Ahora bien, para ϕ′l, en este caso gracias al Lema 8.5, tendremos que la
ecuación diferencial del Teorema 5.2, para ℘(z|Ωl) es:

(℘′(z))2 = 4℘3(z)− g2(Ωl)℘(z)− g3(Ωl)

= 4℘3(z) + ℘(z)

además sabemos que esto implica que ℘′′(z) = 6℘2(z) + 1/2. Luego entonces si derivamos
(8.10) y sustituimos los valores recién mostrados para (℘′(z))2 y ℘′′(z), se sigue que:

ϕ′l(z) =
−2(℘′(z))2 + 2℘(z)℘′′(z)

(℘′(z))2

=
−8℘3(z)− 2℘(z) + 2℘(z)(6℘2(z) + 1/2)

4℘3(z) + ℘(z)

=
−8℘3(z)− 2℘(z) + 12℘3(z) + ℘(z))

4℘3(z) + ℘(z)

=
4℘3(z)− ℘(z)

4℘3(z) + ℘(z)

=
4℘2(z)− 1

4℘2(z) + 1

completando aśı la prueba q.e.d
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Observación 8.4. En 1937 T. Schneider (ver [25] p. 3) probó que para cualquier función ℘,
es imposible que ℘(z) y z sean ambos algebraicos, por lo tanto cuando ℘(z) = ℘(z|Ωl), como
tenemos que ℘($) = 0 y 0 es algebraico, luego entonces concluimos que $ es un número
trascendente.

La demostración del Teorema 8.4 engloba, casi por completo los temas tratados a lo lar-
go de esta tesis, pues además de tratar de la relación que guardan las funciones eĺıpticas
de Weierstrass con las funciones obtenidas gracias a la lemniscata, ocupamos resultados que
vimos desde el inicio de la tesis, como los Teoremas de Liouville, hasta resultados más avan-
zados como la inversión de integrales eĺıpticas y la homogeneidad de los invariantes. Aunque
el enunciado de este resultado se encuentra en algunos art́ıculos ([9]) éstos fallan en propor-
cionar una demostración, por lo que lo aqúı presentado, incluido los tres lemas precedentes
al Teorema 8.4, es una manera novedosa de atacar el problema de la relación entre ϕl y ℘,
que, además, como ya mencionamos, es una manera muy elegante para concluir la tesis, pues
resume de manera interesante los temas tratados a lo largo de ésta.
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Apéndice A

Series de Taylor y de Laurent

Serie de Taylor [19]

Recordemos que se define el disco abierto de radio R > 0 con centro en z0 como sigue:

DR(z0) = {z ∈ C : |z − z0| < R}

y el disco cerrado de radio R ≥ 0 con centro en z0 como:

DR(z0) = {z ∈ C : |z − z0| ≤ R}

Teorema A.1. (Taylor) : Sea f : G ⊆ C→ C una función anaĺıtica donde G es un dominio,
entonces ∀z0 ∈ G, ∃ R = R(z0) > 0 tal que:

∞∑
n=0

f (n)(z0)

n!
(z − z0)n

converge uniformemente en DR(z0) donde coincide con f(z).

Serie de Laurent [19]

Recordemos que se define la región anular con radios r y R como sigue:

Ar,R(z0) = {z ∈ C : r < |z − z0| < R}

donde 0 ≤ r < R ≤ ∞

Notamos que si z ∈ Ar,R(z0) y existe ρ > 0 tal que Dρ(z0) ⊂ Ar,R(z0), entonces existen
ρ1, ρ2 > 0 tales que r < ρ1 < ρ2 < R y :

Dρ(z0) ⊂ Aρ1,ρ2(z0)

a los anillos de la forma Aρ1,ρ2(z0) los llamamos subanillos de Ar,R(z0)
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Teorema A.2. (Laurent) : Sea f : Ar,R(z0) ⊆ C → C una función anaĺıtica con 0 ≤ r <
R ≤ ∞, entonces ∀ z ∈ Ar,R(z0) se tiene que:

f(z) =

∞∑
n=1

bn
(z − z0)n

+

∞∑
n=0

an(z − z0)n

en donde la convergencia de cada serie es uniforme en cada subanillo cerrado Aρ1,ρ2(z0) de
Ar,R(z0) con 0 ≤ r < ρ1 < ρ2 < R ≤ ∞
Más aún si ρ es tal que: r < ρ < R, entonces:

an =
1

2πi

∫
|z−z0|=ρ

f(ζ)

(ζ − z0)n+1
dζ ∀n = 0, 1, 2, · · ·

bn =
1

2πi

∫
|z−z0|=ρ

f(ζ)(ζ − z0)n−1dζ ∀n = 1, 2, 3, · · ·

Observación A.1. Las siguientes definiciones acerca de la serie de Laurent se dan para el
caso en el que z0 es una singularidad aislada de f , tenemos que f es anaĺıtica en el anillo
A0,R(z0) con R > 0:

1) Llamamos la parte principal de la serie de Laurent a la serie:

∞∑
n=1

bn
(z − z0)n

2) Llamamos el residuo de f en z0 a b1 que se denota como Res(f, z0) donde:

Res(f, z0) =
1

2πi

∫
|z−z0|=ρ

f(ζ)dζ = b1

3) Si existe una infinidad de n ∈ N tales que bn 6= 0 entonces decimos que z0 es una
singularidad esencial.

4) Si existe k ∈ N tal que bk 6= 0 pero bj = 0 ∀j > k, entonces decimos que z0 es un polo
de orden k .

5) Si bn = 0 ∀n ∈ N y existe m > 1 tal que aj = 0 ∀j = 0, 1, · · · ,m − 1 pero am 6= 0
entonces z0 es un cero de orden m

6) Si bn = 0 ∀n ∈ N entonces la serie de Laurent de f se reduce a la de Taylor de f
solamente si z0 es una singularidad removible, es decir si:

ĺım
z→z0

(z − z0)f(z) = 0
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Apéndice B

Teoremas

El objetivo del Apéndice B es enunciar, sin probar, los teoremas que usamos durante el
texto. Para consultar con detalle las pruebas invitamos al lector a referirse a bibliograf́ıa
señalada respectivamente al final del enunciado de cada teorema, en su mayoŕıa los teoremas
fueron tomados de [18] y [19].

Teorema B.1. (Unicidad Global) : Sean f, g : G ⊆ C → C dos funciones anaĺıticas en
un domino G y E ⊆ G un subconjunto con un punto de acumulación en G, entonces si
f(z) = g(z) ∀z ∈ E sucede que f(z) = g(z) ∀z ∈ G. [18]

Teorema B.2. (Mapeo Abierto) : Sea f : G ⊆ C→ C una función anaĺıtica y no constante
en un dominio G, entonces para todo U ⊆ G subconjunto abierto de G, se tiene que V = f(U)
es un subconjunto abierto de C. [19]

Teorema B.3. (Weierstrass) : Sea f : G ⊆ C→ C una función anaĺıtica en un dominio G,
si K ⊆ G es un subconjunto compacto de G y entonces f(K) es un subconjunto compacto de
C y por lo tanto f esta acotada en K. [19]

Teorema B.4. (Liouville) : Sea f : C→ C una función entera. Si existe M ∈ [0,∞) tal que:

|f(z)| ≤M ∀ z ∈ C

entonces f es una función constante. [19]

Teorema B.5. (Teorema del Residuo) : Sea t ∈ [t1, t2], y sea γ(t) una curva cerrada, i.e.
γ(t1) = γ(t2) . Si f es una función anaĺıtica en int(γ) excepto en un conjunto de singulari-
dades aisladas {z1, z2, · · · , zn} ⊂ int(γ), entonces:∫

γ(t)

f(z)dz = 2πi

n∑
k=1

Res(f, zk) [18]
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Teorema B.6. (Principio del Argumento) : Sea t ∈ [t1, t2] con γ(t) una curva cerrada, i.e.
γ(t1) = γ(t2) y sea g una función anaĺıtica en int(γ), si f es una función anaĺıtica en int(γ)
excepto en un conjunto de polos {b1, b2, · · · , bn} ⊂ int(γ) donde cada polo bj tiene orden βj
(j = 1, 2, · · · , n), si además a ∈ C es un punto arbitrario tal que {a1, a2, · · · , am} ⊂ int(γ)
son los a-puntos de f donde cada a-punto ak tiene orden αk (k = 1, 2, · · · ,m), entonces:

1

2πi

∫
γ(t)

g(z)
f ′(z)

f(z)− a
dz =

m∑
k=1

αkg(ak)−
n∑
j=1

βjg(bj) [18]

Teorema B.7. (Prueba M de Weierstrass) : Si G ⊆ C es un dominio y {gk}∞k=1 es una
sucesión de funciones (gk : G→ C ∀ k ∈ N) tal que:

i) ∀ k = 1, 2, · · · existe Mk > 0 tal que |gk(z)| ≤Mk ∀ z ∈ G

ii)
∞∑
k=1

Mk <∞

entonces la serie

∞∑
k=1

gk converge absoluta y uniformemente en G. [19]

Teorema B.8. (Mapeo Conforme) : Sea G un dominio y f : G → C una función anaĺıtica
en G, entonces la funcion f es un mapeo conforme de primer tipo en todo punto z0 ∈ G
donde f ′(z0) 6= 0. [18]

Teorema B.9. (Ráıces Conjugadas) : Sea p(z) un polinomio de grado n con coeficientes
reales, si existe zj ∈ C ráız del polinomio entonces zj también es una ráız. [5]

Teorema B.10. (Factorizacion de Polinomios) : Cualquier polinomio con coeficientes reales
de grado n, se puede factorizar en polinomios con coeficientes reales de grado 1 y polinomios
con coeficientes reales de grado 2, además dichos polinomios de grado dos tienen discriminante
negativo (i.e. son irreducibles en R). [5]

Teorema B.11. (Fórmula de Leibniz) : Sea G = {(x, t) : a ≤ x ≤ b, c ≤ t ≤ d} un rectángulo

en R2 y sean f,
∂f

∂t
: G → R dos funciones continuas en G, entonces si α, β : [c, d] → [a, b]

son dos funciones diferenciables en [c, d], se tiene que la función ϕ : [c, d]→ R dada por:

ϕ(t) =

β(t)∫
α(t)

f(x, t)dx

es una función diferenciable en [c, d] y más aún su derivada para cada t ∈ [c, d] esta dada por:

ϕ′(t) = f(β(t), t)β′(t)− f(α(t), t)α′(t) +

β(t)∫
α(t)

∂f(x, t)

∂t
dx [4]
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Teorema B.12. (Integral de una Serie) : Sean G ⊆ C un dominio acotado, S1(z) una
serie que converge uniformente en G y γ : [0, 1] → G una curva suave por tramos que une
cualquier a ∈ G con la variable z ∈ G, entonces si S2(z) es la serie definida al integrar
término a término la serie S1(z) sobre γ, entonces S2(z) converge uniformente en G. [11]

Teorema B.13. (Ecuaciones de Cauchy-Riemann) : Sea z = x+ iy ∈ C y sea f una función
de variable compleja dada por f(z) = u(x, y) + iv(x, y), con u, v de clase C1, entonces f es
una función anaĺıtica si y sólo si se satisfacen las ecuaciones de Cauchy- Riemann dadas por:

∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

y más aún se tiene que

f ′(z) =
∂u

∂x
+ i

∂v

∂x
=
∂v

∂y
− i∂u

∂y
[19]
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Apéndice C

Una Serie Divergente

En el Caṕıtulo 4, al calcula la convergencia de la serie que aparece en ℘, nos vimos en la
necesidad de realizar una estimación poco usual para una resta de series del estilo:∑

ω∈Ω

′ 1

ω2

la necesidad de dicha estimación para la resta es debida a que por separado, series como la
anterior pueden ser divergentes, aunque la suma converja. Veremos un caso particular de Ω,
en donde dicha serie es divergente:

Proposición C.1. Sea Ω = {mα+ inβ : m,n ∈ Z}, con α, β ∈ R fijos, entonces la serie∑
ω∈Ω

′ 1

ω2

diverge.

Demostración:
Notemos en primer lugar que, desarrollando en parte real e imaginaria obtenemos que:∑

ω∈Ω

′ 1

ω2
=
∑
m,n∈Z

′ 1

(mα+ inβ)2

=

 ∑
m,n∈Z

′ m2α2 − n2β2

(m2α2 + n2β2)2

+ i

 ∑
m,n∈Z

′ 2mnαβ

(m2α2 + n2β2)2


y es claro que basta probar que alguna de las dos partes es divergente, tomemos por ejemplo
la parte imaginaria:∑

m,n∈Z

′ 2mnαβ

(m2α2 + n2β2)2
= 2αβ

∑
m∈Z

′
m
∑
n∈Z

n

(m2α2 + n2β2)2
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definamos ahora a Sm(α, β) como:

Sm(α, β) =

∞∑
n=1

n

(m2α2 + n2β2)2

y a la función fm(α, β) dada por:

fm(α, β)(x) =
x

(m2α2 + n2β2)2

derivando fm(α, β) obtenemos que es una función decreciente por lo que podemos aplicar el
criterio de la integral para series, calculamos entonces la integral:

∞∫
m

fm(α, β)(x)dx =

∞∫
m

xdx

(m2α2 + n2β2)2
=

1

2β2(α+ β2)m2

y como:

Sm(α, β) ≥ 1

2β2(α+ β2)m2

luego entonces el criterio de la integral nos dice que:∑
m,n∈Z

′ 1

(mα+ inβ)2
≥ 2αβ

∑
m∈Z

′
mSm(α, β) ≥ 2αβ

∑
m∈Z

′ 1

2β2(α+ β2)m2
=∞

y por lo tanto que la serie en cuestión es divergente. q.e.d
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Apéndice D

Cambios de Variable

El objetivo es presentar la demostración de dos cambios de variable de integración presen-
tados respectivamente en los Teoremas 5.4 y 5.5 del Caṕıtulo 5. La omisión de estos cambios
de variable en el texto es debida a que presentan varias manipulaciones algebraicas, en cierto
modo tediosas. Dejarlos en el texto alargaŕıan la demostración de los teoremas correspon-
dientes, perdiendo aśı el objetivo a demostrar, sin embargo para no quedar en deuda con el
lector presentamos aqúı el álgebra correspondiente.

Proposición D.1. (Cambios de variable del Teorema 5.4 ) Existe un cambio de variable u(t)
tal que

α =

∞∫
e1

du

2
√

(u− e1)(u− e2)(u− e3)
=

1√
e1 − e3

1∫
0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

donde k2 =
e2 − e3

e1 − e3

Demostración:
Sea

u = e3 +
e1 − e3

t2

por lo tanto cuando u → ∞ tenemos que t → 0, y si u → e1 entonces t → 1, y además
tenemos que:

du = −2(e1 − e3)

t3
dt.

Esto implica que:

α =

0∫
1

−2(e1 − e3)dt

2t3
√(

e3 − e1 + e1−e3
t2

) (
e3 − e2 + e1−e3

t2

) (
e1−e3
t2

)
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factorizando a (e1 − e3)/t3 en el denominador y cancelando obtenemos

α =

0∫
1

−dt
√
e1 − e3

√
(1− t2)

(
1− e2−e3

e1−e3 t
2
)

por lo que remplazando el valor de k2 e invirtiendo los ĺımites de integración concluimos que:

α =
1√

e1 − e3

1∫
0

dt√
(1− t2)(1− k2t2)

q.e.d

Observación D.1. El cambio utilizado para β en el Teorema 5.4 es análogo a lo anterior,
pero usando

u = e1 +
e1 − e3

t2

Proposición D.2. (Cambios de variable del Teorema 5.5 ) Existen dos cambios de variable
tal que

2α =

∞∫
e2

du

2
√

(u− e1)(u− e2)(u− e3)
=

1√
r

∞∫
0

dt√
t4 + 2t2 cos(θ) + 1

donde e2−e1 = reiθ r > 0

Demostración:
Sea

u = e2 + v2

por lo que cuando u→∞ tenemos que v →∞ y si u→ e2 tenemos que v → 0, como además:

du = 2vdv

entonces:

2α =

∞∫
0

2vdv

2
√

(e2 − e1 + v2)(v2)(e2 − e3 + v2)

recordemos que en este caso e1 = e3 y e2 ∈ R, esto implica que e2 − e1 = e2 − e3, y por lo
tanto si usamos la representación polar de e2−e1 = reiθ con r > 0 se sigue que e2−e3 = re−iθ.
Luego entonces sustituyendo las representaciones polares y cancelando términos obtenemos
que:

2α =

∞∫
0

dv√
(reiθ + v2)(re−iθ + v2)

168



si usamos que eiθ = cos(θ) + i sen(θ) es inmediato ver que:

(reiθ + v2)(re−iθ + v2) = r2 + 2rv2 cos(θ) + v4

lo que implica que

2α =

∞∫
0

dv√
r2 + 2rv2 cos(θ) + v4

y si volvemos a cambiar variable con v = t
√
r se sigue que entonces:

2α =
1√
r

∞∫
0

dt√
t4 + 2t2 cos(θ) + 1

q.e.d

Observación D.2. El cambio utilizado para 2β en el Teorema 5.5 es análogo a lo anterior,
pero usando

u = e2 − v2

Observación D.3. Los cambios de variable de integración presentados anteriormente pare-
cen no justificados, sin embargo se justifican por que la forma final a la que llega cada cambio
de variable es una forma estándar de las integrales eĺıpticas, por lo que cambios similares
aparecen frecuentemente en las matemáticas. Ver por ejemplo la sección 2.1, cuando calcula-
mos la longitud de arco de una elipse, la integral final es de la misma forma que la integral
obtenida en la Proposición D.1
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Apéndice E

Construciones con Regla y
Compás

En este Apéndice enunciaremos las definiciones y los resultados básicos de la teoŕıa para
construir puntos en el plano usando regla y compás. Cuando nos referimos a regla es a un
objeto recto para trazar ĺıneas y no a una regla graduada.

Objetos construibles con regla y compás

Dados los puntos α, β y γ en el plano con α 6= β podemos construir usando regla y compás
los siguientes objetos:

C1: La linea recta L que pasa por α y por β.

C2: La circunferencia C con centro en γ y de radio igual a la distancia de α a β

Puntos obtenidos de los objetos construibles

De las ĺıneas obtenidas por C1 y las circunferencias por C2, podemos construir los si-
guientes puntos con regla y compás:

P1: El punto de intersección de dos ĺıneas distintas L1 y L2.

P2: Los puntos de intersección de una ĺınea L y una circunferencia C.

P3: Los puntos de intersección de dos circunferencias distintas C1 y C2.

Podemos ver al plano de puntos como a C. Para ahorrar espacio diremos que z ∈ C es un
número construible cuando este se pueda construir con regla y compás en acorde con la
siguiente definición:
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Definición E.1. Sea z ∈ C, decimos que z es un número construible si existe una sucesión
finita de construcciones con regla y compás usando C1, C2, P1, P2 y P3, que comienza
con los números 0 y 1 y termina con z. Además denotaremos a C ⊂ C, como el conjunto de
números construibles.

Ejemplo E.1. Veamos que ∀ n ∈ Z, n ∈ C:
Iniciamos con el 0, 1 ∈ C, luego usando C1 , obtenemos L la recta que pasa por el 0 y el 1,
es decir a el eje real. Después con C2 trazamos la circunferencia C centrada en 1 con radio
la distancia de 0 a 1 es decir radio 1, y como tenemos que 2 está en la intersección de C
y L entonces por P2 es claro que 2 ∈ C. Continuando de esta manera podemos construir
cualquier n ∈ N. Para los enteros negativos simplemente centramos una circunferencia de
radio 1 en el 0 para obtener al −1, y aśı sucesivamente.

Ahora presentamos el teorema fundamental de los puntos construibles:

Teorema E.1. El conjunto C es un subcampo de C, más aún resulta que :

i) Si z = x+ iy con x, y ∈ R, entonces z ∈ C si y sólo si x, y ∈ C

ii) Si z ∈ C entonces
√
z ∈ C

La importancia del Teorema E.1 radica en que gracias a éste es relativamente fácil identi-
ficar números construibles, como podemos ver en los ejemplos de la lemniscata en el Caṕıtulo
2. Si el lector desea ver una prueba del Teorema puede consultar [8] p. 257.
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