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Motivacién

Extensiones de Grupos

Decimos que un grupo E es una extension del grupo N por el grupo G si
tenemos una sucesion exacta

(1} > NSES G- {1 (1)

Una seccion de (1) es una funcién s: G — E que satisface wos = idg.
@ En general, una seccién no tiene por qué ser un homomorfismo.
e Cuando lo es, hay a: G — Aut(N) y E = N x4 G.
e Cuando no lo es, comparamos s(x)s(y) con s(xy).
@ Al ser (1) exacta, dicha comparacién define 0: G x G — N tal que
s(x)s(y) = Wo(x,y))s(xy),
e Mas ain, o(x,y)o(xy,z) = o(y,z)o(x, yz).
Si a: G — Aut(N) satisface ay(ay (1)) = o(x, y)axy(n)o(x,y) Ly
ponemos E = N X4, G con operacién

(1, %) a0 (n,y) = (mex(n)o(x,y), xy),

entonces s(x) := (1, x) da el cociclo 0.
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Motivacién

Un ejemplo

Consideremos los grupos N = Ty G = Z?. Fijemos 0 € [0,1] y
definamos op: Z% x Z? — T como

op(x,y) = exp(mif(x1y2 — x211))
donde x = (x1,x2), ¥y = (y1,¥2)-
{1} 5 TS Txg, 22 572 - {1}
con 1(z) = (z,052) y 7(z,x) = x. El grupo T X, Z> con multiplicacién

(2,x) -0 (w,y) = (zw0(x, y), xy),

es una extencién de T por Z2 que no escinde.
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Motivacién

Algebras de grupos

Si E = N x4 G entonces CE, el algebra del grupo E, es el “producto
cruzado” CN x, G. Mas precisamente, CE es el algebra de funciones
G — CN con soporte finito y multiplicacién dada por

(f*ag)(x) =Y f(y)ay(gy 'x)).

yeG

En general, si E = N x40 G, entonces CE es el “producto cruzado
torcido” CN X4, G que consiste de las funciones G — CN con soporte
finito y multiplicacién dada por

(f *a0 8)(x) =Y f(y)ey(g(y~ 'x)o(y,y 'x).

yeG

El objetivo de esta platica es generalizar el comportamiento anterior para
algebras de Banach y grupos localmente compactos.
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Hipétesis Fijas

En esta platica, A siempre serd un algebra de Banach con una
aproximacién contractil de la unidad: Existe una red (ey)xca en A con
lell <1y

lexa —all, ||aex — a|| — 0.

Ademas asumimos que A esta representada no degeneradamente en un
espacio de Banach E: Existe un homomorfismo isométrico 7r: A — B(E)
tal que

m(A)E :=span{n(a)é:a € A é € E}

es un subespacio denso en E. Ambas hipédtesis nos sirven para definir,
M(A), el algebra de multiplicadores de A como

M(A) = {t € B(E): tn(a), m(a)t € m(A) Va € A}.

Finalmente G siempre serd un grupo localmente compacto y fijamos v
una medida izquierda de Haar. En particular pondremos

dx == dvg(x).
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Productos Cruzados

Acciones torcidas

Una accién torcida de G en A es un par («, 0)

a: G — Aut(A) 0: Gx G —Invi(M(A))
X = oy = a(x) (x,y) = oxy = 0(x,y)

tal que & es fuertemente continua, o es estrictamente continua, y
(1] Kl = idA, O‘(lG, x) = O‘(X,lc) = idM(A)v
_ —1
Q ax(ay(a)) = Ux,y“xy(ﬂ)f’x,yv
(=] “z(o—x,y)o'z,xy = 0z,x0zx,y-

A la tupla (G, A, a, 0) le llamamos un sistema dinamico torcido de
Banach.

Definimos L!(G, A, &, o) como el espacio L' (G — A, vg) equipado con
la multiplicacién

(f *DC‘Tg /f ‘x]/ 8(y x)) yy—lxdy

Ll(G, A,a,0) es un algebra de Banach que satisface nuestras hipétesis
fijas.
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Productos Cruzados

Representaciones covariantes

Una representacion covariante de (G, A, «, 0) consiste en un par (77, 1)
junto con un espacio de Banach E donde

Q@ m: A — B(E) es un homomorfismo no degenerado y acotado,

@ u: G — Iso(E) es fuertemente continua,

Q UxlUy = H(Ux,y)uxyy

O 7(ax(a)) = urmt(a)uy
Cada representacion covariante (71, 1) induce una representacion
mxu: LN(G,A,«,0) — B(E) via

1

(7% u)(f) = /Gﬂ(f(x))uxdx.

De hecho, el mapeo (71, u) — 71 x u es una biyeccién entre
representaciones covariantes de (G, A, &, 0) y representaciones no
degeneradas de L'(G, A, «, o).
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Productos Cruzados

Productos cruzados torcidos

Fijemos R una clase de representaciones covariantes de (G, A, «, 0).
Unicamente pedimos que ||7z|| < Cr para todo (7, u) € R. Definimos
una seminorma en L'(G, A, &, 0) como

£l = sup{l[(7 3 u)(f): (7, u) € R}.

Definicién

El producto cruzado torcido de (G, A,«, 0) con respecto a R se
define como la completacién de

LY(G, A, &, 0)/ ker(|| - ||r),

y lo denotaremos como Fr (G, A, «, 0).

@ Si Cr <1, entonces Fi (G, A, «, 0) es un algebra de Banach que
satisface nuestras hipétesis fijas.

@ En dicho caso, FR(G, A, «, 0) es el 4lgebra de Banach universal
para representaciones covariantes que son R-continuas.
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Productos Cruzados

Equivalencia de acciones torcidas

Decimos que dos acciones torcidas («, o) y (3, w) de G en A son
equivalentes si existe 8: G — Invy(M(A)) estrictamente continua tal
que

Q Bx(a) = ex“x(ﬂ)eg?l,

e wx,yexy - ex“x(ey)o-x,y.
En dicho caso ponemos («, o) R (B, w) y para cada (m,u) € R
definimos v = v ,,: G — Iso(E) como

Uy = 71(Ox) 1y

Ponemos Rg = { (71, vzu): (7, u) € R}.

Teorema (D., Farsi, Packer: 2025)

; 0 .
Si (e, 0) ~ (B, w), entonces Ry es una clase de representaciones
covariantes de (G, A, B, w) y

1
FR<G1A/(X/O—> = FR9<G/A’/3’w>'
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Espacios L

Algebras de operadores en espacios L”

A partir de ahora, asumimos que A actta no degeneradamente en un
espacio L. Es decir, fijamos una p € [1,00) y asumimos que hay un
espacio de medida (Q, u) tal que

A C B(LP(Q, u)).

Denotamos por RP a la clase de todas las representaciones de un
sistema dinamico de Banach torcido (G, A, «, o) actuando anicamente
en espacios L?. Definimos el LP-producto cruzado torcido como

FP(G,A,a,0) = Frp(G, A, a,0)

Corolario

1
Si (o, 0) g (B, w), entonces FP(G, A, o, 0) = FP(G, A, 3, w).

Demostracion. RP(G, A, a,0)g = RP (G, A, B, w). |
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Espacios L

El truco de Packer-Raeburn para eliminar la torcién

Es posible “destorcer’ una accion de manera estable. Sea p € (1,00) y
consideremos el algebra

St,(A) = K(LP(G)) ®, A € B(LP(G x O, vg x ).

Sea p’ € (1, 00) el conjugado de p (i.e, %—I— % =1). Entonces el mapeo

LP(G — LP (G — A)) — St,(A) dado por 1 > Ky, donde

(Ky£)(x,0) = [ blx,y)a(y,w)dy,

tiene rango denso vy satisface ||Ky | < |||

Teorema ( D., Farsi, Packer: 2025)

Existe una accion genuina 3 de G en St,(A) tal que

K(LP(G)) ®, FP(G, A, a,) = F?(G, St,(A), B).

Alonso Delfin (Colaboracién con C. Farsi y J. Packer) Productos Cruzados Torcidos de Algebras de Banach



iGracias por su atencién!

i Preguntas?
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