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Algebras de Banach Algebras C*

Algebras de Banach

Definicion

Un algebra sobre un campo K es un espacio vectorial A (sobre K)
con multiplicacién que lo vuelve anillo, en el cual

Alxy) = x(Ay) = (Ax)y,

para toda x,y € Ay toda A € K. Es decir, para toda x,y,z € A
se cumple

i) x(y+2z) =xy+xz (ley distributiva por la derecha),
i) (x+y)z=xz+yz (ley distributiva por la izquierda),

i) x(yz) = (xy)z (multiplicacién asociativa).

Nos interesa tinicamente cuando K = C, en cuyo caso se dice que
A es un dlgebra compleja.

Alonso Delfin Ares de Parga Dir. Enrique Ramirez de Arellano Calculo Funcional



Preliminares .
Algebras de Banach Algebras C

Algebras de Banach

Definicién

Se dice que un algebra A tiene unidad si hay identidad
multiplicativa (neutro multiplicativo), el cual es denotado como
1, es decir que existe 1 € Atalquexl =1x=x Vxe A
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Algebras de Banach

Definicion

Se dice que un 3lgebra A tiene unidad si hay identidad
multiplicativa (neutro multiplicativo), el cual es denotado como
1, es decir que existe 1 € Atalquexl =1x=x Vxe A

Definicidon

| A

Un algebra normada es un algebra A con una norma || - || para la
cual se cumple la propiedad sub-multiplicativa:

lxyll < llx[ll[yll ¥ xyeA

Si ademds A tiene unidad 1, entonces la norma debe cumplir que
|1]| = 1. Una &lgebra normada completa con respecto a su norma
es llamada algebra de Banach; es conmutativa si la
multiplicacién lo es.

v
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Algebas de Banach

Ejemplos

e Sea K compacto y de Hausdorff, entonces (C(K), || - ||co)-
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Algebas de Banach

e Sea K compacto y de Hausdorff, entonces (C(K), || - ||co)-

e Sea (Q, M, ) un espacio de medida o-finita, L>°(Q, M, u)
es un algebra de Banach. La norma es
| fllzee :=sup{c>0:p{we Q:|f(w)| >c} > 0}.
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Algebas de Banach

Ejemplos

e Sea K compacto y de Hausdorff, entonces (C(K), || - ||co)-

e Sea (Q, M, ) un espacio de medida o-finita, L>°(Q, M, u)
es un algebra de Banach. La norma es
| fllzee :=sup{c>0:p{we Q:|f(w)| >c} > 0}.

e Sea X un espacio de Banach, entonces B(X) forma un
dlgebra de Banach con unidad dada por el operador identidad,

1 = 1. La propiedad submultiplicativa se sigue de la definicién
de la norma en B(X):

IT|} := sup [|Tx|
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Algebras de Banach

Defini
Sea A un dalgebra de Banach con unidad. Un elemento x € A se
dice invertible si existe un elemento y € A tal que

xy =1=yx.
Dicho elemento de denota por x !, se lee “el inverso de x”.

Denotamos al conjunto de elementos invertibles de A como

GL(A) :={x € A: x es invertible }
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Algebras de Banach

Definicidén

i) El espectro de x € A es

o(x) i =o0y(x) ={Ae€C:x—A1 ¢ GL(A)}.
ii) El radio espectral de x es

r(x) :== sup |A|.
A€o (x)

iii) El conjunto resolvente de x es

p(x) :=C\ o(x).
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Algebras C*

Definicidon

Sea A un algebra de Banach. Decimos que A es un algebra-* de
Banach si existe una transformacién x — x* € A llamada
involucidn, que para cualesquiera x,y € A, A € C, se cumple lo
siguiente
i) x* = (x*)=x
i) (xy)" = yx
i) (x4 Ay)* = x* + Ay*

iv) [l = [|x]|
si ademas
V) [lxx|| = [lx]|?

entonces decimos que A es un algebra C*
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Algebras C*

Definicidon

Sea A un algebra de Banach. Decimos que A es un algebra-* de
Banach si existe una transformacién x — x* € A llamada
involucidn, que para cualesquiera x,y € A, A € C, se cumple lo
siguiente
i) x* = (x*)=x
i) (xy)" = yx
i) (x4 Ay)* = x* + Ay*

iv) [l = [|x]|
si ademas
V) [lxx|| = [lx]|?

entonces decimos que A es un algebra C*
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Algebras C*

Ejemplos

e Sea K compacto y de Hausdorff. Entonces el espacio de
funciones C(K) es un &lgebra C* con involucién dada por

fef
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Algebras C*

Ejemplos

e Sea K compacto y de Hausdorff. Entonces el espacio de
funciones C(K) es un &lgebra C* con involucién dada por
f=f

e El dlgebra M,,(C) con la involucién dada por la matriz
transpuesta conjugada.
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Algebras C*

Ejemplos
e Sea K compacto y de Hausdorff. Entonces el espacio de
funciones C(K) es un &lgebra C* con involucién dada por
f=f
e El dlgebra M,,(C) con la involucién dada por la matriz
transpuesta conjugada.

e Sea H un espacio de Hilbert, entonces B(#), junto con la
involucién dada por el operador adjunto, es un algebra C*.
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Algebras C*

Definicidon

Sea A un algebra-x de Banach. Decimos que x € A es un

elemento autoadjunto si

=%
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Algebras C*

Definicidon

Sea A un algebra-x de Banach. Decimos que x € A es un

elemento autoadjunto si

=%

Definicion

Sea A un algebra-x de Banach. Decimos que x € A es un
elemento normal si
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Necesidad del Célculo Funcional ¢ Qué es un calculo funcional? Funciones de una Matriz
Calculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO's

iQué es un célculo funcional?

Sea A un algebra de Banach con unidad y x € A fijo. Sea F un
dlgebra de funciones complejo valuadas definidas en un
subconjunto de C.
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iQué es un célculo funcional?

Sea A un algebra de Banach con unidad y x € A fijo. Sea F un
dlgebra de funciones complejo valuadas definidas en un
subconjunto de C.

Para cada f € F queremos definir a f(x) € A de tal manera que

la asignacién
[ fx)

sea un homomorfismo de algebras.
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Necesidad del Célculo Funcional ¢ Qué es un calculo funcional? Funciones de una Matriz
Calculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO's

iQué es un célculo funcional?

Sea A un algebra de Banach con unidad y x € A fijo. Sea F un
dlgebra de funciones complejo valuadas definidas en un
subconjunto de C.

Para cada f € F queremos definir a f(x) € A de tal manera que
la asignacién

[ fx)
sea un homomorfismo de algebras. La transformacién @ : F — A

dada por @(f) := f(x), es lo que llamamos un calculo funcional
para x.
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iQué es un célculo funcional?

Sea A un algebra de Banach con unidad y x € A fijo. Sea F un
dlgebra de funciones complejo valuadas definidas en un
subconjunto de C.

Para cada f € F queremos definir a f(x) € A de tal manera que
la asignacién

[ fx)
sea un homomorfismo de algebras. La transformacién @ : F — A

dada por @(f) := f(x), es lo que llamamos un calculo funcional
para x.

e Sif=1€Centonces f(x) =1€ A
oSiz():/\G(Centoncesz() xe A
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Calculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO's

iQué es un célculo funcional?

El caso que mds nos interesa es cuando A = B(X'), con X un
espacio de Banach. En este caso los elementos de de A son
operadores (x = T) y la unidad es el operador identidad (1 = I).
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Necesidad del Célculo Funcional !
Célculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO's

iQué es un célculo funcional?

El caso que mds nos interesa es cuando A = B(X'), con X un
espacio de Banach. En este caso los elementos de de A son
operadores (x = T) y la unidad es el operador identidad (1 = I).

En un calculo funcional para un operador T es deseable que

£ (D < Cllfllo-

Pues asi, si (fu)n C F converge a una f € F con respecto a
|| - |lco. entonces (f,(T)), C A converge al operador f(T) con
respecto a || - ||
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Necesidad del Célculo Funcional !
Cilculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO'’s

Calculo Funcional Polinomial

e ;Cémo elegir el algebra de funciones F ?
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i Qué es un célculo funcional? Funciones de una Matriz

Necesidad del Célculo Funcional !
Cilculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO'’s

Calculo Funcional Polinomial

e ;Cémo elegir el algebra de funciones F ?

e ;A qué elementos x € A se les puede asociar un célculo
funcional?
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Calculo Funcional Polinomial

e ;Cémo elegir el algebra de funciones F ?

e ;A qué elementos x € A se les puede asociar un célculo
funcional?

R= Entre mds grande sea el dlgebra F, menos elementos de A
admiten un célculo funcional y viceversa. Ademds dependiendo de
F el dlgebra A debe tener ciertas propiedades.
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i Qué es un calculo funcional? Funciones de una Matriz

Necesidad del Célculo Funcional !
Cilculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO'’s

Calculo Funcional Polinomial

e ;Cémo elegir el algebra de funciones F ?

e ;A qué elementos x € A se les puede asociar un célculo
funcional?

R= Entre mds grande sea el dlgebra F, menos elementos de A
admiten un célculo funcional y viceversa. Ademds dependiendo de
F el dlgebra A debe tener ciertas propiedades.

Comencemos con el caso mas conocido de un cdlculo funcional, el
calculo funcional polinomial, en el cual tomamos a F = C[A], es
decir, el algebra de polinomios en C con la variable A € C.
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i Qué es un célculo funcional? Funciones de una Matriz

Necesidad del Célculo Funcional !
Cilculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO'’s

Calculo Funcional Polinomial

El célculo funcional polinomial se define para cualquier dlgebra de
Banach, sin embargo, para continuar con las aplicaciones y
extensiones, pongamos de una vez A = B(X'), con X un espacio
de Banach.
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i Qué es un calculo funcional? Funciones de una Matriz

Necesidad del Célculo Funcional !
Cilculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO'’s

Calculo Funcional Polinomial

El célculo funcional polinomial se define para cualquier dlgebra de
Banach, sin embargo, para continuar con las aplicaciones y
extensiones, pongamos de una vez A = B(X'), con X un espacio
de Banach.

Tomemos a cualquier T € B(X'). Sea p € C[A] dado como
m
p(A) =Y aAf, g eC.
k=0

Pongamos TV := I, por lo que podemos definir a p(T) € B(X)
como

p(T) =) %
k=0
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i Qué es un célculo funcional? Funciones de una Matriz

Necesidad del Célculo Funcional !
Cilculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO'’s

Calculo Funcional Polinomial

La asignacién p — p(T), es el cilculo funcional polinomial para T.
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i Qué es un célculo funcional? Funciones de una Matriz

Necesidad del Célculo Funcional !
Cilculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO'’s

Calculo Funcional Polinomial

La asignacién p — p(T), es el cilculo funcional polinomial para T.
En efecto es un homomorfismo de algebras, pues se verifica de
inmediato que si p,q € C[A] y a € C entonces

ap(T) +4(T) = (ap +¢)(T)
p(T)q(T) = (pq)(T)
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i Qué es un célculo funcional? Funciones de una Matriz

Necesidad del Célculo Funcional !
Cilculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO'’s

Calculo Funcional Polinomial

La asignacién p — p(T), es el cilculo funcional polinomial para T.
En efecto es un homomorfismo de algebras, pues se verifica de
inmediato que si p,q € C[A] y a € C entonces

ap(T) +4(T) = (ap +¢)(T)
p(T)q(T) = (pq)(T)

Ademds, trivialmente si p = 1, entonces p(T) = I, mientras que si
p(A) = A, entonces p(T) =T.
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Necesidad del Célculo Funcional
Cilculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO'’s

Calculo Funcional Entero

El calculo funcional polinomial se extiende de manera natural para
funciones enteras, pues si f es una funcién entera dada por

= ZﬂkAk YAeC,
k=0

es intuitivo poner
o0
= Z leTk.
k=0

En cuyo caso se tiene que en efecto f(T) € B(X), ya que

1A < Z g [ T]* < oo.

k=0

En realidad, basta con que f sea una funcién holomorfa cuya serie
de MacLaurin tenga radio de convergencia R > || T|].
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Necesidad del Célculo Funcional !
Célculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO's

Funciones de una Matriz
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i Qué es un célculo funcional? Funciones de una Matriz

Necesidad del Célculo Funcional
Célculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO’s

Funciones de una Matriz

X =C"

B(C") = M,,(C) (matrices de tamafio 1 x n con entradas en C)
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i Qué es un célculo funcional? Funciones de una Matriz

Necesidad del Célculo Funcional
Célculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO’s

Funciones de una Matriz

X =C"
B(C") = M,,(C) (matrices de tamafio 1 x n con entradas en C)

Gracias a las propiedades de M,,(C), podemos extender el cilculo
funcional polinomial a una clase de funciones mds grande.
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i Qué es un célculo funcional? Funciones de una Matriz

Necesidad del Célculo Funcional
Célculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO’s

Funciones de una Matriz

X =C"
B(C") = M,,(C) (matrices de tamafio 1 x n con entradas en C)

Gracias a las propiedades de M,,(C), podemos extender el cilculo
funcional polinomial a una clase de funciones mds grande.

Tomemos una matriz T € M,,(C) y sea
o(T):={A, -, A} CC

el conjunto de los distintos eigenvalores de T.
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Necesidad del Célculo Funcional i Qué es un célculo funcional? Funciones de una Matnz
Célculo Funcional Polinomial Aplicacién: ED

Funciones de una Matriz

Gracias al algebra lineal, sabemos que existe un polinomio P,
llamado el polinomio minimo de T. Dicho polinomio es el de grado
minimo que cumple que P1(T) = 0 y estd dado como
k
Pr(A) = JT(A =A™

j=1

donde 1 < m; < mult(A;) para cada j € {1,--- ,k}.
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i Qué es un cdlculo funcional? Funciones de una Matriz

Necesidad del Célculo Funcional
Célculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO’s

Funciones de una Matriz

Gracias al algebra lineal, sabemos que existe un polinomio P,
llamado el polinomio minimo de T. Dicho polinomio es el de grado
minimo que cumple que P1(T) = 0 y estd dado como
k
Pr(A) = JT(A =A™

j=1

donde 1 < m; < mult(A;) para cada j € {1,--- ,k}.

Sea K un compacto con o(T) C Ky p € C[A] con A € K. La
matriz p(T) estd dnicamente determinada por los valores

p(A), PP, -+, PN Y je{L, - k)
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Necesidad del Calculo Funcional i Qué es un cdlculo funcional? Funciones de una Matriz
Célculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO'’s

Funciones de una Matriz

Sea f una funcién en CM(K) con M := max;m;. Existe un tnico
polinomio de interpolacién ¢, de grado menor a Y.jmj, llamado el
polinomio de Lagrange-Sylvester, tal que

L) = FA), €(A) = F(A), -+, LMD (A)) = fimmD (),

para toda j € {1,---,k}. Hay una formulacién explicita para ¢.
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Necesidad del Calculo Funcional i Qué es un cdlculo funcional? Funciones de una Matriz
Calculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO’s

Funciones de una Matriz

Sea f una funcién en CM(K) con M := max;m;. Existe un tnico
polinomio de interpolacién ¢, de grado menor a Y.jmj, llamado el
polinomio de Lagrange-Sylvester, tal que

() = F)), £O) = FO),-- D) = D),
para toda j € {1,---,k}. Hay una formulacién explicita para ¢.

Definimos el calculo funcional en CM(K), como sigue

Alonso Delfin Ares de Parga Dir. Enrique Ramirez de Arellano Calculo Funcional



Necesidad del Calculo Funcional i Qué es un cdlculo funcional? Funciones de una Matriz
Célculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO'’s

Funciones de una Matriz (Ejemplo)

Sea T € M,,(C) dada por

000 --- 1
000 -0

Vemos que o(T) = {0} y que ir(z) = z". Para f € C""!(K) con
0 € K, se tiene que

l(A) = f(O) +f/(0)/\ + fuz('O) A2 f((]:__l)l(g)!)/\nl
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Célculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO'’s

Funciones de una Matriz (Ejemplo)

Por lo tanto
" (n-1)
F(T) = FO)I+ f/(0)T + fz(,O)T2 +ot f(n - 1(?,) "l
£0) fi(0) L o]

, (n-2)
0 fO) FO) - oy

Lo 0 -0  f0) |
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Necesidad del Célculo Funcional
Célculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO’s

Funciones de una Matriz (Propiedades)

Sean T € M, (C) una matriz con o(T) C K y f € CM(K),
entonces se cumplen los siguientes incisos

1) Sea S:=P~!TP, entonces f(S) = P~1f(T)P

2) Si T = diag[Ty,---,T;] es diagonal a bloques entonces
f(T) = diag[f(T1), -, f(T))]
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i Qué es un célculo funcional? Funciones de una Matriz

Necesidad del Célculo Funcional !
Célculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO's

Funciones de una Matriz (Propiedades)

Si
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i Qué es un célculo funcional? Funciones de una Matriz

Necesidad del Célculo Funcional
Célculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO’s

Funciones de una Matriz (Propiedades)

A - 0
A=diag[Ay, - A= | 0
0 - A
entonces, si f estd bien definida en el espectro

o(A) ={A1,- -+, Ay}, se tiene

f(A) -0
fA) = diaglf(A), -+ f(A)] = | = -
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i Qué es un cdlculo funcional? Funciones de una Matriz

Necesidad del Célculo Funcional
Célculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO’s

Funciones de una Matriz (Propiedades)

Si T = P~!AP entonces f(T) = P~1f(A)P. Notamos que para
cualquier z € C"

fA) -0 z1 f(A1)z
fNz=1 =
0 o f(A)] | zn f(An)zn
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i Qué es un cdlculo funcional? Funciones de una Matriz

Necesidad del Célculo Funcional
Célculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO’s

Funciones de una Matriz (Propiedades)

Si T = P~!AP entonces f(T) = P~1f(A)P. Notamos que para
cualquier z € C"

fA) -0 z1 f(A1)z
fNz=1 =
0 o f(A)] | zn f(An)zn

Decimos que la matriz f(T) es equivalente a la matriz f(A), que
es la matriz de multiplicacién por la funcién f en o(T).
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Necesidad del Calculo Funcional i Qué es un cdlculo funcional? Funciones de una Matriz
Célculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO'’s

La Férmula de Sylvester

Teorema

Sea T una matriz diagonalizable y f € C(K) de tal forma que
o(T) := {A1, -+, A} C K. Entonces

donde cada P]' esta dada como

T — A
— A

k
: Q Aj= A
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i Qué es un célculo funcional? Funciones de una Matriz
Célculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO's

Necesidad del Célculo Funcional

La Férmula de Sylvester

Observacion

e Notemos que P]Z. =P,y que P;P; = 0 para i # j. En realidad
cada P; es la matriz proyeccion al eigenespacio generado por

A
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i Qué es un célculo funcional? Funciones de una Matriz
Célculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO’s

Necesidad del Célculo Funcional

La Férmula de Sylvester

Observacion

e Notemos que P? =P,y que P;P; = 0 para i # j. En realidad
cada P; es la matriz proyeccion al eigenespacio generado por
Aj.

e Existe una funcién P : B(o(T)) — M, (C), (que pronto
llamaremos medida espectral) que cumple que P({A;}) = P;
de tal forma que la férmula de Sylvester se expresa como

fmy= [ fap

donde la integral anterior es una integral espectral, cuya teoria
surge de la teoria de integracién de Lebesgue y la veremos
mdas adelante.
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i Qué es un célculo funcional? Funciones de una Matriz

Necesidad del Célculo Funcional IS
Célculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO's

Contenido

© Necesidad del Célculo

Funcional

@ Aplicacién: EDO's
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i Qué es un célculo funcional? Funciones de una Matriz

Necesidad del Célculo Funcional IS
Célculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO's

Exponencial de una Matriz

Consideremos la exponencial de una matriz T € M, (R). Gracias a
la extension del calculo funcional polinomial para funciones enteras
sabemos que
o0
T 1

exp(T) =e' := )] HTk € M,(R).
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Necesidad del Célculo Funcional . Qué es un calculo funcional? Funciones de una Matriz
Célculo Funcional Polinomial Aplicacién: EDO's

Sistema de Ecuaciones Diferenciales

Teorema

Sean A € M, (R), xo € R" y consideremos el sistema lineal de
ecuaciones diferenciales de primer orden con condiciones iniciales
dado por

x'(t) = Ax(t)
x(0) = xo.

Entonces la solucidn del sistema es x : RT — R" definida como
x(t) := efx.
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Contenido

© Cslculo Funcional Continuo
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5 : 4 Preliminares Construccién
Calculo Funcional Continuo

Idea

Queremos extender al cdlculo funcional polinomial a funciones
continuas f sobre cierto compacto K C C. Gracias al teorema de
Stone-Weierstrass existe una sucesién de polinomios (p,)3°; tal
que
- — 0
low— flloo —
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5 : 4 Preliminares Construccién
Calculo Funcional Continuo

Idea

Queremos extender al cdlculo funcional polinomial a funciones
continuas f sobre cierto compacto K C C. Gracias al teorema de
Stone-Weierstrass existe una sucesién de polinomios (p,)3°; tal
que
- — 0
low— flloo —

Si x es un elemento de un 3lgebra de Banach A, es intuitivo
intentar definir

f(x) :== lim p,(x)

n—o00
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5 : 4 Preliminares Construccién
Calculo Funcional Continuo

Idea

Queremos extender al cdlculo funcional polinomial a funciones
continuas f sobre cierto compacto K C C. Gracias al teorema de
Stone-Weierstrass existe una sucesién de polinomios (p,)3°; tal
que
- — 0
low— flloo —

Si x es un elemento de un 3lgebra de Banach A, es intuitivo
intentar definir

f(x) :== lim p,(x)

n—o00
Sin embargo el limite anterior no tiene por que existir en A.
Pondremos fuertes restricciones sobre el dlgebra A, el elemento x y
el compacto K para poder llevar acabo, en cierto modo, la idea
anterior.
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Contenido

© Cslculo Funcional Continuo
@ Preliminares
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Preliminares Construccién

Calculo Funcional Continuo

Preliminares para el cdlculo funcional continuo

Proposicion

Sea x € A entonces r(x) < ||x|| y mds adn o(x) es un
subconjunto compacto de C.
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Preliminares Construccién

Calculo Funcional Continuo

Preliminares para el cdlculo funcional continuo

Proposicion
Sea x € A entonces r(x) < ||x|| y mds adn o(x) es un
subconjunto compacto de C.

El siguiente Teorema se debe a Gelfand

Teorema

Sea A un dlgebra de Banach con unidad. Entonces se tiene que
para cualquier x € A

o(x) £ 0
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Preliminares Construccién

Calculo Funcional Continuo

Preliminares para el cdlculo funcional continuo

Definicién
Un homomorfismo en un algebra de Banach A es un funcional
lineal w : A — C que preserva multiplicacién, es decir

w(xy) = wx)w(y) Vxye A

El conjunto de homomorfismos en A es denotado por hom(.A).

| A

Definicién
Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con unidad. Se define el
espectro de Gelfand como

sp(A) :={w e hom(A): w #0} C A*

A\
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Preliminares para el cdlculo funcional continuo

e Para toda w € sp(.A) se tiene que ||w| = 1.

e El conjunto sp(.A) es compacto en A*, con respecto a la
topologia débil-x.
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Preliminares Construccién

Calculo Funcional Continuo

Preliminares para el cdlculo funcional continuo

e Para toda w € sp(.A) se tiene que ||w| = 1.

e El conjunto sp(.A) es compacto en A*, con respecto a la
topologia débil-x.

Definicidén

Para un x € A, se define el mapeo de Gelfand como
x +— X € C(sp(A)) donde la funcién continua x estd dada por

=)

(w) :=w(x) Vwesp(A)
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Preliminares Construccién

Calculo Funcional Continuo

Preliminares para el cdlculo funcional continuo

e Para toda w € sp(.A) se tiene que ||w| = 1.

e El conjunto sp(.A) es compacto en A*, con respecto a la
topologia débil-x.

Definicidén

Para un x € A, se define el mapeo de Gelfand como
x +— X € C(sp(A)) donde la funcién continua x estd dada por

(w) :=w(x) Vwesp(A)

=)

XtAYy=%+Ay  xy=xy  1=1

El mapeo de Gelfand es un homomorfismo a una subalgebra de

C(sp(A)).
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Preliminares para el cdlculo funcional continuo

El siguiente teorema es la base para la construccién del calculo
funcional continuo
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Preliminares para el cdlculo funcional continuo

El siguiente teorema es la base para la construccién del calculo
funcional continuo

Teorema

Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con unidad. Entonces
para cada x € A se tiene que

o(x) = {F(w) : w € sp(A)} =: F(sp(A).
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Preliminares Construccién

Calculo Funcional Continuo

Preliminares para el cdlculo funcional continuo

El siguiente teorema es la base para la construccién del calculo
funcional continuo

Teorema

Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con unidad. Entonces
para cada x € A se tiene que

o(x) = {F(w) : w € sp(A)} =: F(sp(A).

Es por si mismo muy interesante, pues calcula el espectro de un
elemento como la imagen de su mapeo de Gelfand.
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Preliminares para el cdlculo funcional continuo

El siguiente teorema es la base para la construccién del calculo
funcional continuo
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Preliminares para el cdlculo funcional continuo

El siguiente teorema es la base para la construccién del calculo
funcional continuo

Teorema

Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con unidad. Entonces
para cada x € A se tiene que

o(x) = {F(w) : w € sp(A)} =: F(sp(A).
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Preliminares Construccién

Calculo Funcional Continuo

Preliminares para el cdlculo funcional continuo

El siguiente teorema es la base para la construccién del calculo
funcional continuo

Teorema

Sea A un dlgebra de Banach conmutativa con unidad. Entonces
para cada x € A se tiene que

o(x) = {F(w) : w € sp(A)} =: F(sp(A).

Es por si mismo muy interesante, pues calcula el espectro de un
elemento como la imagen de su mapeo de Gelfand.
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Preliminares Construccién

Calculo Funcional Continuo

Preliminares para el cdlculo funcional continuo

Definicion

Sean A1, A, dos algebras-* de Banach con involuciones *1, *;
respectivamente. Un isomorfismo 0 : A7 — A, se llama
isomorfismo-x entre A; y A, si para toda x € A,

0 (x") = (6(x))™
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Preliminares Construccién

Calculo Funcional Continuo

Preliminares para el cdlculo funcional continuo

El siguiente teorema recibe el nombre de Teorema espectral
abstracto

Teorema

Sea A un dlgebra C* conmutativa con unidad. Entonces el mapeo
de Gelfand es un isomorfismo-x isométrico de A a C(sp(A)).

Demostracion.

(Sélo la isometria:)

Jall = -+ = r(x) = sup {[A] : A € o (x)}
— sup {|2(w)| : w € sp(A)} = 7]l

<
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Preliminares para el cdlculo funcional continuo

Del Teorema anterior se desprenden dos corolarios de gran
importancia, que ademas no requieren conmutatividad:
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Preliminares Construccién

Calculo Funcional Continuo

Preliminares para el cdlculo funcional continuo

Del Teorema anterior se desprenden dos corolarios de gran
importancia, que ademas no requieren conmutatividad:

Corolario

Sea A un dlgebra C* con unidad. Entonces si x € A es
autoadjunto se tiene que

o(x) CR
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Preliminares para el cdlculo funcional continuo

Del Teorema anterior se desprenden dos corolarios de gran
importancia, que ademas no requieren conmutatividad:

Corolario

Sea A un dlgebra C* con unidad. Entonces si x € A es
autoadjunto se tiene que

Corolario

=\
&
N
~
\

(Permanencia Espectral: “Baby Spectral Theorem”) Sea A un
dlgebra C* con unidad. Si A1 C A es una subdlgebra C* de A que
contiene la unidad, entonces para todo x € A

oa(x) = 04, (x)

4
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© Cslculo Funcional Continuo

@ Construccion
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Preliminares Construccién

Calculo Funcional Continuo

Construccién del cdlculo funcional continuo

Definicién

Sea A un algebra C* y S C A. La interseccion de todas las
algebras C* que contienen a S se llama el adlgebra C* generada
por S y se denota por C*(S), es decir

C*(S) :=(1{V:V es dlgebra C* con S C V}
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Preliminares Construccién

Calculo Funcional Continuo

Construccién del cdlculo funcional continuo

Teorema

Sea A un dlgebra C* unitaria y x € A un elemento normal.
Entonces existe un tinico isomorfismo-* isométrico
®:C(o(x)) = C*({1,x}) que cumple que ®(1) = x, donde
1:0(x) — C es la funcién inclusién: 1(A) := A para A € o(x).
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Preliminares Construccién

Calculo Funcional Continuo

Construccién del cdlculo funcional continuo

Teorema

Sea A un dlgebra C* unitaria y x € A un elemento normal.
Entonces existe un tinico isomorfismo-* isométrico
®:C(o(x)) = C*({1,x}) que cumple que ®(1) = x, donde
1:0(x) — C es la funcién inclusién: 1(A) := A para A € o(x).

e Esclaro que 1 € C(o(x))
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Calculo Funcional Continuo

Construccién del cdlculo funcional continuo

Teorema

Sea A un dlgebra C* unitaria y x € A un elemento normal.
Entonces existe un tinico isomorfismo-* isométrico
®:C(o(x)) = C*({1,x}) que cumple que ®(1) = x, donde
1:0(x) — C es la funcién inclusién: 1(A) := A para A € o(x).

e Esclaro que 1 € C(o(x))

e @ es el homomorfismo de algebras que da lugar al célculo
funcional continuo, por lo que para cada f € C(o(x)),
ponemos
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Calculo Funcional Continuo

Demostracion.

(Idea:) Consideremos los conjuntos

n .
Al :{Z lekx](x*)k:nEN,'C]',kEC}CA
j.k=0

n . a—
Ay = { Y cjx A A)¢: neN; Cix € C} C C(o(x))
jk=0

Sean A; := A1 y Ay := A,. Vemos que A; = C*({1,x}) y que
es un algebra conmutativa. Por el Teorema de Stone-Weierstrass
Ay = C(o(x)). Proponemos 6 : sp(Aj) — 0.4,(x) como

O(w) := w(x) € o4,(x)

y
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Calculo Funcional Continuo

Demostracion.

Se verifica que sp(A1) y 0.4,(x) son homeomorfos bajo 6, por lo
que si definimos ¥ : C(sp(A1)) = C(0.4,(x)) por
Y(f):=fo07 ! asi ¥71(g) = go0 para g € C(o4,(x)),
entonces se tiene el siguiente diagrama

A E 2 E Csp(Ay)
N l‘l’
C(04,(x))

Con ¢ : Ay — C(04,(x)) = Ay, dado por ¢(a) :=ao0 07! para
ac A1
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Demostracion.

El isomorfismo-* isométrico buscado es

®:=¢1:C(co(x)) = C*({1,x}), pues si para ¢ € C(sp(A1)),
el mapeo @ — @ € A; representa la inversa del mapeo de
Gelfand, entonces

O(1) =VY-1(1) =100 =0 =1,

ya que como 8(w) = w(x) entonces 6 = x [
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Propiedades del cdlculo funcional continuo

Sea A un algebra C* con unidad y x € A un elemento normal.
Recordemos que f(x) := ®(f) para cada f € C(o(x)).
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Propiedades del cdlculo funcional continuo

Sea A un algebra C* con unidad y x € A un elemento normal.
Recordemos que f(x) := ®(f) para cada f € C(o(x)).

o 1fI =M@= [1flleo
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Propiedades del cdlculo funcional continuo

Sea A un algebra C* con unidad y x € A un elemento normal.
Recordemos que f(x) := ®(f) para cada f € C(o(x)).

. IIf( )= 1A= 1l flloo
o(f(x)) = flo(x))
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Propiedades del cdlculo funcional continuo

Sea A un algebra C* con unidad y x € A un elemento normal.
Recordemos que f(x) := ®(f) para cada f € C(o(x)).

. ||f( )= 1A= 1l flloo
o(f(x)) = flo(x))
( o f)(x) = g(f(x)) para g € C(o(f(x))).
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Aplicaciones directas del calculo funcional continuo

Retomemos el caso en que el dlgebra C* de interés es B(H)

Sea T € B(#) un operador normal (i.e. T*T = TT*) y A € o(T).

o0

Entonces existe una sucesion (£,)°°, C H de elementos con
norma 1, tal que

(T—A)é, >0 H
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Aplicaciones directas del calculo funcional continuo

Retomemos el caso en que el dlgebra C* de interés es B(H)

Lema

Sea T € B(#) un operador normal (i.e. T*T = TT*) y A € o(T).
Entonces existe una sucesion (£,)°°, C H de elementos con
norma 1, tal que

(T—AD)é, -0 H

| A

Teorema

Sea T € B(H) un operador compacto y normal. Entonces todo
elemento no nulo del espectro, i.e. de o(T) \ {0}, es eigenvalor.
Ademds no hay puntos de acumulacion en o(T) \ {0}.
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@ Teoremas Espectrales
@ Primer Teorema Espectral
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Matrices Diagonalizables

Consideremos el dlgebra C* dada por M,,(C) con involucién dada
por la matriz transpuesta conjugada, si T es una matriz normal,
entonces existe una matriz unitaria U (i.e. UU =UU* =1)y
una matriz diagonal A := diag[As, -+, A,] tal que

T = UAU"

Esto quiere decir que el operador T es diagonalizable pues es
equivalente a la matriz diagonal A que actila como una matriz de
multiplicacién.

Alonso Delfin Ares de Parga Dir. Enrique Ramirez de Arellano Calculo Funcional



Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Operadores Diagonalizables

Definicién
Sea (Q, ) := (Q,9M, ) un espacio con medida o-finita. Dado
f € L*°(Q, i), definimos el operador de multiplicacién M en

L%(Q, i), como sigue
(Mys) (@) = fw)3(w), ¥ g € LX(Q,u), YoeQ.

Alonso Delfin Ares de Parga Dir. Enrique Ramirez de Arellano Calculo Funcional



Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Operadores Diagonalizables

Sea (Q, ) := (Q,9M, ) un espacio con medida o-finita. Dado
f € L*°(Q, i), definimos el operador de multiplicacién M en
L%(Q, 1), como sigue

(Myg) (w) := f(w)g(w), ¥ g € LA(Q, 1), Vw e Q.

o My: L*(Q,u) = L*(Q, p).
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Operadores Diagonalizables

Sea (Q, ) := (Q,9M, ) un espacio con medida o-finita. Dado
f € L*°(Q, i), definimos el operador de multiplicacién M en
L%(Q, 1), como sigue

(Myg) (w) := f(w)g(w), ¥ g € LA(Q, 1), Vw e Q.

o My: L*(Q,u) = L*(Q, p).
e My es lineal, acotado y normal.

Alonso Delfin Ares de Parga Dir. Enrique Ramirez de Arellano Calculo Funcional



Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Operadores Diagonalizables

Sea (Q, ) := (Q,9M, ) un espacio con medida o-finita. Dado
f € L*°(Q, i), definimos el operador de multiplicacién M en
L%(Q, 1), como sigue

(Myg) (w) := f(w)g(w), ¥ g € LA(Q, 1), Vw e Q.

o My: L*(Q,u) = L*(Q, p).
e My es lineal, acotado y normal.
° Mf1+f2 = Mf1 —I—Mf2.
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Operadores Diagonalizables

Sea (Q, ) := (Q,9M, ) un espacio con medida o-finita. Dado
f € L*°(Q, i), definimos el operador de multiplicacién M en
L%(Q, 1), como sigue

(Myg) (w) := f(w)g(w), ¥ g € LA(Q, 1), Vw e Q.

My : L2(Q, 1) — L*(Q, ).
M es lineal, acotado y normal.
Mf1+f2 = Mf1 —I—Mf2.

IMg ]| = [ fllzoe
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Operadores Diagonalizables

Sea (Q, ) := (Q,9M, ) un espacio con medida o-finita. Dado
f € L*°(Q, i), definimos el operador de multiplicacién M en
L%(Q, 1), como sigue

(Myg) (w) := f(w)g(w), ¥ g € LA(Q, 1), Vw e Q.

My : L2(Q, 1) — L*(Q, ).
M es lineal, acotado y normal.
Mf1+f2 = Mf1 —I—Mf2.

IMg ]| = [ fllzoe

e o(My) = Q).
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Operadores Diagonalizables

Definicién
Sea H un espacio de Hilbert separable y T € B(H). Decimos que
T es diagonalizable si existen

1) Un espacio (Q, ) := (Q,9M, 1) con medida o-finita y tal

que L2(Q, ) es separable;

2) Una funcién f € L*°(Q, u);

3) Un operador unitario U : L2(Q, u) — H,
tal que

UM, =TU

con My : L2(Q, u) — L*(Q, i) el operador de multiplicacién por
f. Es decir, se tiene que T es equivalente al operador de
multiplicacién en el sentido que T = UM /U™

V.
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Primer Teorema Espectral

Teorema

Sea H un espacio de Hilbert separable y T € B(H) un operador
normal, entonces T es diagonalizable.
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Primer Teorema Espectral

Teorema

Sea H un espacio de Hilbert separable y T € B(H) un operador
normal, entonces T es diagonalizable.

Notemos que si T es diagonalizable, entonces podemos calcular su
espectro como sigue

o(T) = o(UMsU") = o(My) = f(Q)
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Teoremas Espectrales

Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Primer Teorema Espectral

Teorema

Sea H un espacio de Hilbert separable y T € B(H) un operador
normal, entonces T es diagonalizable.

Demostracidn.

(Uso del célculo funcional continuo) Sea A := C*({I, T}). El
primer teorema espectral se reduce, de manera no trivial, a

demostrarlo cuando H = AZ para algiin & € H. Se define
@ :C(0(T)) — C como

@(f) = (f(T)E,&).

Se verifica que @ es un funcional lineal y positivo.

| A

v
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Primer Teorema Espectral

Teorema

Sea H un espacio de Hilbert separable y T € B(H) un operador
normal, entonces T es diagonalizable.

Demostracion.
Entonces por el Teorema de representacion de Riesz-Markov existe
una medida de Borel regular p, en o(T), tal que

| A

o(f) = U(T)f du.

SiU:C(0(T)) — Aé estd dado por Uf := f(T)E, se verifica que
U es unitario y se extiende por densidad a todo L?(o(T), u).
Vemos que para toda f € o(T), UMy = f(T)U en L?(o(T), ).
Finalmente el resultado se sigue tomando f :=1. n

v
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Contenido

@ Teoremas Espectrales

@ Segundo Teorema
Espectral
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Preliminares y notacién

Un operador P € B(H) es llamado proyeccion si es autoadjunto e
idempotente, i.e. P2 = P = P*.

Definicién

Un operador T € B(H) es positivo si para toda x € H se cumple
que (Tx,x) > 0y se denota por T > 0. Por supuesto escribimos
T < L siempre que L —T > 0.

| A\

A\
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Medidas Espectrales

Definicion

Sea Q) un espacio compacto de Haussdorff, B := B(Q) los
borelianos de QO y ‘H un espacio de Hilbert. Una medida
espectral en (Q,H) es una funcién P : B — B(H) tal que

i) El operador P(E) es una proyeccién para toda E € B;
i) P(@)=0 PQ) =1

i) Si (En)4 C B es una sucesién disjunta de conjuntos,

entonces
P (U En> =) P(En)
n=1 n=1

iv) Para cualesquiera x, y € H las funciones Py, : B — C dadas
por Pxy(E) := (P(E)x, y) son medidas complejo valuadas y
regulares en (Q, B).

<
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Propiedades de las Medidas Espectrales

Sea P una medida espectral en (Q, H).
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Propiedades de las Medidas Espectrales

Sea P una medida espectral en (Q, H).

e Si E,F € B son tales que E C F, entonces P(E) < P(F).

Alonso Delfin Ares de Parga Dir. Enrique Ramirez de Arellano Calculo Funcional



Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Propiedades de las Medidas Espectrales

Sea P una medida espectral en (Q, H).

e Si E,F € B son tales que E C F, entonces P(E) < P(F).
e Si E,F € B son tales que ENF = (), entonces P(E) L P(F).
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Propiedades de las Medidas Espectrales

Sea P una medida espectral en (Q, H).

e Si E,F € B son tales que E C F, entonces P(E) < P(F).
e Si E,F € B son tales que ENF = (), entonces P(E) L P(F).
e Para todos E,F € B, P(ENF) = P(E)P(F)
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Notacidn

Definicion

B>(Q) es el dlgebra C* de todas las funciones complejo valuadas,
medibles en (Q,B) y acotadas. Aqui la norma es la del supremo y
la involucién estd dada por el conjugado complejo f +—> 7
Claramente si Q es compacto C(Q) C B®(Q).
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Hacia el Teorema Espectral

Teorema

Sea Q) un espacio compacto de Hausdorff, H un espacio de Hilbert
y P una medida espectral en (Q,H). Entonces para cada

f € B*(Q) existe un dnico Ty € B(H) tal que para toda
x,y€H

(Trxy) = [ f Py,
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Hacia el Teorema Espectral

Teorema

Sea Q) un espacio compacto de Hausdorff, H un espacio de Hilbert
y P una medida espectral en (Q,H). Entonces para cada

f € B*(Q) existe un dnico Ty € B(H) tal que para toda
x,y€H

(Trxy) = [ f Py,

Observacién

| \

El operador Ty, se llama la integral espectral de f con respecto
a P y se denota por

/QfdP =Ty,

Para cualquier E € B, [, X, dP = P(E), ya que
(P(E)x,y) = Pry(E) = Jo Xe dPxy. |




Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Segundo Teorema Espectral

Teorema

Sea Q) un espacio compacto de Hausdorff, H un espacio de
Hilbert. Tomemos a 0 : C(Q) — B(H) cualquier homomorfismo-x
que cumpla que 6(1) = 1. Entonces existe una tnica medida
espectral P en (Q,H), tal que para toda f € C(Q)

0(f) = [ f ap.
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Segundo Teorema Espectral

Teorema

Sea Q) un espacio compacto de Hausdorff, H un espacio de
Hilbert. Tomemos a 0 : C(Q) — B(H) cualquier homomorfismo-x
que cumpla que 6(1) = 1. Entonces existe una tnica medida
espectral P en (Q,H), tal que para toda f € C(Q)

0(f) = [ f ap.

Corolario

| A

Sea H un espacio de Hilbert y T un operador normal en B(H.).
Entonces existe una tnica medida espectral P en (o(T),H), tal

que
T= / 1dP
o(T) )
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Calculo Funcional Boreliano

A la medida espectral P del Teorema anterior se le conoce como la
resolucion de la identidad del operador normal T. Ademas
podemos definir f(T) como

f1):= [ fap

para toda f € B®(c(T)), extendiendo asi el célculo funcional
continuo a todo B*°(Q). EI homomorfismo-*, f — f(T) de
B>(0(T)) a B(H), es llamado el calculo funcional boreliano o
medible del operador T.
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Propiedades del cdlculo funcional Boreliano

Sea H un espacio de Hilbert, T un operador normal en B(H) y
f e B>(o(T))
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Propiedades del cdlculo funcional Boreliano

Sea H un espacio de Hilbert, T un operador normal en B(H) y
f e B>(o(T))

e Es importante notar que no sabemos si el calculo funcional
boreliano es una isometria, sin embargo si sabemos que

= [, £ 4P < 1l
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Propiedades del cdlculo funcional Boreliano

Sea H un espacio de Hilbert, T un operador normal en B(H) y
f e B>(o(T))

e Es importante notar que no sabemos si el calculo funcional
boreliano es una isometria, sin embargo si sabemos que

= [, £ 4P < 1l

e o(f(T)) C f(o(T))
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Propiedades del cdlculo funcional Boreliano

Sea H un espacio de Hilbert, T un operador normal en B(H) y
f e B>(o(T))

e Es importante notar que no sabemos si el calculo funcional
boreliano es una isometria, sin embargo si sabemos que

= [, £ 4P < 1l

e 0(f(T)) C £(o(T))
e Para g € C(f((T))) se cumple que (g0 £)(T) = g(f(T))

Alonso Delfin Ares de Parga Dir. Enrique Ramirez de Arellano Calculo Funcional



Teoremas Espectrales

Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Aplicaciones del calculo funcional Boreliano

Caracterizacion de los eigenvalores de un operador normal:

Teorema

Sea H un espacio de Hilbert y T un operador normal en B(H) con
resolucion de la identidad P. Entonces Ay € o(T) es un eigenvalor
siy sélo si P({Ag}) # 0.
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Teoremas Espectrales

Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Aplicaciones del calculo funcional Boreliano

Caracterizacion de los operadores unitarios:

Teorema

Sea H un espacio de Hilbert. Un operador normal T € B(H) es
unitario si y sélo si

o(T) caD:={AeC:|A =1}
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Aplicaciones del calculo funcional Boreliano

Caracterizacion de los operadores unitarios:

Teorema

Sea H un espacio de Hilbert. Un operador normal T € B(H) es
unitario si y solo si

o(T) caD:={AeC:|A =1}

| A\

Teorema
Sea H un espacio de Hilbert. Un operador U € B(H) es unitario si
y solo si

U=¢"T

para algtin operador autoadjunto T € B(H)

\
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Aplicacién : Teoria de Representaciéon de Grupos

Definicién
Sea X un espacio vectorial normado, Decimos que ) es un
subespacio invariante bajo un operador T: X — X si:

i) Y es un subespacio vectorial no vacio contenido en X.

i) Y es cerrado en X.

i) T(Y) :={Ty:ye Y} C ).
Si ademds Y # {0} y Y # X decimos que ) es un subespacio
invariante no trivial de T.
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Aplicacién : Teoria de Representaciéon de Grupos

Dado un espacio de Hilbert H, denotamos por U(#H) al
subconjunto de B(H) que consiste dnicamente de los operadores
unitarios.
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Aplicacién : Teoria de Representaciéon de Grupos

Dado un espacio de Hilbert H, denotamos por U(#H) al
subconjunto de B(H) que consiste dnicamente de los operadores
unitarios.

Definicidon

Sea G un grupo y H un espacio de Hilbert. Una representacion
unitaria de G en # es un homomorfismo T : G — U(H ). Para
cada ¢ € G, T(g) es un operador unitario, el cual denotamos como
Ty € U(H), es decir Ty := T(g). Decimos que T es una
representacién unitaria irreducible de G, si para cada g € G los
dnicos subespacios invariantes bajo Tg son los triviales.
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Aplicacién : Teoria de Representaciéon de Grupos

Definicidn
Sea T una representacién unitaria de G. Definimos el algebra
conmutante de T como

C(T):={Ae€B(H): T;A=AT,V geG}.

Es claro que siempre I € C(T).
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Aplicacién : Teoria de Representaciéon de Grupos

Definicidn
Sea T una representacién unitaria de G. Definimos el algebra
conmutante de T como

C(T):={Ae€B(H): T;A=AT,V geG}.

Es claro que siempre I € C(T).

Teorema

Una representacién unitaria T del grupo G es irreducible si y sélo si
para todo operador A € C(T) existe un Ag € C tal que A = Agl.
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Aplicacién : Teoria de Representaciéon de Grupos

Teorema

Una representacion unitaria T del grupo G es irreducible si y sélo si
para todo operador A € C(T) existe un Ag € C tal que A = AglL.

| 5\

Demostracion.

(=) : El caso general se sigue de demostrar primero para
A € C(T) autoadjunto. Sea P la resolucién de la identidad de A,
se verifica que P(E) € C(T) para todo E € B(c(A)).

Existe ty € R tal que 0(A) = {to}, ya que de lo contrario
0(A) =E1UEy, con EyNEy; =0y E1,Ex # 0 ; si ponemos
P;:=P(E;) (para j = 1,2), entonces P; # 0y

P1P, = P(0) = 0.

v
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Teoremas Espectrales
Primer Teorema Espectral Segundo Teorema Espectral

Aplicacién : Teoria de Representaciéon de Grupos

Teorema

Una representacion unitaria T del grupo G es irreducible si y sélo si
para todo operador A € C(T) existe un Ag € C tal que A = Agl.

Demostracion.

| \

Definimos ahora
Y:={xeH:Pix=0}

Y es cerrado, )V # {0} y Y # H. Sin embargo ) es un

subespacio invariante no trivial bajo cada Tg, contradiciendo asi Ia
irreductibilidad de T. |

4
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Variable Compleja para espa- cios de Banach

Céleulo Funcional Holomorfo El Calculo Funcional Holomorfo

Contenido

@ Cslculo Funcional Holomorfo
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Variable Compleja para espa- cios de Banach
El Calculo Funcional Holomorfo

Célculo Funcional Holomorfo

Sea A un dlgebra de Banach y x € A. Vimos que si f es holomorfa
al rededor del 0 con radio de convergencia R > ||x||, entonces se
puede definir f(x) con la serie de MacLaurin que define a f.
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Variable Compleja para espa- cios de Banach
El Calculo Funcional Holomorfo

Célculo Funcional Holomorfo

Sea A un dlgebra de Banach y x € A. Vimos que si f es holomorfa
al rededor del 0 con radio de convergencia R > ||x||, entonces se
puede definir f(x) con la serie de MacLaurin que define a f.
Podemos llegar mas lejos y definir para f holomorfa al rededor de

o(x). Para ello es necesario extender ciertos resultados de Variable
Compleja para funciones que toman valores en espacios de Banach.
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Variable Compleja para espa-  cios de Banach

Céleulo Funcional Holomorfo El Calculo Funcional Holomorfo

Contenido

@ Cslculo Funcional Holomorfo
@ Variable Compleja para
espacios de Banach
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Variable Compleja para espa-  cios de Banach

Céleulo Funcional Holomorfo El Calculo Funcional Holomorfo

Integral de Linea

Sea X’ un espacio de Banach y G C C un abierto.
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. . Variable Compleja para espa-  cios de Banach
Céleulo Funcional Holomorfo El Célculo Funcional Holomorfo

Integral de Linea

Sea X’ un espacio de Banach y G C C un abierto.

Definicidon

|

Sea f : G — X una funcién continua 'y y : [4,b] — G una curva
rectificable. Definimos la integral de linea de f sobre y como

§ £i= ¢ ) da:= lim 2 () = V(LA (¥ (1)

con {t1,- -+ ,t,} una particién uniforme de [a, b].
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Variable Compleja para espa-  cios de Banach
El Calculo Funcional Holomorfo

Célculo Funcional Holomorfo

Integral de Linea

Proposiciéon

Sea f : G — X una funcién continua y v : [a,b] — G una curva
rectificable, entonces para toda ¢ € X* se tiene que

o (f50) 01) = f o) e

donde la integral de la derecha es la integral usual de linea para
funciones complejo valuadas.
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Variable Compleja para espa-  cios de Banach
El Calculo Funcional Holomorfo

Célculo Funcional Holomorfo

Holomorfia Fuerte: H(G, X)

Definicién
Sea G C C un subconjunto abierto de Cy f : G — X. Decimos

que f es una funcién fuertemente holomorfa si para cualquier
A € G existe un x; € X tal que

Hf(/\+h) —f)

A — 0

h—0

Definimos la funcién f': G — X como f'(A) := x,, la cual se
llama la derivada de f. Al conjunto de todas las funciones
fuertemente holomorfas de G a X, lo denotamos por H(G, X).
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. . Variable Compleja para espa-  cios de Banach
Céleulo Funcional Holomorfo El Célculo Funcional Holomorfo

Holomorfia Débil

Definicidon

Si f: G — X es un funcién tal que para todo ¢ € X'* la funcién
(pof): G — C es holomorfa, decimos que f es débilmente
holomorfa
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Variable Compleja para espa-  cios de Banach
El Calculo Funcional Holomorfo

Célculo Funcional Holomorfo

Fuerte «—= Débhil

Proposiciéon

Sea f : G — X fuertemente holomorfa, entonces para todo
@ € X* la funcién (¢ o f) : G — C es holomorfa y mds atin

(pof) =g@of'.
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Fuerte «—= Débhil

Proposiciéon

Sea f : G — X fuertemente holomorfa, entonces para todo
@ € X* la funcién (¢ o f) : G — C es holomorfa y mds atin

(pof) =g@of'.

(=)

Teorema

Si f: G — X es débilmente holomorfa, entonces f € H(G, X).
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Teoremas de Cauchy

Férmula de Cauchy

Teorema

Sea f € HG,X) yT'={vy1,---,Vm}, una coleccion de curvas
cerradas rectificables tal que cada yi([a,b]) C G e
Indr(C\ G) = {0}. Entonces

fre
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Teoremas de Cauchy

Férmula Integral de Cauchy

Teorema

Sea X un espacio de Banach, G C C un subconjunto abierto,

f € H(G,X) y vy una curva cerrada rectificable con

Ind, (C\ G) = {0}. Entonces para cualquier Ay € G y cualquier
k=0,1,2,--- se tiene que

27 — ]\0>k+1

tnd ()£ (h0) = 5 f
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Contenido

@ Cslculo Funcional Holomorfo

o El Calculo Funcional
Holomorfo
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Coleccion de curvas que encierran un compacto

Teorema

Sea G C C un subconjunto abierto y K C G compacto. Entonces
existe una coleccién de curvas T'= {y1, -+ ,Vm}, con cada
Yk([a,b]) C G\ K, tal que

KcCint(l) & C\G C ext(l).

Mads aiin, cada curva v, € C*([a, b]).
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Coleccion de curvas que encierran un compacto

Teorema

Sea G C C un subconjunto abierto y K C G compacto. Entonces
existe una coleccién de curvas T'= {y1, -+ ,Vm}, con cada
Yk([a,b]) C G\ K, tal que

KcCint(l) & C\G C ext(l).

Mads aiin, cada curva v, € C*([a, b]).
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Definicién de f(x)

Consideremos A un algebra de Banach con identidad, x € A, y
G C C una vecindad abierta de o(x),

Definicion
Para cada f € H(G, C) definimos

Fx) = 5 fFN)(AT =) A

donde T" es la coleccién de curvas dada por el Teorema anterior,
para K = o(x).
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f — f(x) es un calculo funcional

Se tiene que f — f(x) estd bien definida:
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Célculo Funcional Holomorfo

f — f(x) es un calculo funcional

Se tiene que f — f(x) estd bien definida:

Proposicion

Sea f € H(G,C). SiT={y1,-+ , Ym} yA={b1,---, 8¢} son
dos colecciones de curvas cerradas rectificables y positivamente
orientadas que cumplen que o(x) C int(T"),C\ G C ext(T) y
o(x) C int(A),C\ G C ext(A), entonces

% F Ao -xtar = % $FA01 -2 1ax
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f — f(x) es un calculo funcional

Se tiene que f +— f(x) es un cdlculo funcional:
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f — f(x) es un calculo funcional

Se tiene que f +— f(x) es un cdlculo funcional:

e La asignacién f — f(x) es un homomorfismo de algebras
entre H(G,C) y A.
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f — f(x) es un calculo funcional

Se tiene que f +— f(x) es un cdlculo funcional:

e La asignacién f — f(x) es un homomorfismo de algebras
entre H(G,C) y A.
e Si f(A) =1, entonces f(x) =1.
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f — f(x) es un calculo funcional

Se tiene que f +— f(x) es un cdlculo funcional:
e La asignacién f — f(x) es un homomorfismo de algebras
entre H(G,C) y A.
e Si f(A) =1, entonces f(x) =1.
e Si1: G < C es la inclusién candnica, entonces 1(x) = x.
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f — f(x) es un calculo funcional

Se tiene que f +— f(x) es un cdlculo funcional:
e La asignacién f — f(x) es un homomorfismo de algebras
entre H(G,C) y A.
e Si f(A) =1, entonces f(x) =1.
e Si1: G < C es la inclusién candnica, entonces 1(x) = x.
e Sea (fu)?, C H(G,C), tal que f, — f uniformemente en
subconjuntos compactos de G, entonces

[fulx) = I — 0.
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f — f(x) es un calculo funcional

Se tiene que f +— f(x) es un cdlculo funcional:

e La asignacién f — f(x) es un homomorfismo de algebras
entre H(G,C) y A.

e Si f(A) =1, entonces f(x) =1.

e Si1: G < C es la inclusién candnica, entonces 1(x) = x.

e Sea (fu)?, C H(G,C), tal que f, — f uniformemente en
subconjuntos compactos de G, entonces
fal2) — £ — 0.

e Si f: G — C tiene expansién en serie de potencias
f(A) = X2, cx Ak, con radio de convergencia R > ||x||,
entonces f € H(G,C) y

f@) =Y gat e Al
k=0
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Propiedades del cdlculo funcional holomorfo

e Es una extension del C.F. polinomial y del C.F. entero
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Propiedades del cdlculo funcional holomorfo

e Es una extension del C.F. polinomial y del C.F. entero

e Es Unico

Alonso Delfin Ares de Parga Dir. Enrique Ramirez de Arellano Calculo Funcional



Variable Compleja para espa- cios de Banach

Céleulo Funcional Holomorfo El Célculo Funcional Holomorfo

Propiedades del cdlculo funcional holomorfo

e Es una extension del C.F. polinomial y del C.F. entero

e Es Unico

e o(f(x)) = fo(x))
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Propiedades del cdlculo funcional holomorfo

e Es una extension del C.F. polinomial y del C.F. entero
e Es lnico

o(f(x)) = flo(x))

Si g € H(G/,C), donde G’ es una vecindad abierta de

f(o(x)) elegida de tal forma que
(gof) € H(GN f1(G),C), entonces

(g0 f)(x) =g(f(x))
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Aplicacién

Teorema

Sea A un dlgebra de Banach y x € A de tal forma que

o(x) = Ky UK; con Ky, Ky compactos, no vacios y disjuntos.
Entonces existe un e € A tal que

(1) Es un elemento idempotente, i.e. > =

e.

(2) Siy € A tal que xy = yx, entonces ey = ye.

(3) Sixy:=xeyxy:=x(1—e), entonces x =x1+x2 y
X1Xp = 0= X2X1.

(4) Para j=1,2, o(x;) = K; U {0}

(5) Se tiene quee #0 ye # 1.
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Aplicacién

Demostracidn.

(Idea:) Sean Gj, G, dos subconjuntos disjuntos y abiertos de C
tales que Ky C G y Ky C Gy. Definamos f : Gy UGy — C como

f(A) = Xe,(A)

Se tiene que f € H(G1 UGy, C), ya que Gy y G; son disjuntos. Se
verifica que el elemento buscado es

e:= f(x).
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FIN

iMuchas Gracias!
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